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内 容 提要 
本 书 强调 严格 性 和 基础 性 , 书 中 的 材料 从 源头 一 数 系 的 结构 及 集合 论 开始 , 然后 引 向 分 
析 的 基础 (极限 、 级 数 、 连 续 、 微 分 、Riemann 积分 等 ) 再 进入 宕 级 数 、 多 元 微分 学 以 及 Fourier 
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图 灵 数 学 - 统计 学 丛书 


陶 哲 轩 实 分 析 
4 著 [ 澳 ] 陶 哲 轩 
译 王 昆 扬 
责任 编辑 明永 玲 
4 人 民 邮 电 出 版 社 出 版 发 行 北京 市 崇文 区 夕照 寺 街 14 号 
郎 编 100061 电子 函件 315@ptpress.com.cn 
网 址 : http://www.ptpress.com.cn 
北京 铭 成 印刷 有 限 公司 印刷 
全 开本 : 700X1000 M16 
印张 : 29.75 
字数 ，580 千 字 2008 年 11 月 第 1 版 
印 数 ，1-3 000 册 2008 年 11 月 北京 第 1 次 印刷 


著作 权 合同 登记 号 ”图 字 : 01-2007-4744 号 
ISBN 978-7-115-18693-5/O1 
定价 : 69.00 元 
读者 服务 热线 : (010)88593802 ” 印 装 质量 热线 (010) 67129223 
反 盗 版 热线 ; (010) 67171154 


版 权 声 明 


Copyright © 2006 by Hindustan Book Agency (India). 

All rights reserved. No part of this book may be reproduced or transmitted in any 
form or by any means, electronic or mechanical, including photocopying, recording or 
by any information storage and retrieval system, without permission in writing from 
the Publisher. 

本 书 中 文 简体 字 版 由 印度 Hindustan Book Agency 授权 人 民 邮 电 出 版 社 出 版 . 

未 经 出 版 者 书面 许可 , 不 得 以 任何 方式 复制 或 抄袭 本 书 的 任何 部 分 . 

版 权 所 有 , 侵权 必 究 . 


译 者 简介 


王 昆 扬 1943 年 生 于 广西 河池 金城 江 , 北京 师范 大 学 教授 、 博 士 生 导师 . 1985 
年 获 理 学 博士 学 位 , 导师 孙 永生 教授 . 1991 年 任教 授 , 1993 年 获 博士 生 导 师资 格 . 

主要 社会 兼职 有 : 政协 北京 市 第 九 届 委 员 、 第 十 届 委 员 (1998 一 2002, 2003 一 
2007); 教育 部 高 校 数学 与 统计 学 教 指 委 数 学 分 委 委 员 (1996 一 2000, 2001 一 2005); 
中 国 数学 会 教育 工作 委员 会 主任 (2000 一 2003);《 数 学 进展 》 常务 编辑 委员 (2000 一 
2004 一 2009); 《数学 研究 与 评论 》 编 辑 委员 (2006 一 ); Analysis in Theory and Ap- 
plications 编辑 委员 (2006 一 ); 德国 Zb Math 评论 员 ; 美国 Math Review 评论 
员 


至 今 为 止 , 发 表 学 术 论 文 65 篇 , 教学 改革 论文 12 篇 ; 出 版 学 术 专著 2 部 , 教科 
书 4 部 , 译 著 4 部 . 主持 并 完成 教育 部 师范 司 教改 重点 项 目 JS032A (1998 一 2000). 
两 度 主 持 国 家 理科 基地 创建 名 牌 课程 项 目 , 四 度 主持 国家 自然 科学 基金 自由 申请 项 
目 (1992 一 2003), 两 度 主持 中 俄国 际 学 术 合 作 项 目 , 并 且 主 持 “数学 分 析 ” 国 家 级 精 
品 课程 (2005 一 ). 

多 次 获得 各 项 荣誉 和 奖励 , 如 1989 年 国家 教委 科技 进步 一 等 奖 和 国家 自然 科 
学 四 等 奖 (合作 ), 1990 年 全 国 优秀 科技 图 书 二 等 奖 , 1997 年 宝钢 优秀 教师 奖 , 2001 
年 度 宝钢 优秀 教师 特等 奖 , 全 国 模范 教师 称号 (200111004 号 ), 2002 年 全 国 普 通 高 
等 学 校 优秀 教材 二 等 奖 , 先进 工作 者 称号 (教育 部 、 国 家 自然 科学 基金 委 2002 年 )， 
2003 年 北京 市 名 师 奖 . 


译 者 的 话 


我 认为 国外 的 好 的 数学 教材 , 最 好 是 原文 引进 . 翻译 过 来 , 不 管 译 得 好 坏 , 都 难 
免 囊 味 儿 . 但 是 出 版 社 的 明永 玲 同 志 告 诉 我 , 这 本 书 暂 时 只 取得 翻译 的 版 权 , 只 好 
翻译 成 中 文 出 版 . 我 知道 自己 的 能 力 有 限 , 很 难 译 出 原著 的 风格 . 但 打开 书 一 看 , 就 
觉得 应 该 把 它 介绍 到 中 国 来 , 所 以 妆 然 接受 了 翻译 的 任务 . 

我 对 此 书 的 赞赏 , 首先 是 它 的 逻辑 的 严格 . 从 实数 (甚至 自然 数 ) 讲 起 , 不 留任 
何 漏洞 . 国内 外 的 实 分 析 教 科 书 , 认真 讲 实数 的 实在 不 多 . 其 次 是 Terence Tao 的 认 
真 的 教学 态度 . 他 的 讲述 , 贯穿 严谨 、 透 彻 的 精神 , 而 其 苦口 婆 心 的 态度 , 分 外 令 人 
感动 . 第 三 , 此 书 是 基于 讲义 写成 的 , 我 赞赏 它 令 人 读 来 感到 亲切 的 风格 . 

王 晟 同志 用 LaTEX 打出 了 全 部 译 稿 , 我 对 她 表示 诚 热 的 感谢 . 

下 面 是 关于 译 法 的 几 点 说 明 . 

1. 关于 人 名 的 译 法 . 生 于 公元 前 , 中 文 译名 已 统一 的 , 用 中 文 , 例如 : 网 几 里 得 
( 约 公元 前 330 年 ~ 约 公元 前 275 年 ), 阿 基 米 德 (公元 前 287 年 ~ 公元 前 212 年 )， 
等 等 . 不 太 统一 的 则 用 原文 中 的 写法 . 生 于 公元 后 的 , 原则 上 用 原名 , 查 不 到 原名 
的 , 用 原文 中 的 写法 . 

2. 关于 rational number 的 译 法 . 英语 单词 rational 是 “有 理 ” 的 意思 , 类 似 
于 reasonable. 但 作为 number 的 定语 , 应 该 是 ratio 即 比例 的 意思 , 所 以 rational 
number 应 是 ratio-number 即 比例 数 之 意 . 故 通 篇 译 为 比例 数 , 而 不 是 有 理 数 . 相应 
地 , irrational number 译作 非 比例 数 或 非 比 数 , 而 不 是 无 理 数 . 

3. 原 书 分 为 两 卷 出 版 , 共 600 多 页 . 中 译本 开本 较 大 , 页 数 较 少 , 把 两 卷 合 并 
出 版 , 原来 的 两 卷 分 别 作为 第 一 部 分 和 第 二 部 分 . 

4. 原 书 用 语 相当 口语 化 (例如 常 有 We are done 等 语 ), 读 来 亲切 、 轻 松 . 译文 
尽力 保持 这 种 风格 , 也 许 有 的 句子 译 得 不 一 定 能 准确 表达 原文 的 风格 , 但 相信 意思 
不 会 错 . 

5. 正文 编排 的 体例 与 原 书 基本 一 致 . 

请 读者 把 对 于 译 稿 的 任何 意见 用 E-mail 发 给 我 , 地 址 是 : 

wangky@bnu.edu.cn 


王 昆 扬 于 北京 师范 大 学 
2007 年 12 月 20 日 
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此 书 的 材料 来 源 于 2003 年 我 在 加 州 大 学 洛杉矶 分 校 教授 高 等 本 科 水 平实 分 析 
系列 课程 的 讲义 . 本 科 生 普遍 认为 实 分 析 是 最 难 学 的 课程 之 一 , 这 不 仅 是 由 于 许多 
抽象 概念 (例如 拓扑 、 极 限 、 可 测 性 , 等 等 ) 初次 遇 到 , 而 且 也 是 由 于 课程 所 要 求 的 
证 明 的 高 度 严格 性 , 由 于 认识 到 这 个 困难 , 老师 常常 面临 困难 的 选择 , 要 么 降低 课 
程 的 严格 性 水 平 而 使 其 容易 一 些 , 要 人 么 保持 严格 的 标准 而 去 面 对 众 多 学 生 、 甚 至 很 
多 优秀 学 生 在 与 课程 的 材料 进行 艰难 奋斗 时 的 求助 与 企盼 . 

面 对 此 种 困境 , 我 党 试用 一 种 稍 许 不 同 的 方式 来 处 理 这 门 课程 . 按照 典型 的 方 
式 , 在 实 分 析 中 一 系列 导 引 内 容 是 预先 假定 了 的 , 假定 学 生 已 经 熟知 实数 , 熟知 数 
学 归纳 法 , 熟悉 初等 微 积分 , 并 且 熟 悉 集合 论 的 基础 知识 , 然后 一 下 子 就 进入 课程 
的 核心 内 容 , 例如 极限 概念 . 通常 确实 会 给 进入 课程 的 学 生 轻 描 淡 写 地 展示 一 下 这 
些 预 备 性 的 知识 , 但 在 绝 大 多 数 情 况 下 , 这 些 材 料 都 不 是 认真 地 叙述 的 . 例如 , 极 少 
有 学 生 能 够 真正 地 定义 实数 , 其 或 真正 地 定义 整数 , 尽管 他 们 可 以 直觉 地 想象 这 些 
数字 并 熟练 地 对 它们 进行 代数 运算 . 我 觉得 这 好 像 是 失去 了 一 个 良好 的 机 会 , 在 学 
生 首次 遇 到 的 课程 当中 , 实 分 析 (与 线性 代数 和 抽象 代数 一 样 ) 是 这 样 的 一 门 课 , 人 
们 确实 必须 全 力 抓 住 一 个 真正 严格 的 数学 证 明 的 本 质 . 正 因 如 此 , 这 门 课程 提供 了 
一 个 极 好 的 机 会 去 回顾 数学 的 基础 , 特别 是 提供 了 一 个 做 出 实数 的 真正 精确 的 解释 
的 机 会 . 

于 是 我 这 样 来 安排 这 门 课 . 在 第 一 周 , 我 描述 分 析 中 的 一 些 众所周知 的 “ 悖 论 ”， 
在 这 些 迟 论 中 , 平常 的 算 律 (例如 极限 与 求 和 的 交换 , 或 求 和 与 积分 的 交换 ) 以 不 严 
格 的 方式 加 以 使 用 而 导出 像 0 = 1 那样 的 荒淫 的 结果 . 这 就 启发 我 们 提出 这 样 的 要 
求 : 回 到 事物 的 开端 , 甚至 回 到 自然 数 的 真正 的 定义 , 并 且 要 求 从 头 检验 全 部 的 基 
础 原理 . 例如 , 第 一 个 习题 就 是 (只 使 用 Peano 公理 ) 验证 自然 数 的 加 法 是 结合 的 
( 即 (a+6) +c=a+(b+c) 对 于 一 切 自然 数 a,b,c 成 立 , 见习 题 2.2.1). 那么 , 即使 
是 在 第 一 周 , 学 生 也 必须 使 用 数学 归纳 法 来 写 出 严格 的 证 明 . 当 推 导出 自然 数 的 全 
部 基本 性 质 之 后 , 我 们 就 转向 整数 (其 原始 定义 是 自然 数 的 形式 差 ); 一 旦 学 生 验 证 
了 整数 的 一 切 基本 性 质 , 我 们 就 转向 比例 数 ” (其 原 义 是 整数 的 形式 比 ); 而 后 我 们 
就 (经 由 Cauchy 序列 的 形式 极限 ) 转 到 实数 . 与 此 同时 , 还 要 涉及 集合 论 的 基础 ， 
例如 演示 实数 的 不 可 数 性 . 仅 在 此 后 (大 约 十 讲 之 后 ) 我 们 才 开始 进入 人 们 通常 认 
为 的 实 分 析 的 核心 内 容 一 一 极限 、 连 续 性 、 可 微 性 , 等 等 . 

对 于 这 种 处 理 方式 的 回应 是 相当 有 趣 的 . 在 最 初 的 几 周 当中 , 学 生 感 觉 所 讲 的 
材料 在 概念 层面 上 非常 容易 , 因为 我 们 只 涉及 平常 的 数 系 的 基本 知识 . 但 在 理性 层 


@ 原文 rational, 中 文通 常 作 “有 理 数 ”. 一 一 译 者 注 


2 前 言 


面 上 , 这 些 材料 却 是 很 具 挑 战 性 的 , 因为 我 们 是 从 基础 的 观点 来 分 析 这 些 数 系 的 , 目 
的 是 从 这 些 数 系 的 较 原始 的 属性 推导 出 更 进一步 的 事实 . 有 个 学 生 告诉 我 , 向 他 的 
非 高 等 水 平实 分 析 课程 的 朋友 们 解释 如 下 事项 是 何等 的 困难 : (a) 为 何 他 依然 在 学 


习 怎 样 证 明 为 什么 一 切 比 


例 数 (rational numbers) 要 么 是 正 的 , 要 么 是 负 的 , 要 么 是 


零 (习题 4.2.4), 而 此 时 非 高 等 水 平 的 学 生 已 经 在 区 分 级 数 的 绝对 收敛 和 条 件 收敛 ; 
(b) 尽管 如 此 , 为 什么 他 认为 自己 的 家 庭 作业 比 他 的 朋友 的 作业 显然 要 更 困难 . 另 
一 位 学 生 相 当 苦 恼 地 对 我 说 , 尽管 她 能 够 明显 地 看 到 为 什么 总 可 以 把 自然 数 n 除 
以 一 个 正 整数 9 而 给 出 商 a 和 小 于 g 的 余数 (习题 2.3.5), 她 还 是 很 难 对 此 写 下 一 
个 证 明 . (我 告诉 她 , 在 本 课程 稍 后 , 她 将 必 能 证 明 那 些 不 能 明显 地 看 出 其 真确 性 的 
命题 , 她 好 像 并 不 为 此 而 特别 感到 欣 感 .) 然而 , 这 些 学 生 非 常 喜欢 家 庭 作业 , 因为 


当 他 们 坚持 下 去 并 获得 对 
的 数学 的 抽象 处 理 与 他 介 


于 一 个 直觉 的 事实 的 严格 证 明 时 , 在 他 们 的 思想 中 , 规范 
对 数学 的 (以 及 对 于 现实 世界 的 ) 不 规范 的 直觉 之 间 建 立 


起 了 牢固 的 联系 , 这 常 使 他 们 十 分 满意 . 待 到 他 们 被 要 求 给 出 实 分 析 中 令 人 厌恶 的 
“ 埃 普 西 龙 - 仍 尔 塔 * 证 明 时 , 他 们 已 经 有 了 阅 释 直觉 并 具有 认识 数理 逻辑 的 精妙 术 
语 (如 区 分 量词 “对 于 一 切 ” 和 量词 “存在 ”) 的 大 量 经 验 , 从 而 使 得 他 们 能 相当 顺 
利 地 过 渡 到 这 种 证 明 , 而 我 们 就 能 非常 精确 地 同时 快速 地 叙述 课程 的 内 容 . 到 了 第 
十 周 , 我 们 就 赶 上 了 非 高 级 班 的 进度 , 学 生 们 就 该 验证 Riemann-Stieltjes 积分 的 变 


量 替 换 公式 并 证 明 逐 段 连续 函数 是 Riemann 可 积 的 了 . 到 第 二 十 周 系列 课程 结束 


时 , 我 们 就 已 (通过 课堂 计 


述 及 家 庭 作 业 ) 完成 了 Taylor 级 数 和 Fourier 级 数 的 收 


化 理论 , 多 元 可 微 函数 的 反 函数 定理 和 隐 函 数 定理 , 并 建立 了 Lebesgue 积分 的 控制 


收敛 定理 . 


为 了 纳入 这 许多 材料 , 很 多 关键 性 的 基本 结果 都 留 给 学 生 作为 家 庭 作 业 来 证 
明 , 事实 上 这 正 是 本 课程 的 一 个 本 质 精神 , 旨 在 确保 学 生 真正 理解 所 介绍 给 他 们 的 


多 的 习题 , 也 包括 那些 证 


可 轻易 理解 其 精妙 之 处 的 课程 . 多 数 章节 都 配 有 一 些 习题 , 列 于 各 节 的 末尾 . 


那些 概念 . 这 种 处 理 方式 一 直 保 持 在 本 书 中 , 大 多 数 习题 是 证 明 课文 中 的 引 理 、 命 
题 和 定理 . 如 果 希 望 使 用 这 本 书 来 学 习 实 分 析 的 话 , 那么 我 确实 强烈 建议 做 尽 可 能 


明 “明显 的 ” 命题 的 习题 . 这 决 不 是 一 门 只 经 单纯 阅读 就 


对 于 专业 数学 工作 者 来 说 , 此 书 的 进度 可 能 像 是 有 些 慢 , 特别 是 在 最 初 几 章 , 其 
中 着 重 强 调 严 格 性 (除了 那些 明确 标明 是 “ 非 正 式 的 ”讨论 之 外 ), 并 强调 对 于 许多 
平常 作为 不 证 自明 而 迅速 通过 的 步骤 给 予 理性 的 证 明 ， 最 初 几 章 中 对 于 平常 的 数 
系 (通过 令 人 生 厌 的 论证 ) 建立 了 很 多 “明显 的 ”性 质 , 例如 两 个 正 的 实数 的 和 还 是 


正 的 (习题 5.4.1), 或 者 给 


定 两 个 不 同 的 实数 , 必 可 找到 一 个 介 于 它们 之 间 的 比例 数 


习题 5.4.5)， 在 这 几 个 莫 基 性 的 篇 章 中 , 同样 也 对 于 非 循环 论证 进行 了 强调 一 一 
下 可 使 用 后 面 的 更 进一步 的 结果 去 证 明 早 先 的 更 原始 的 结果 . 特别 是 , 通常 的 代数 


算 律 在 推导 出 来 之 前 不 予 使 用 (而 且 这 些 算 律 必 须 分 别 对 于 自然 数 、 整 数 、 比 例 数 


以 及 实数 进行 推导 ). 这样 做 的 理由 是 , 它 能 使 学 生 学 会 在 数 系 的 和 谐 的 直觉 的 背 
景 上 , 从 有 限 的 假定 出 发 演绎 出 真确 的 事实 这 种 抽象 说 理 的 艺术 ; 此 种 实践 的 报 偿 ， 
其 后 当 必 须 以 同类 说 理 技巧 去 处 理 更 进一步 的 概念 (例如 Lebesgue 积分 ) 时 就 会 
兑现 . 

由 于 此 书 是 由 我 关于 此 课题 的 讲义 引伸 出 来 的 , 因而 带 有 强烈 的 教学 色彩 ; 很 
多 关键 性 的 材料 都 包含 在 习题 中 , 并 且 在 很 多 情况 下 我 选择 给 出 较 长 的 元 烦 的 然而 
是 构造 性 的 证 明 , 而 不 选取 巧妙 的 抽象 的 证 明 . 在 更 深 的 课本 中 , 学 生 会 看 到 这 些 
材料 的 更 简短 的 、 概 念 上 更 为 凝练 的 处 理 , 那样 做 比 起 严格 性 来 要 更 加 强调 直觉 ; 
但 我 觉得 , 为 了 真正 懂得 研究 生 层次 或 更 高 层次 的 处 理 分 析 学 的 更 现代 的 、 直观 的 
和 抽象 的 手段 , 首先 了 解 如 何 严格 地 及 “手工 地 ”做 分 析 是 很 重要 的 . 

此 书 中 的 叙述 十 分 强调 严格 性 及 形式 化 , 但 这 并 不 是 说 基于 此 书 的 讲课 必须 遵 
循 同样 的 方式 . 实际 上 在 我 自己 的 教学 中 , 我 曾 用 课堂 上 的 时 间 来 揭示 隐 于 概念 之 
后 的 直观 形象 ( 画 很 多 非 规范 的 图 形 并 举例 )， 从 而 给 课文 中 的 正式 表示 提供 一 个 
补充 的 观点 .作为 家 庭 作 业 而 设置 的 习题 在 概念 和 直观 形象 之 间 提 供 了 本 质 的 桥 
梁 , 要 求学 生 把 直观 与 形式 理解 两 者 结合 起 来 , 以 做 出 对 一 个 问题 的 正确 证 明 . 我 
发 现 对 于 学 生来 说 , 这 是 最 困难 的 工作 , 因为 它 要 求 对 所 学 内 容 的 真确 理解 而 不 只 
是 记 住 或 含混 不 清 地 吸收 . 然而 我 从 学 生 那 里 得 到 的 反馈 是 , 由 于 上 述 缘故 家 庭 作 
业 是 非常 必要 的 , 同时 也 是 非常 有 益处 的 , 因为 这 些 作业 使 他 们 把 相当 抽象 的 数学 
的 形式 处 理 与 他 们 对 于 壁 如 数 、 集 合 以 及 函数 等 基本 概念 的 天 然 的 直觉 联系 了 起 
来 . 当然 , 为 达成 这 种 联系 , 一 个 好 的 助教 的 帮助 是 非常 宝贵 的 . 

至 于 基于 此 书 的 课程 的 考试 , 我 建议 或 者 采用 可 以 看 书 或 笔记 的 开卷 方式 , 以 
与 课本 中 的 习题 类 似 的 题目 (但 宜 更 短 , 别 设置 不 常见 的 圈套 ) 来 考试 , 或 者 采用 回 
家 作答 方式 , 以 比 课本 的 习题 更 难 的 题目 进行 考试 . 课程 的 题材 实在 太 宽泛 了 , 以 
致 没 法 强迫 学 生 记 住 那些 定义 和 定理 , 所 以 我 不 赞成 闭卷 考试 , 也 不 赞成 基于 对 书 
本 的 反刍 式 的 压缩 所 做 的 考试 . (实际 上 , 在 我 自己 的 考试 中 我 总 是 附 上 一 纸 , 列 出 
与 考题 相关 的 关键 性 的 定义 和 定理 .) 使 考试 类 似 于 课程 所 设置 的 家 庭 作 业 , 将 同 
时 有 助 于 启发 学 生 尽 可 能 认真 地 复习 和 理解 他 们 的 家 庭 作 业 中 的 问题 (相对 于 使 
用 卡片 或 其 他 此 类 手段 来 死记 材料 而 言 ), 这 不 仅 对 于 考试 , 而 且 对 于 一 般 地 做 数学 
都 是 一 个 好 的 准备 . 

此 书 中 的 某 些 材料 对 于 主题 而 言 不 是 很 本 质 的 ， 若 时 间 不 够 则 可 删 去 ， 例 如 ， 
对 于 分 析 学 而 言 , 集合 论 并 不 像 数 系 那么 基本 , 关于 集合 论 的 两 章 (第 3 章 和 第 8 
章 ) 可 以 不 太 严格 地 较 快 地 通过 , 或 者 作为 阅读 材料 .关于 逻辑 学 以 及 十 进 制 系统 
的 附录 原本 就 是 可 选 的 或 补充 的 阅读 材料 , 大 概 不 必 在 课堂 上 讲授 ; 关于 逻辑 学 的 
附录 特别 适合 于 配合 最 初 几 章 同时 阅读 . 还 有 第 16 章 (关于 Fourier 级 数 ) 在 课文 
的 其 他 地 方 用 不 到 , 因此 可 以 删 去 . 


由 于 篇 幅 的 缘故 , 此 书 分 成 两 卷 ”. 第 一 卷 稍 长 , 但 若 删 去 或 削减 一 些 非 本 质 的 
材料 , 则 可 用 大 约 三 十 讲 完成 . 第 二 卷 不 时 地 涉及 第 1 卷 , 但 也 可 以 给 从 别处 学 完 
分 析 学 初等 课程 的 学 生 讲 授 . 此 卷 也 用 大 约 三 十 讲 完成 . 

对 于 我 的 学 生 , 其 通过 了 实 分 析 的 整个 课程 , 更 正 了 赖 以 编 成 此 书 的 讲稿 中 的 
若干 错误 , 并 给 予 了 其 他 的 有 价值 的 反馈 者 , 谨 表 深 深 的 感谢 . 我 也 非常 感谢 很 多 
对 本 书 作出 更 正 并 提出 很 多 重要 改进 意见 的 匿名 的 评论 者 . 


和 陶 哲 轩 
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第 1 章 引 论 


81.1 ”什么 是 分 析 学 


本 书 是 对 于 实 分 析 的 一 个 高 等 本 科 水 平 的 介绍 . 实 分 析 指 的 是 : 实数 的 分 析 、 
实数 序列 和 实数 级 数 的 分 析 以 及 实 值 函数 的 分 析 . 与 实 分 析 相 关 却 又 不 同 的 有 复 分 
析 、 调 和 分 析 以 及 泛 函 分 析 等 复 分 析 指 的 是 : 复数 的 分 析 及 复 函 数 的 分 析 . 调和 
分 析 涉 及 对 于 调和 (振动 ) 如 正弦 振动 的 分 析 , 以 及 这 些 振动 如 何 经 由 Fourier 变换 
合成 其 他 函数 . 泛 函 分 析 则 重点 聚焦 于 函数 (以 及 它们 怎样 构成 如 向 量 空 间 之 类 的 
东西 ). 分 析 学 是 对 这 些 对 象 进行 严格 研究 的 学 科 , 它 着 重 于 尽力 明白 、 准确 地 弄 清 
这 些 对 象 的 定性 的 和 定量 的 性 状 . 实 分 析 是 微 积 分 的 理论 基础 , 而 微 积 分 是 人 们 用 
以 处 理 函 数 的 那些 计算 规则 的 汇集 . 

本 书 中 我 们 将 研究 许多 你 从 初等 微 积分 中 熟知 的 对 象 : 数 、 序 列 、 级 数 、 极限 、 
函数 、 定 积分 、 导 数 等 . 你 已 经 具有 大 量 的 对 于 这 些 对 象 进行 计算 的 经 验 , 但 此 处 
我 们 将 更 多 地 集中 于 这 些 对 象 的 基础 理论 . 我 们 将 涉及 如 下 的 一 些 问题 : 

1. 什么 是 实数 ? 有 没有 最 大 的 实数 ? 在 0 之 后 ，" 接 下 去 的 ”实数 是 什么 ?( 也 
就 是 说 最 小 的 正 实数 是 什么 ?) 你 能 不 能 把 一 个 实数 分 成 无 限 多 份 ? 为 什么 像 2 这 
样 的 数 具有 平方 根 , 而 像 -2 这 样 的 数 就 没有 ? 如 果 存 在 无 限 多 个 实数 也 存在 无 限 
多 个 比例 数 , 那么 , 实数 比比 例 数 “更 多 ”这 话 从 何 谈 起 ? 

2. 怎样 取 一 个 实数 序列 的 极限 ? 哪些 序列 有 极限 而 哪些 没有 ? 如 果 你 可 以 制 
止 一 个 序列 跑 向 无 穷 , 这 是 否 意味 着 此 序列 终究 会 停止 变化 而 收敛 ? 你 能 把 无 限 多 
个 实数 都 加 起 来 而 仍 得 到 一 个 有 限 的 实数 吗 ? 你 能 把 无 限 多 个 比例 数 加 在 一 起 而 
终止 于 一 个 非 比例 数 吗 ? 如 果 你 重新 排列 一 个 具有 无 限 和 的 级 数 的 元 素 , 所 得 到 的 
和 依然 一 样 吗 ? 

3. 什么 是 函数 ? 说 一 个 函数 连续 指 的 是 什么 ? 可 微 指 的 是 什么 ? 可 积 指 什么 ? 
有 界 指 什么 ? 你 能 把 无 限 多 个 函数 加 在 一 起 吗 ? 取 函 数 序列 的 极限 是 什么 意思 7 
你 会 微分 一 个 函数 的 无 限 级 数 吗 ? 求 积分 是 什么 意思 ? 如 果 函 数 f(z) 当 z = 0 时 
取 值 3 而 当 z = 1 时 取 值 5( 即 f(0) = 3 且 f(1) = 5) 那么 当 z 在 0 和 1 之 间 走 
动 时 , 它 必 须 取 到 介 于 3 和 5 之 间 的 每 个 中 间 值 吗 ? 为 什么 ? 

根据 你 的 微 积分 知识 , 你 可 能 已 经 知道 如 何 回答 其 中 的 一 些 问题 , 不 过 这 些 东 
西 对 于 微 积分 课程 来 说 大 体 上 只 是 第 二 位 重要 的 ， 那 里 所 强调 的 是 使 你 实施 计算 ， 
例如 计算 zsinz? 从 z =0 到 z = 1 的 积分 . 但 既然 你 熟悉 这 些 对 象 并 已 知道 如 何 
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进行 各 种 计算 , 我 们 就 要 回 到 理论 , 并 力图 真正 理解 所 发 生 的 事情 


81.2 ”为 什么 要 做 分 析 


谈 到 分 析 , 一 个 合情合理 的 问题 是 问 “ 为 什么 做 分 析 ”. 了 解 事情 为 何 起 作用 ， 
在 一 定 的 哲学 意义 上 是 件 乐事 . 但 一 个 务实 的 人 或 许 会 争辩 说 , 人 们 只 需要 知道 对 
于 处 理 现实 生活 问题 , 事情 怎样 起 作用 就 够 了 . 你 在 入 门 课程 中 接受 的 微 积分 训练 
肯定 使 你 能 初步 解决 许多 物理 、 化学、 生物 、 经济、 计算 机 科学 、 金融 \ 工程 或 其 他 
某 些 你 终身 要 从 事 的 行业 中 的 问题 你 肯定 会 使 用 链 式 法 则 , L'H6pital 法 则 或 
分 部 积分 等 诸如 此 类 的 法 则 , 而 不 知道 这 些 法 则 为 何 起 作用 , 或 者 不 知道 对 于 这 些 
法 则 是 否 有 什么 例外 之 处 . 但 是 , 如 果 使 用 法 则 时 不 知道 这 些 法 则 是 从 何 而 来 , 对 
它们 的 使 用 有 何 限制 , 那么 就 可 能 产生 麻烦 . 让 我 举 一 些 熟知 的 法 则 的 例子 来 说 明 ， 
如 果 不 知 其 分 析 基础 而 小 用 就 可 能 导致 灾难 . 

例 1.2.1( 用 零 相 除 ) ”此 事 你 很 熟悉 ; 消去 律 ac=bc 一 >a =b, 当 c=0 时 不 
成 立 . 例如 , 等 式 1 x 0 = 2 x 0 成 立 , 但 若 盲目 把 0 消去 就 得 到 1 = 2, 这 不 成 立 . 
在 这 种 情况 下 , 显然 是 做 了 用 零 相 除 之 事 , 但 在 其 他 情况 下 , 事情 可 能 更 为 隐蔽 . 

例 1.2.2( 发 散 级 数 ) ”你 大 概 见 过 像 下 面 的 无 穷 和 


1 1 1 1 
3 一 1 十 可 十 开 十 下 上 + 天 十， 


那样 的 几何 级 数 . 你 也 大 概 见 过 求 此 级 数 的 和 的 下 述 花招 : 如 果 把 级 数 的 和 叫 作 
5, 然后 两 边 通 乘 以 2, 就 得 到 
2 一 2 二 1 二 本 二 二 二 -243 
于 是 5 = 2, 从 而 级 数 的 和 是 2. 但 是 , 如 果 你 对 级 数 
S=1+2+4+8+16+.…: 
使 用 同样 的 花招 , 就 得 匾 雇 的 结果 
2S5=2+4+8+16+:..=5-1—>5=-l. 


于 是 , 同一 个 理由 证 明了 1+ 十 主 十 吉 十 … 二 2 并 给 出 了 1 十 2 十 4 十 8 十 … 一 一 1. 
为 什么 我 们 相信 第 一 个 等 式 而 不 相信 第 二 个 ? 一 个 类 似 的 例子 是 级 数 
六 三 了 11PT To 


可 以 写成 
5S=1-(-1+1-1+.…)=1-8， 
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从 而 8 = 世 亦 或 可 以 写成 
S$=(1-1)+(1 -1)+(1 -1)+.…=0+0+0+.…,， 

从 而 5 = 0; 甚或 可 以 写成 
S=1+(-1+1)+(-1+1)+-.…=1+0+0+…， 


从 而 5 = 1. 哪个 是 正确 的 ?( 答 案 见 习题 7.2.1.) 
例 1.2.3( 发 散 序列 ) ”上 面 的 例子 有 个 小 小 的 变形 . 设 > 是 实数 并 设 工 是 极 
限 
Da. 
改换 变 元 n= m+1, 得 


L= lim 2 = i 
mtl=o0 mm 十 1 一 oo mtl—=o0 


但 车 驶 +1 一 00, 则 m 一 oo, 故 


ln w= ln 
mi 一 oo mo0 oo 


从 而 
xzL=L. 


到 此 , 我 们 可 以 消去 二 并 断定 对 于 任何 一 个 实数 z 都 有 z = 1, 这 是 荒 廖 的 . 但 
是 , 由 于 已 经 知道 用 零 相 除 的 问题 , 我 们 可 以 稍微 聪明 一 点 而 将 上 面 的 结论 代 以 断 
言 或 者 z = 1 或 者 工 = 0, 特别 地 , 我 们 似乎 证 明了 


lim 2"=0 对 于 一 切 z 关 1. 


但 是 如 果 将 其 用 于 特定 的 z 的 值 的 话 , 这 个 结论 也 是 荒 雇 的 . 例如 , 用 于 特殊 情形 
Zz = 2, 我 们 就 会 断言 序列 1,2,4,8,… 收敛 到 零 , 而 用 于 特殊 情形 z = -1, 将 断 
言 序列 1, -11 -1 也 收敛 到 零 ， 这 些 结论 都 是 匾 雇 的 ; 上 述 论证 有 什么 问题 
呢 ?( 答 案 见 习题 6.3.4.) 

例 1.2.4( 函 数 的 极限 值 ) ”从 表达 式 Jim_ sinz 开始 , 作 变 量 蔡 换 z=y +x 并 
回顾 sin(y 二 7) = 一 siny 就 得 到 


Ee 刘 i -i 
dm sinz yo sin(y + 7) dl siny) Lenny 
由 于 lim sinz = lim siny, 那么 我 们 得 到 
co 2 一 ec 


lim sinz = — lim sin z， 
zz 一 co 了 oa 
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从 而 


lim sinz = 0. 
oo 


然后 , 若 作 变量 替换 z = 于 -- z 并 回 到 sin(# 一 z) = cos zx, 我 们 就 断言 


lim cosz = 10. 
了 一 oo 


把 这 两 个 极限 都 进行 平方 并 相 加 之 , 我 们 见 到 


im (sin? z + cos? 2) = 0° +0°=0. 
另 一 方面 , 我 们 有 sin2 x + cos?z 一 1 对 于 一 切 z 成 立 . 于 是 就 得 到 1 = 0! 此 处 困 
难 是 什么 ? 
例 1.2.5( 交 换 求 和 次 序 ) ”考虑 下 述 算 术 事 实 . 考虑 一 个 任意 的 数字 矩阵 , 例 


1 2 3 
4 5 6 
7 8 9 


并 计算 它 的 各 行 的 和 以 及 各 列 的 和 , 然后 把 全 部 行 和 加 起 来 , 也 把 全 部 列 和 加 起 来 . 
我 们 将 得 到 同一 个 数 一 一 就 是 矩阵 的 全 体 元 素 的 和 : 


如 


用 另 一 个 方式 来 说 , 如 果 你 要 把 一 个 m x n 和 矩阵 的 全体 元 素 都 加 起 来 , 你 先 把 每 行 
加 起 来 或 先 把 每 列 加 起 来 都 没关系 , 最 后 总 得 到 同一 答 数 . (在 计算 机 发 明之 前 , 会 
计 师 及 记 账 人 员 就 用 这 个 事实 来 避免 他 们 账本 上 的 差错 .) 用 级 数 的 记号 , 这 个 事实 
表示 为 


DD = DD 
i=1 j=1 j=1 i=1 
如 果 ai 代表 矩阵 中 第 宇 行 第 7 列 的 元 素 的 话 . 
现在 我 们 可 能 认为 这 个 法 则 应 该 容易 地 推广 到 无 限 级 数 : 
2 > oz 一》 ai5 


i=1 j=1 j=1 i=1 
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实际 上 , 如 果 在 你 的 工作 中 常常 用 到 无 限 级 数 , 你 就 会 发 现 自己 常 是 这 样 来 求 和 的 . 
用 男 一 种 方式 来 叙述 这 一 事实 就 是 , 在 一 个 无 限 矩阵 中 , 行 和 之 和 等 于 列 和 之 和 . 但 
是 , 不 管 这 个 命题 多 么 有 道理 , 它 却 实际 上 是 错误 的 ! 举 一 个 反例 : 


0 

es 1 1 
0 
1 


如 果 你 把 每 一 行 加 起 来 , 再 把 全 部 行 和 加 起 来 , 你 就 得 1; 但 如 果 你 把 每 一 列 加 起 
来 , 再 把 全 部 列 和 加 起 来 , 你 就 得 0! 那么 , 这 是 不 是 意味 着 对 无 限 级 数 求 和 时 不 可 
换 序 , 而 任何 使 用 此 类 换 序 的 论述 都 是 不 可 信 的 ?( 答 案 见 定理 8.2.2.) 

例 1.2.6( 积 分 换 序 ) 积分 换 序 是 数学 中 常用 的 技巧 , 就 像 求 和 换 序 一 样 . 假 
设 要 计算 曲面 * = f(z,y) 之 下 的 体积 (我 们 暂且 略 去 积分 限 ) 可 以 平行 于 z 轴 作 
切割 : 对 于 每 个 固定 的 y 值 , 我 们 可 以 计算 出 一 个 面积 / f(z,y)dz, 然后 我 们 把 以 
Y 为 变 元 的 面积 积分 得 到 体积 


Ye / f f(z,Y) dvdy. 


另外 , 我 们 也 可 以 对 于 每 个 固定 的 zx 平 行 于 y 轴 作 切割 而 算出 一 个 面积 三 f(z,y)dy， 
然后 在 = 轴 上 积分 得 
访 = // CE 


这 好 像 是 说 应 该 总 能 交换 积分 号 : 


J/ tearay = f(z,y) dydz. 


而 实际 上 , 人 们 常常 要 交换 积分 号 , 因为 有 时 对 一 个 变 元 先 积 分 比 对 另 一 个 变 元 先 
积分 更 为 容易 . 但 是 , 正 像 无 限 和 有 时 不 可 换 序 一 样 , 积分 换 序 有 时 也 是 危险 的 . 对 
于 函数 ei" - zye-”y 的 积分 就 是 一 个 例子 . 假如 我 们 相信 可 对 这 些 积分 换 序 : 


oo pl 1 1eo 
[ / 全 / (e “一 了 16 二 人 
0 Jo oJo 


1 2 一 
/ (一 ye)dy 一 ye 
0 y=0 


由 于 
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左 映 就 是 jz eadz = -er 


0 


=1. 但 是 由 于 
fe™ 一 Zye Y)dr=ze ee =0, 
0 z=0 
右 端 则 为 扩 0dz = 0. 显然 1 关 0, 所 以 一 定 有 什么 地 方 出 错 了 , 但 是 除了 我 们 交换 
积分 次 序 这 一 步骤 之 外 , 你 哪儿 也 找 不 出 错 来 . 那么 我 们 怎样 才能 知道 何 时 可 以 相 
信 积 分 换 序 ?( 部 分 答案 见 定理 19.5.1.) 
例 1.2.7( 极 限 换 序 ) ”假设 我 们 处 理 看 上 去 可 信 的 命题 


站 
lim in = lim lim 2 (1.1) 
Ee a 2 y=0rm0 172 + 


但 是 我 们 有 


2 


lim 于 本 寺 2 
2 一 072 十 gf + 


从 而 (1.1) 的 左 端 为 1, 另 一 方面 我 们 有 


=1, 


Wr 人 

六 + 二 

从 而 (1.1) 的 右 端 为 0. 由 于 1 显然 不 等 于 0, 这 表明 交换 极限 次 序 是 不 值得 相信 

的 . 然而 是 否 有 其 他 情况 使 得 交换 极限 次 序 成 为 合理 的 ?( 部 分 答案 见习 题 13.2.9.) 
例 1.2.8( 再 谈 极 限 换 序 ) ”考虑 看 似 可 信 的 命题 


lim lim z" 一 lim lim z”, 
Zl nmo0 no zl 


其 中 记号 = 一 1- 指 的 是 = 从 左边 趋 于 1. 当 z 在 1 的 左边 时 lim z" = 0, 从 而 左 
端 是 零 . 但 对 于 一 切 nn 我们 有 lm zx” = 1, 从 而 右 端的 极限 是 1. 这 是 否 表明 这 类 
极限 换 序 总 是 不 可 信 的 ?( 管 案 见 命题 14.3.3.) 

例 1.2.9( 极 限 和 积分 交换 次 序 ) ”对 于 任 一 实数 y, 我 们 有 


1 
[ IE 他 dz = arctan(z 一 切 


令 y 一 oo 取 极限 , 我 们 好 像 应 该 得 到 
ee 3 1 
人 人 加 二 
但 是 对 于 每 个 zx, 我 们 有 Ji n IFGE7r = 0 那么 我 们 好 像 作出 了 0 = x 的 结论 . 


以 上 的 论述 有 什么 问题? 是 不 是 应 该 抛弃 (非常 有 用 的 ) 交换 极限 和 积分 次 序 的 技 
巧 ?( 部 分 答案 见 定理 14.6.1.) 
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例 1.2.10( 极 限 和 求 导 换 序 ) ”考察 当 = > 0 时 


qd/ 3 \ 302(e? + 22)— 2 
dr \e2+22) (e2 + Z2)2 - 
=0. 


s( 2 ) 
dr \e: + /|g 


令 s 一 0 取 极 限 (上 式 右边 极限 显然 为 0), 可 能 有 人 会 因而 期 望 
过 次 


d EM 
dr (5 十 3) pt 
但 左 端 是 入 + = 1. 这 是 否 意味 着 交换 极限 和 求 导 的 次 序 总 是 错误 的 ?( 答 案 见 定理 
14.7.1.) 
例 1.2.11( 交 换 求 导 次 序 ) ” 设 f(z,y) 是 函数 f(z,y) := 如 尖 r.” 分 析 学 中 的 
一 个 通用 的 技巧 是 交换 两 个 偏 导数 的 次 序 , 于 是 期 望 得 到 


特别 地 


of _ 9/f 
Ee 
但 根据 商法 则 有 
of je 32y? 227y 
WNT + C+ 
特别 地 oy a 
本 0 = 二 -0 
于 是 


Of 
= 
另 一 方面 , 仍 根据 商法 则 


of __ 2z2y3 
到 + (7 +) 
wa of a 
VY 
本 "= 页 一 次 一 乡 
于 是 


DUOz 


(0,0) =1. 


GD 你 可 能 提出 异议 说 此 函数 在 (z,y) = (0,0) 无 定义 , 但 阁 置 f(0,0) := 0, 则 此 函数 成 为 在 一 切 
(2,y) 处 都 连续 且 可 微 的 ,并且 事 实 上 两 个 偏 导 函 数 丸 , 呆 也 在 一 切 (r,2) 处 连续 是 可 微 . 
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由 于 1 关 0, 所 以 我 们 好 像 证 明了 求 导 换 序 是 不 可 信 的 . 但 是 有 没有 其 他 情况 使 得 
求 导 换 序 是 合理 可 行 的 ?( 定 理 17.5.4 和 习题 17.5.1 给 出 了 一 些 回 答 .) 
例 1.2.12(L'H6pital 法 则 ) ”我 们 都 熟悉 简洁 优美 的 L'H6pital 法 则 

fc) _ jm 宛 ) 


a gay” (ey 


但 若 用 之 不 当 , 仍 可 导致 不 正确 的 结果 .例如 , 使 用 此 法 则 于 jz) :=z, g(z) := 1+z 
以 及 zo = 0 我 们 将 得 到 


但 这 是 不 正确 的 答案 , 因为 lim 名 一 1 一 0， 当然, 这 里 所 发 生 的 是 L Hpital 
法 则 只 可 用 于 当 z 一 zo 时 fz) 和 g(z) 两 者 都 趋 于 零 , 而 上 例 中 有 一 个 条 件 被 志 
背 了 . 然而 即使 当 z _，zo 时 f(z) 和 g(z) 都 趋 于 零 , 仍然 可 能 产生 错误 的 结果 . 例 
如 , 考虑 极限 


lim 


0 


当 z 一 0 时 分 子 和 分 母 都 趋 于 零 , 于 是 好 像 十 分 保险 地 可 以 使 用 LHapital 法 则 求 
得 


2 sin(z-—4) 
2 


zw? sin(z-4) i 2zsin(z-4) 一 4z-3 cos(x-4) 
一 0 釜 Z 一 0 


= lim 2zsin(z-4) - lim 4z-3 cos(z-4). 
2 一 0 一 0 


第 一 个 极限 根据 挤 压 判 别 法 而 收敛 到 零 (由 于 函数 2z sin(z-4) 上 界 于 2lz| 且 下 界 
于 -2lz|, 两 者 当 z 一 0 都 趋 于 0). 但 第 二 个 极限 发 散 (因为 当 x 一 0 时 z-3 趋 于 
无 限 , cos(z-4) 不 趋 于 零 ). 所 以 极限 

joe 2zsin(2-4) — 47-3 cos(z—4) 

z 一 0 1 
发 散 . 那么 人 们 可 能 用 L'Hapital 法 则 判定 lm 于 sn(z-) 也 发 散 , 但 是 我 们 可 以 明 
白地 把 此 极限 重 写 为 lim rsin(z 4)， 再 次 公用 撞 压 判 别 法 便 知 此 极限 当 7 一 0 时 
收敛 到 零 . 这 并 不 表明 LHopital 法 则 是 不 可 信和 的 (此 法 则 确实 是 相当 严格 的 ; 见 
810.5), 不 过 使 用 时 还 需 小 心 . 

例 1.2.13( 作 为 极限 的 长 度 ) ” 当 你 学 习 积 分 , 了 解 它 是 如 何 联系 于 一 条 曲线 

下 方 的 面积 时 , 大 概 会 给 你 演示 某 种 图 形 , 在 这 些 图 上 , 曲线 下 的 面积 是 由 一 东 抵 形 
来 近似 的 , 而 面积 则 作为 Riemann 和 给 出 , 然后 怎么 样 一 “ 取 极 限 ”就 把 Riemann 
和 换 成 了 积分 , 然后 就 假定 这 个 积分 相当 于 是 曲线 下 的 真实 面积 . 或 许 紧 接着 你 就 
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学 会 了 如 何 用 类 似 的 方法 来 计算 曲线 的 长 度 一 一 用 一 束 线段 来 近似 曲线 , 计算 出 
全 部 线段 的 总 长 度 , 然后 再 取 极 限 看 你 得 到 什么 . 

然而 现在 应 该 不 会 奇怪 , 如 果 这 种 方法 使 用 不 当 , 也 能 导致 荒 廖 的 结果 . 考虑 
顶点 为 (0,0), (1,0) 和 (0,1) 的 直角 三 角形 , 并 假定 我 们 要 计算 此 三 角形 斜 边 的 长 
度 . 毕 达 哥 拉 斯 定理 告诉 我 们 此 斜 边 的 长 度 是 V3, 但 假定 由 于 某 种 缘故 我 们 不 知 
道 毕 达 哥 拉 斯 定理 , 而 要 用 微 积分 的 方法 来 计算 此 长 度 . 好 , 一 种 方法 就 是 用 水 平 
的 边 和 竖 直 的 边 来 近似 斜 边 . 取 一 个 很 大 的 数 N, 并 用 一 个 由 N 个 等 长 的 水 平 边 
的 “梯子 ” 近似 此 和 斜 边 , 并 把 梯子 的 N 个 竖 直 边 也 更 换 得 具有 相同 的 长 度 . 很 明显 ， 
这 些 边 的 长 度 都 是 高 , 从 而 梯子 的 总 长 度 为 久 = 2. 如 果 让 N 趋 于 无 限 而 取 极 
限 , 梯子 明显 地 接近 斜 边 , 从 而 作为 极限 我 们 应 该 得 到 斜 边 的 长 . 但 是 , 当 N 一 oo 
时 , 丛 的 极限 是 2 而 不 是 V3, 这 样 我 们 就 得 到 斜 边 长 度 的 一 个 不 正确 的 值 . 这 是 
怎么 发 生 的 ? 

你 在 本 书 中 学 的 分 析 学 将 帮助 你 解决 这 些 问题 , 并 使 你 知道 什么 时 候 这 些 法 则 
(或 者 另 一 些 法 则 ) 是 适用 的 , 而 什么 时 候 它们 是 不 适用 的 , 从 而 把 这 些 法 则 的 有 益 
的 应 用 与 廖 误 隔离 开 . 这 就 能 避免 你 犯错 误 , 并 帮助 你 把 这 些 法 则 应 用 到 更 广阔 的 
领域 中 . 进而 , 一 旦 你 学 习 了 分 析 , 你 就 会 建立 起 “分 析 的 思考 方式 ", 它 将 在 你 接 
触 到 任何 新 的 数学 法 则 时 , 或 当 处 理 标准 的 法 则 不 能 完全 处 理 的 情形 时 , 为 你 提供 
帮助 . 例如 , 如 果 你 的 函数 是 复 值 的 而 不 是 实 值 的 , 情况 当 如 何 ? 如 果 要 处 理 球面 上 
的 问题 而 不 是 平面 上 的 问题 , 情况 当 如 何 ? 如 果 你 的 函数 不 是 连续 的 , 取而代之 为 
如 方形 波 或 5 函数 之 类 的 东西 , 情况 当 如 何 ? 如 果 你 的 函数 , 或 积分 限 , 或 求 和 限 
偶尔 成 为 无 限 的 , 情况 当 如 何 ? 你 将 建立 起 这 样 的 意识 , 为 什么 数学 中 的 一 个 法 则 
(例如 链 式 法 则 ) 有 效 , 如 何 将 它 应 用 于 新 的 情形 , 使 它 成 立 的 限制 条 件 (如 果 有 的 
话 ) 是 什么 ; 这 将 使 你 能 够 更 自信 地 并 正确 地 使 用 你 已 学 到 的 数学 知识 . 
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在 本 书 中 , 我 们 将 复习 你 在 高 级 中 学 以 及 在 初等 微 积分 课程 中 学 到 的 材料 , 但 
却 是 尽 可 能 严格 地 去 做 . 为 此 我 们 将 不 得 不 从 最 基本 的 地 方 开始 一 一 事实 上 ,我们 
要 回 到 数 的 概念 以 及 数 有 哪些 基本 性 质 . 当然 , 你 已 经 与 数 打 了 十 多 年 交道 了 , 而 
且 你 知道 如 何 按照 代数 法 则 来 化 简 任 何 数 的 表达 式 , 但 是 我 们 现在 要 处 理 一 个 更 基 
本 的 事情 , 那 就 是 : 为 什么 这 些 代 数 法 则 总 有 效力 ? 例如 , 为 什么 对 于 任何 三 个 数 
o b,c, 表达 式 a(b+c) 等 于 ab+ac 总 是 真确 的 ? 这 不 是 一 个 任意 选择 的 法 则 , 它 可 
以 由 数 系 的 更 为 原始 的 也 更 为 基本 的 性 质 来 证 明 . 这 将 教 给 你 一 个 新 技术 一 一 如 
何 用 更 简单 的 性 质 来 证 明 复 杂 的 性 质 . 你 会 发 现 , 即使 一 个 命题 可 能 是 “明显 的 ”， 
它 却 可 能 不 是 易于 证 明 的 , 这 里 的 材料 将 给 你 充分 的 实践 去 做 这 样 的 事 , 并 且 逐 步 
引导 你 去 思考 为 什么 一 个 明显 的 命题 的 确 是 明显 的 . 这 里 你 要 特别 地 学 到 的 一 个 
技术 是 使 用 数学 归纳 法 , 这 是 在 数学 的 许多 领域 中 证 明 事情 的 一 个 基本 工具 . 

所 以 在 最 初 儿 章 中 , 我 们 将 让 你 再 认识 一 下 实 分 析 中 用 到 的 各 种 数 系 . 按照 复 
杂 性 递增 的 次 序 , 它们 是 自然 数 系 N、 整 数 系 乙 、 比例 数 系 Q 以 及 实数 系 下 (还 有 其 
他 数 系 , 如 复数 系 C, 但 直到 815.6, 我 们 都 不 研究 这 些 数 系 ). 自然 数 系 {0, 1,2, 3,…} 
是 最 原始 的 数 系 , 但 自然 数 被 用 来 构 作 整 数 , 整数 再 被 用 来 构 作 比 例 数 . 更 进一步 ， 
比例 数 被 用 来 构 作 实数 , 实数 再 被 用 来 构 作 复 数 . 于 是 , 要 想 从 最 原始 处 开始 , 我 们 
必须 考察 自然 数 ， 我 们 将 考虑 下 述 问 题 : 人 们 是 怎样 实际 定义 自然 数 的 ?( 这 与 怎 
样 使 用 自然 数 是 非常 不 同 的 问题 . 使 用 自然 数 当然 是 你 十 分 了 解 的 事情 . 这 就 像 知 
道 如 何 使 用 一 台 计 算 机 与 知道 如 何 建造 这 人 台 计 算 机 是 完全 不 同 的 两 回 事 .) 

回答 这 个 问题 比 问题 本 身 看 上 去 要 困难 得 多 . 基本 的 问题 是 你 使 用 自然 数 已 
经 太 久 了 , 以 致 这 些 数 都 已 深 深 嵌 入 你 的 数学 思维 之 中 , 使 得 你 甚至 不 必 思 索 你 在 
做 什么 就 能 作出 关于 这 些 数 的 各 种 不 明显 的 假设 (例如 a-+5 总 是 等 于 5+a), 很 难 
让 你 像 第 一 次 见 到 它 那 样 去 考察 这 个 数 系 . 所 以 往 下 我 将 不 得 不 要 你 执行 一 个 相当 
艰巨 的 任务 : 暂且 把 你 知道 的 关于 自然 数 的 一 切 放 到 一 边 : 忘记 怎样 计数 , 忘记 加 
法 , 忘记 乘法 , 忘记 代数 算 律 , 等 等 ， 我们 将 逐个 引入 这 些 概念 , 在 这 一 过 程 中 , 明 
白地 鉴别 出 哪些 是 我 们 的 假定 一 一 而 且 不 允许 使 用 更 进一步 的 技巧 , 如 代数 算 律 ， 
直到 我 们 实在 地 证 明了 这 些 算 律 为 止 . 这 好 像 是 一 种 令 人 烦恼 的 限制 , 特别 是 当 我 
们 花费 大 量 时 间 去 证 明 “显然 的 * 命题 时 会 感到 如 此 . 但 是 这 种 把 已 知 的 事实 暂时 
封存 起 来 的 做 法 对 于 避免 循环 论证 (即使 用 一 个 进一步 的 事实 去 证 明 一 个 更 初等 的 
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事实 , 而 后 又 使 用 这 个 初等 的 事实 去 证 明 那 个 进一步 的 事实 ) 是 必要 的 . 同时 , 这 个 
练习 也 是 树立 你 的 数学 知识 的 牢固 根基 的 一 个 极 好 的 方式 . 更 有 其 者 , 此 处 你 实行 
的 证 明和 抽象 思考 , 对 于 你 接受 更 进一步 的 概念 , 如 实数 、 函数 、 序列 、 级 数 , 微分 
和 积分 等 , 将 会 有 无 法 估量 的 好 处 . 简 言 之 , 此 处 的 结果 或 许 像 是 平庸 的 , 然而 眼下 
过 程 要 比 目 的 重要 得 多 , (一 旦 数 系 真正 建立 起 来 , 我 们 就 可 以 恢复 使 用 代数 算 律 等 
等 , 而 不 必 次 次 重新 推导 它们 .) 

我 们 也 要 忘掉 我 们 知道 十 进 制 . 当然 十 进 制 是 一 个 操作 数学 的 极其 方便 的 方 
法 , 但 对 于 数 是 什么 而 言 , 十 进 制 可 不 是 什么 基本 的 东西 . (例如 , 人 们 可 以 不 用 十 
进 制 而 使 用 八进制 或 二 进 制 , 其 或 使 用 罗马 数 系 , 仍然 恰恰 得 到 同一 个 数 集 ) 此 
外 , 若 想 完整 地 解释 十 进 制 数 是 什么 , 那 并 不 像 你 可 能 想象 的 那么 自然 ， 为 什么 
00 423 与 423 是 同一 个 数 而 32 400 与 324 不 是 同一 个 数 ? 为 什么 123.444 4.… 
是 实数 , 而 …444.321 不 是 实数 ? 以 及 为 什么 当 我 们 作 加 法 或 乘法 时 必须 关注 小 
数 点 的 位 置 ? 为 什么 0.999… 和 1 是 同一 个 数 ? 最 小 的 正 实数 是 什么 ? 是 否 就 
是 0.00…013? 所 以 , 为 将 这 些 问 题 撤 开 , 我 们 将 尽量 不 涉及 十 进 制 的 知识 , 尽管 我 
们 当然 还 是 使 用 数 的 常用 的 名 称 , 如 1, 2, 3 等 , 而 不 使 用 其 他 的 记号 如 I, I, II 或 
0 十 十 , (0 十 十 ) 十 十 , ((0 十 十 ) 十 十 ) 十 十 (参见 下 文 ) 等 那样 的 并 非 不 必要 的 人 造 的 记 
号 . 为 了 完整 起 见 , 我 们 在 附录 B 中 复习 十 进 制 . 


$2.1 。 Peano 公理 


我 们 现在 用 Peano 公理 的 语言 提出 一 个 定义 自然 数 的 标准 方法 , Peano 公理 
是 Guiseppe Peano(1858 一 1932) 首先 提出 的 . 这 不 是 定义 自然 数 的 唯一 方法 . 例如 ， 
另 一 个 途径 是 用 有 限 集 的 基数 , 比方 说 , 可 以 取 一 个 5 个 元 素 的 集合 并 定义 5 是 此 
集合 的 元 素 个 数 . 我 们 将 在 $3.6 中 讨论 这 种 方法 . 但 是 我 们 眼下 仅 用 Peano 公理 
的 方式 . 

我 们 怎样 定义 自然 数 是 什么 呢 ? 不 正式 地 可 以 说 

定义 2.1.1( 不 正式 的 ) ”自然 数 是 指 集合 


N := {0,1,2,3,4,.….} 


的 元 素 , 此 集合 是 由 从 0 开始 无 休止 地 往 前 数 所 得 到 的 一 切 数 的 集 . 我 们 把 N 叫 
作 自 然 数 集 . 

注 2.1.2 ”在 有 些 教材 中 , 自然 数 是 从 1 开始 而 不 是 从 0 开始 的 , 但 这 只 是 一 
个 符号 的 约定 而 已 . 本 书 中 我 们 把 {1,2,3,…} 叫 作 正 整数 集 , 用 Z+ 代表 ”, 而 不 


名 中 国 出 版 标准 (国标 ) 为 N+. 一 一 译 者 注 
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叫 自然 数 集 . 自然 数 有 时 也 被 叫 作 完整 数 (whole numbers). 

这 个 定义 在 一 定 意义 上 解决 了 自然 数 是 什么 的 问题 : 一 个 自然 数 乃 是 集合 N 
的 一 个 元 素 ”. 但 是 , 这 并 不 是 完全 可 接受 的 , 因为 它 遗 留 下 许多 没有 回答 的 问题 . 
例如 : 怎 能 知道 我 们 可 以 无 休止 地 数 下 去 而 不 会 循环 回 到 0? 你 怎样 实行 运算 , 如 
加 法 、 乘 法 或 指数 运算 ? 

我 们 可 以 首先 回答 最 后 一 个 问题 : 可 以 通过 简单 的 运算 来 定义 复杂 的 运算 . 指 
数 运算 只 不 过 是 重复 的 乘法 运算 : 53 是 3 个 5 乘 在 一 起 ; 乘法 只 不 过 是 加 法 的 重 
复 : 5x3 是 3 个 5 加 在 一 起 ; (此 处 没 谈 到 减法 和 除法 , 因为 这 两 种 运算 不 是 完全 适 
用 于 自然 数 系 的 运算 .) 而 加 法 呢 ? 这 只 不 过 是 向 前 数 (shii) 或 增长 的 重复 运作 : 如 
果 你 把 5 加 上 3, 你 所 做 的 只 不 过 是 让 5 增长 3 次 . 另 一 方面 , 增长 似乎 是 一 个 基 
本 的 运算 , 它 没 法 再 归结 为 更 简单 的 运算 ; 的 确 , 它 是 人 们 直到 的 关于 数 的 第 一 个 
运算 , 甚至 在 学 习 加 法 之 前 . 

于 是 , 为 了 定义 自然 数 , 我 们 将 使 用 两 个 基础 性 的 概念 : 数 零 0 以 及 增长 运 
算 . 依照 现代 计算 机 语言 , 我 们 用 n 十 + 代表 n 的 增 额 (increment) 或 n 的 后 继 
者 (successor), 于 是 , 譬如 说 , 3++ = 4，(3 十 十 ) 十 十 二 5, 等 等 . 这 是 计算 机 语言 , 例 
如 C 语言 的 一 个 稍微 不 同 的 应 用 , 在 计算 机 语言 中 , "十 + 实际 上 重新 定义 n 的 值 
为 n 的 后 继 者 ; 但 在 数学 中 , 我 们 在 任何 情况 下 都 尽力 避免 把 一 个 变 元 定义 两 次 ， 
为 这 常 引起 混淆 . 很 多 命 感 对 于 变 元 的 旧 的 值 是 真确 的 而 现在 却 变 成 假 的 , 反之 
亦 然 


于 是 , 似乎 我 们 要 说 N 是 由 0 和 每 个 可 由 0 经 增长 而 得 者 所 组 成 : N 应 是 由 


对 象 
0,0 十 +, (0 十 十 ) 十 十 , {(0 十 十 ) 十 十 ) 十 十 


等 所 组 成 . 如 果 我 们 着 手写 出 关于 自然 数 这 意味 着 什么 , 那么 我 们 看 到 , 应 该 有 下 
述 的 涉及 0 和 增长 运算 ++ 的 公理 : 

公理 2.1 0 是 一 个 自然 数 . 

公理 2.2 若 n 是 自然 数 , 则 n 十 十 也 是 自然 数 . 

于 是 , 作为 例子 , 从 公理 2.1 和 公理 2.2 的 两 次 使 用 , 我 们 看 到 (0+ +) + 十 是 
一 个 自然 数 .当然 , 这 个 记号 开始 变 得 不 好 使 了 , 所 以 我 们 约定 用 更 熟悉 的 记号 来 
写 这 些 数 : 

定义 2.1.3 ”定义 1 是 数 0++,， 2 是 数 (0 十 +) 十 +，3 是 数 ((0 十 +) 十 十 ) 十 十 ， 
等 等 (换言之, 1 := 0+ +，2 := 1+ 十 ，3 := 2 + +, 等 等 . 本 书 中 我 们 用 “z := 

@ 严格 地 说 , 对 于 这 个 非 正式 的 定义 还 有 另 一 个 问题 : 我 们 尚 不 曾 定义 “集合 " 是 什么 , 也 不 曾 定义 " 集 


合 的 元 素 ”是 什么 . 因此 , 在 本 章 的 其 他 部 分 , 我 们 将 尽 可 能 避免 提 及 集合 及 其 元 素 , 除了 是 在 非 正 
式 的 讨论 中 . 
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表示 命题 z 定义 为 等 于 y.) 

于 是 作为 例子 , 我 们 有 

命题 2.1.4 3 是 自然 数 . 

证 明 ”根据 公理 2.1, 0 是 自然 数 . 根据 公理 2.2, 0 十 十 是 自然 数 . 再 用 公理 
2.2, 1 十 十 二 2 是 自然 数 . 再 用 公理 2.2, 2 + + = 3 是 自然 数 . 国 

对 于 描述 自然 数 , 好 像 这 已 经 足够 了 . 但 是 我 们 还 没有 完全 说 清楚 N 的 性 状 : 

例 2.1.5 ”考虑 由 数 0,1,2,3 组 成 的 数 系 , 在 此 数 系 中 , 增长 运算 到 3 转 回 到 
0. 确 言 之 , 0 十 十 等 于 1, 1++ 等 于 2 2 二 十 等 于 3, 但 3++ 等 于 0 (而 根据 4 的 
定义 , 它 也 等 于 4). 这 类 事情 确实 发 生 在 现实 生活 中 . 

当 使 用 计算 机 来 储存 自然 数 时 , 如 果 从 0 开始 反复 运行 增长 运算 , 最 终 计算 机 
将 超出 其 记忆 容量 而 使 数字 归 0 (尽管 这 可 能 可 经 过 相当 大 量 的 增长 运算 , 例如 一 
个 整数 的 二 进 制 表示 仅仅 经 过 65 536 次 增长 就 要 回归 ). 注意 , 这 类 数 系 满足 公理 
2.1 和 公理 2.2, 尽管 它 明显 地 不 合乎 我 们 直观 相信 的 自然 数 系 的 样子 . 

为 避免 这 类 “回归 事件 ”, 我 们 要 加 上 另 一 个 公理 : 

公理 2.3 0 不 是 任何 自然 数 的 后 继 , 即 对 于 每 个 自然 数 n, 都 有 n 十 十 关 0. 

现在 我 们 可 以 证 明 一 些 回归 现象 是 不 会 发 生 的 : 例如 我 们 现在 可 以 用 下 述 命 
题 排除 例 2.1.5 中 的 那 种 性 状 . 

命题 2.1.6 ”4 不 等 于 0. 

别 笑 ! 根据 我 们 定义 数 4 的 方法 一 一 它 是 0 的 增长 的 增长 的 增长 的 增长 一 一 
此 数 与 零 不 是 同一 个 数 . 这 一 命题 尽管 是 “明显 的 ” 却 不 必 是 真确 的 (a priorD?. 注 
意 , 作为 例子 , 在 例 2.1.5 中 , 4 的 确 等 于 0, 并 且 在 标准 的 2 字 节 计算 机 上 , 一 个 自 
然 数 , 例如 65 536 等 于 0( 用 我 们 对 65 536 的 定义 , 它 等 于 0 增长 六 万 五 千 五 百 三 
十 六 次 ). 

证 明 ”根据 定义 , 4= 3+ +. 根据 公理 2.1 和 公理 2.2，3 是 自然 数 . i 
公理 2.3，3 十 + 冯 0, 即 4 夫 0. 

但 是 , 即使 加 上 了 我 们 的 新 公理 ， a 
状 : 

例 2.1.7 考虑 由 0,1,2,3,4 五 个 数组 成 的 数 系 , 在 这 个 数 系 中 增长 运算 在 数 
4 处 磁 了 “ 顶 ”. 确 言 之 , 设 0+ 上 +=1，1++=2， 2 十 十 二 3, 但 4+ 十 二 4( 或 男 言 
之 ,5 = 4, 从 而 6=4 7= 4 等 等 ) 这 与 公理 2.1、 公 理 2.2 和 公理 2.3 都 不 矛盾 . 
有 类 似 问 题 的 另 一 个 数 系 是 那 种 增长 运算 发 生 回归 , 但 不 回归 到 零 的 系统 , 例如 假 
定 4+ 十 = 1( 从 而 5 = 1，6 = 1, 等 等 ). 

@ “a priori" 是 “beforhand” 的 拉丁 词 一 它 指 的 是 人 们 在 开始 证 明 或 论述 之 前 就 已 知道 或 假定 其 


为 真确 的 事物 . 其 反义词 是 “a posteriori” 人 们 在 经 证 明 或 论述 断定 之 后 才 知 其 为 真确 的 
事物 . 
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有 很 多 方法 禁止 以 上 性 状 的 发 生 , 但 最 简单 的 方法 是 假定 下 述 公 理 ， 

公理 2.4 ”不 同 的 自然 数 必 有 不 同 的 后 继 者 ; 也 就 是 说 , 若 n,m 是 自然 数 且 
郊 天 mm 则 郊 十 十 天 到 十 十 , 等 价 地 说 ? ,车 nn 十 十 二 m 十 十 , 则 必 有 n= m. 

于 是 , 作为 例子 , 我 们 有 

命题 2.1.8 6 不 等 于 2. 

证 明 ” 反 证 之 , 设 6=2. 那么 5+ 十 =I 十 十. 于 是 根据 公理 2.4, 我 们 有 5 = 1， 
从 而 4++ = 0+ 十 . 再 根据 公理 2.4, 我 们 得 到 4 = 0, 这 与 我 们 前 一 个 命题 相 矛 盾 . 


就 像 从 这 个 命题 可 以 见 到 的 , 我 们 现在 好 像 可 以 保持 全 体 自然 数 彼此 两 两 不 
同 . 但 是 , 仍然 还 存在 一 个 问题 : 就 在 这 些 公理 (特别 是 公理 2.1 和 公理 2.2) 使 我 
们 能 肯定 0,1,2,3,… 是 N 的 互 不 相同 的 元 素 时 , 依然 存在 这 样 的 问题 , 可 能 还 有 
另外 的 不 是 上 述 形式 的 “ 流 误 ” 元 素 存 在 于 我 们 的 数 系 中 : 

例 2.1.9( 非 正式 的 ) ” 设 我 们 的 数 系 由 下 述 整 数 的 全 体 和 半 整 数 的 全 体 组 成 : 


:= {0, 0.5, 1, 1.5, 2, 2.5, 3, 3.5,.…*}. 


(此 例 标 明 是 “ 非 正 式 的 ”由 于 我 们 用 到 了 实数 , 但 我 们 现在 还 不 能 用 这 些 数 .) 可 
以 验证 公理 2.1~2.4 对 于 这 个 集合 依然 成 立 . 

我 们 所 需要 的 是 这 样 一 个 公理 , 它 使 N 中 只 含 那 种 可 从 0 以 及 增长 运算 得 到 
的 数 一 一 以 便 排 除 像 0.5 那样 的 元 素 . 然而 , 不 使 用 我 们 正 要 定义 的 自然 数 就 能 把 
我 们 说 的 “可 从 ……… 得 到 ”量化 地 乔 得 更 明确 是 很 难 的 ， 幸运 的 是 , 有 一 个 朴素 
的 解决 办 法 来 处 理 此 事 : 

公理 2.5( 数 学 归纳 原理 ) ” 设 P(n) 是 关于 自然 数 的 一 个 性 质 . 假设 P(0) 是 
真 的 , 并 假设 只 要 P(n) 是 真 的 , 则 P(n 十 十 ) 也 是 真 的 .那么 对 于 每 个 自然 数 n， 
了 P(n) 都 是 真 的 . - 

注 2.1.10 ”此 处 关于 “性 质 ” 指 的 是 什么 我 们 有 点 不 明确 , 但 有 这 样 的 一 些 
P(n) 的 例子 :“n 是 偶数 ”, “mn 等 于 3”, “n 是 方程 (十 1)? = n? +2n 十 1 的 解 ", 诸 
如 此 类 . 当然 , 我 们 尚 不 曾 定义 其 中 的 许多 概念 , 但 当 我 们 给 出 了 定义 , 公理 2.5 就 
适用 于 这 些 性 质 . [一 个 逻辑 学 的 注释 : 由 于 这 个 公理 不 仅 说 及 变量 , 同时 也 说 及 性 
质 , 它 与 其 他 四 个 公理 具有 不 同 的 本 质 . 的 确 , 公理 2.5 技术 上 与 其 叫 作 公理 , 不 如 
叫 作 公理 框架 (axiom schema) 一 一 它 是 一 个 产生 (无 限 ) 多 个 公理 的 模板 , 比 说 它 
是 单个 独立 的 公理 更 确切 . 要 进一步 讨论 这 种 属性 就 远 超出 了 本 书 的 范围 , 然而 在 
逻辑 学 的 范畴 中 要 解决 这 个 问题 .] 


站 这 是 一 个 用 其 道 否 命题 来 重 述 一 个 毕 含 关系 的 实例 , 详 见 A.2 侦 
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隐藏 在 这 个 公理 后 面 的 不 正式 的 直观 是 这 样 的 . 设 P(n) 具有 这 样 的 性 质 : P(0) 
为 真 , 并 且 只 要 P(n) 为 真 , 则 P(n + +) 亦 真 . 那么 由 于 P(0) 真 , P(0++) = P(1) 
也 真 . 由 于 P(1) 真 , 那么 P(1 + +) = P(2) 也 真 . 无 休止 地 重复 这 个 步骤 , 我 们 看 
到 P(0), P(1), P(2),P(3), 等 等 都 是 真 的 一 一 但 是 这 条 推理 的 路 线 决 不 会 让 我 们 断 
定 璧 如 P(0.5) 是 真 的 . 于 是 公理 2.5 必定 对 于 包含 像 0.5 那样 的 “不 必要 ”的 元 素 
的 数 系 不 成 立 . (的 确 , 可 以 对 这 个 事实 给 予 一 个 “证 明 ”. 把 公理 2.5 应 用 于 性 质 
P(n) 为 “ 不 是 半 整 数 ( 即 一 个 整数 加 0.5)*. 那么 P(0) 是 真 的 , 而 且 若 P(n) 是 
真 的 , 则 P(n + +) 是 真 的 , 于 是 公理 2.5 断定 对 于 一 切 自 然 数 n，P(n) 是 真 的 . 也 
就 是 说 没有 一 个 自然 数 是 半 整 数 . 特别 地 , 0.5 不 能 是 自然 数 . 这 个 “证 明 ” 并 不 完 
全 名 副 其 实 , 因为 我 们 尚未 定义 像 “整数 "、“ 半 整数 ”以 及 “0.5" 这 些 概念 , 然而 它 
应 该 给 了 你 某 种 关于 归纳 法 原理 是 如 何 能 防止 任何 不 是 “ 真 ” 的 自然 数 的 数 出 现在 
N 中 的 思想 .) 

归纳 法 原理 提供 了 一 个 证 明 一 个 性 质 P(n) 对 于 每 个 自然 数 都 真确 的 方法 . 于 
是 在 本 书 中 往 后 我 们 将 看 到 很 多 具有 下 述 形式 的 证 明 : 

命题 2.1.11 某 种 性 质 P(n) 对 于 每 个 自然 数 都 成 立 . 

证 明 ”用 归纳 法 .首先 验证 基础 情形 n = 0, 即 证 明 P(0)，( 此 处 插入 对 于 
P(0) 的 证 明 .) 现 归 纳 地 假定 ” 是 一 个 自然 数 而 P(n) 也 被 证 实 . 我 们 现在 来 证 明 
Ptn 十 十 ). (此 处 插入 对 于 P(n + 十 ) 的 证 明 , 假定 P(n) 真确 .) 这 就 完成 了 归纳 法 ， 
从 而 P(n) 对 于 一 切 数 n 成立. [ 

当然 , 我 们 不 必 在 令 述 的 词语 上 或 在 次 序 上 原封 不 动 地 使 用 上 述 证 明 框架 , 而 
是 一 般 说 来 使 用 与 上 述 形式 相像 的 方式 来 作 归 纳 证 明 . 我们 后 面 还 要 述 及 归纳 法 
的 一 些 花 样 , 如 : 向 后 归纳 (习题 2.2.6)、 强 归纳 (命题 2.2.14) 以 及 超 限 归纳 ( 引 理 
8.5.15). 

公理 2.1~2.5 就 是 关于 自然 数 的 所 谓 的 Peano 公理 . 这 些 公理 是 非常 可 信和 的 . 
此 我 们 作出 

假设 2.6( 非 正式 的 ) “存在 一 个 数 系 N, 称 其 元 素 为 自然 数 , 公理 2.1~2.5 对 
于 此 数 系 成 立 . 

在 下 一 章 对 于 集合 与 实数 规定 了 我 们 的 记号 之 后 , 我 们 将 使 假设 稍 许 更 精确 一 
些 . 

注 2.1.12 ”我 们 将 把 此 数 系 N 叫 作 自然 数 系 . 人 们 当然 可 能 认为 存在 不 只 一 
个 自然 数 系 , 例如 , 我 们 可 以 有 印度 - 阿拉伯 数 系 {0,1,2,3,…}, 以 及 罗马 数 系 {O， 
I II，II ITV, …》 而 车 我 们 真 的 愿意 自 找 麻 烦 ， 我 们 可 以 把 这 些 数 系 看 成 是 不 
同 的 东西 . 但 是 这 些 数 系 明显 地 是 等 价 的 (技术 术语 是 同 构 (isomorphic)), 因为 我 
们 可 以 建立 一 个 一 一 对 应 : 0 上 0，1 一 I，2 = ID 等 等 , 此 对 应 把 印度 - 阿拉 伯 
系统 的 零 与 罗马 系统 的 零 对 应 起 来 , 并 且 保 持 增长 运算 (例如 , 车 2 对 应 于 II 则 
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2 十 十 对 应 于 I++), 对 于 这 种 等 价 关系 的 更 精确 的 叙述 , 参见 习题 3.5.13. 由 于 自 
然 数 系 的 一 切 变 种 都 是 等 价 的 , 说 存在 不 同 的 自然 数 系 就 是 毫 无 意义 的 事 , 因此 我 
们 仅 使 用 单独 一 个 自然 数 系 来 做 数学 . 

我 们 不 证 假设 2.6( 即 使 我 们 最 终 将 把 它 包 罗 到 我 们 的 集合 论 公理 之 中 , 见 公理 
3.7), 这 将 是 我 们 关于 数 系 所 作 的 唯一 的 假设 . 现代 分 析 的 一 个 非凡 的 成 就 是 , 只 从 
这 五 个 非常 原始 的 公理 和 集合 论 中 的 某 些 附 加 的 公理 出 发 , 就 能 建立 起 所 有 的 其 他 
的 数 系 , 创造 函数 , 并 做 我 们 通常 所 做 的 全 部 代数 和 微 积 分 . 

注 2.1.13( 非 正式 的 ) ”自然 数 系 的 一 个 有 趣 的 属性 是 , 每 个 单个 的 自然 数 都 
是 有 限 的 , 而 自然 数 的 集合 是 无 限 的 ; 也 就 是 说 , N 是 无 限 的 然而 却 是 由 各 个 有 限 
的 元 素 组 成 的 (整体 大 于 其 任何 部 分 ) 不 存在 无 限 的 自然 数 ; 只 要 接受 了 有 限 和 无 
限 的 概念 , 就 可 以 使 用 公理 2.5 来 证 明 此 事 . (很 显然 , 0 是 有 限 的 , 而 车 n 是 有 限 
的 , 则 显然 "十 + 也 是 有 限 的 . 于 是 根据 公理 2.5, 一 切 自然 数 都 是 有 限 的 .) 这 样 看 
来 , 自然 数 可 以 趋 于 无 限 , 但 永远 不 能 实际 达到 无 限 ; 无 限 不 是 自然 数 ，( 存 在 其 他 
的 数 系 容纳 “无 限 的 ” 数 , 例如 基数 、 序数 以 及 进 数 , 但 它们 不 遵从 归纳 法 , 且 完 
全 在 本 书 的 范围 之 外 .) 

注 2.1.14 ”注意 , 我 们 的 自然 数 的 定义 是 公理 化 的 , 而 不 是 构造 性 的 . 我 们 不 
曾 告诉 你 自然 数 是 什么 (所 以 我 们 不 提 这 样 的 问题 ; 数 是 由 什么 制 成 的 , 它们 是 物 
理 对 象 吗 , 它们 度量 什么 , 等 等 ) 一 一 我 们 仅 列 出 一 些 你 可 以 用 这 些 数 做 的 一 些 事 
情 (其 实 , 此 刻 我 们 对 它们 所 定义 的 唯一 的 运算 就 是 增长 ), 以 及 它们 所 具有 的 某 些 
性 质 . 数学 就 是 这 样 干 活 的 一 一 它 抽象 地 处 理 它 的 对 象 , 只 关注 这 些 对 象 具有 哪 
些 性 质 而 不 管 这 些 对 象 是 什么 东西 或 者 有 什么 意思 . 如 果 要 做 数学 , 那么 一 个 自然 
数 是 指 算盘 珠子 的 一 定 的 排 法 , 还 是 指 一 台 计 算 机 的 存储 器 中 的 比特 (二 进 制 数 中 
的 0 或 1) 的 一 定 的 的 组 织 方式 , 或 者 指 某 种 没有 物质 属性 的 更 为 抽象 的 概念 , 都 
没有 关系 ; 当 你 能 使 它们 增长 时 , 看 看 它们 中 的 两 个 是 否 相等 , 然后 再 做 其 他 的 算 
术 运 算 , 如 加 法 与 乘法 , 它们 是 为 了 数学 的 目的 作为 数 的 (只 要 它们 服从 必要 的 公 
理 )， 从 其 他 的 数学 对 象 出 发 来 构 作 自然 数 是 可 能 的 (例如 从 集合 出 发 ), 但 是 构 作 
自然 数 的 实用 模型 的 方式 是 多 种 多 样 的 , 不 过 这 没关系 , 至 少 从 数学 家 的 观点 来 看 ， 
争论 哪个 模型 是 “真实 的 ”是 没什么 只 要 它们 服从 所 有 的 公理 并 正确 
地 运作 , 对 于 数学 就 足够 好 了 . 

注 2.1.15 ”历史 上 , 实现 数 的 公理 化 处 理 只 是 最 近 的 事 , 比 100 年 早 不 了 太 
多 . 在 此 之 前 , 数 总 被 理解 为 不 可 避免 地 与 某 种 外 在 的 概念 相 联 系 , 例如 联系 于 计 
数 一 个 集合 的 基数 , 测量 一 条 线段 的 长 度 或 一 个 物体 的 质量 , 等 等 . 这 种 理解 自 有 
其 充分 的 理由 , 直到 人 们 被 迫 从 一 个 数 系 移 至 另 一 个 数 系 时 为 止 . 例如 , 用 数 (sh 训 
算盘 珠子 的 方式 理解 数字 时 ， 形 成 数 3 和 数 5 的 概念 是 很 容易 的 , 但 对 于 形成 数 
-3 或 或 V2 或 3+4 的 概念 可 就 不 起 作用 了 , 于 是 数 的 理论 每 前 进 一 ; 
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负数 , 非 比例 数 ”, 复数 , 甚至 数 零 一 一 都 引起 大 量 理论 的 烦恼 . 19 世纪 末 的 一 项 
伟大 发 现 就 是 , 数 可 以 经 由 公理 而 抽象 地 理解 , 不 必要 具体 的 模型 . 当然 , 数学 家 可 
以 使 用 任何 这 种 模型 , 只 要 方便 他 作 直观 的 理解 , 但 他 们 也 可 以 容易 地 抛 开 这 些 模 
型 , 只 要 他 们 开始 走 上 公理 化 的 道路 . 

公理 化 的 一 个 结果 是 , 我 们 现在 可 以 递归 地 定义 序列 . 假定 我 们 要 建立 一 个 数 
的 序列 ao,a1, az,，… 首先 定义 ao 为 某 个 基础 的 数 , 例如 ao := c，c 是 某 数 , 然后 ， 
让 oa 是 ao 的 某 个 函数 , al := jo(ao)，oa 是 oi 的 某 个 函数 , as := 所 (a1), 依 此 类 
推 . 一 般 地 , 我 们 令 an++ := 所 (an), 其 中 fn 是 某 个 从 NN 到 N 的 函数 . 使 用 所 有 
的 公理 , 我 们 现在 可 以 断定 这 个 过 程 将 对 于 每 个 自然 数 n, 给 出 序列 元 素 on 一 个 
单一 的 值 . 确 言 之 ”; 

命题 2.1.16( 递 归 定义 ) ” 设 对 于 每 个 自然 数 n, 都 有 某 个 函数 户 : 扩 一 N 把 
自然 数 映 成 自然 数 . 设 c 是 一 个 自然 数 , 那么 可 以 对 于 每 个 自然 数 见 指定 唯一 一 个 
自然 数 an, 使 得 uo = c 且 an++ = fn(an). 

证 明 ( 非 正式 的 ) ”用 归纳 法 . 首先 看 到 , 这 个 过 程 给 oo 一 个 单一 的 值 , 即 c. 
(根据 公理 2.3 没有 其 他 的 定义 os++ := f(an) 再 次 定义 ao 的 值 .) 现 归纳 地 假设 
此 过 程 给 an 以 一 个 单一 的 值 , 那么 它 赋予 on++ 一 个 单一 的 值 out+ := fn(an). 
(根据 公理 2.4, 没有 其 他 的 定义 on++ := f(am) 能 再 次 定义 on++.) 这 就 完成 了 
归纳 法 , 从 而 对 于 每 个 自然 数 n，an 被 赋予 了 一 个 单一 的 值 . 图 

注意 ,这 里 所 有 的 公理 是 怎样 必须 被 用 到 了 . 在 一 个 具有 某 种 回归 (wrap- 
around) 的 系统 中 , 递归 定义 无 法 工作 ,因为 序列 的 某 些 元 素 常常 会 被 再 次 定义 . 
例如 , 在 例 2.1.5 中 , 其 中 3 + + = 0, 那么 对 于 ao 就 会 (至 少 ) 有 两 个 冲突 的 定 
义 , 或 者 c, 或 者 f3(a3). 在 一 个 具有 多 余 元 素 如 0.5 的 系统 中 , 元 素 ao.s 永 不 会 被 
定义 . 

递归 定义 的 方法 是 非常 有 效 的 . 例如 , 可 以 用 这 种 方法 来 定义 加 法 和 乘法 , 我 
们 现在 就 来 做 这 件 事 . 
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自然 数 系 此 刻 还 是 非常 朴素 的 : 我 们 只 有 一 种 运算 一 一 增长 , 以 及 一 氢 公 理 . 
然而 现在 我 们 可 以 建立 起 更 复杂 的 运算 , 如 加 法 . 

办 法 如 下 . 把 5 加 上 3, 应 该 等 同 于 让 5 增长 3 次 一 一 这 比 把 5 加 上 2 多 一 
次 增长 , 而 5 加 上 2 又 是 比 5 加 上 1 多 一 次 增长 , 5 加 上 1 又 比 5 加 上 0 多 一 次 

中 原文 irrational number, 通常 详 作 “无 理 数 ”, 我 们 泽 为 “ 非 比例 数 ". 一 一 译 者 注 


@ 严格 地 说 , 此 命题 需要 定义 函数 概念, 我 们 将 在 下 一 章 定义 函数 ， 然 而 , 这 不 会 是 循环 论证 ,因为 
函数 的 概念 不 需要 Peano 公理 . 命题 2.1.16 可 以 用 集合 论 的 语言 表述 得 更 严密 ; 见习 题 3.5.12. 


20 第 2 章 从 头 开始 : 自然 数 


增长 , 而 5 加 上 0 应 该 恰 给 出 5. 于 是 我 们 给 加 法 一 个 递归 的 定义 如 下 : 

定义 2.2.1( 自 然 数 的 加 法 ) ” 设 m 是 自然 数 . 为 使 m 加 上 零 , 我 们 定义 0 十 
m :三 m. 现 归纳 的 假定 已 定义 好 如 何 使 m 加 上 n. 那么 把 m 加 于 n+ 十 则 定义 为 
亿 十 十 ) 十 mm := (n+m)++. 

于 是 0+m 是 m, 1+m = (0+ 十 ) 上 mm 是 mm 十 十 ,2 上 mm = (1 十 )+m = (mm 十 十 ) 十 十 ， 
依 此 类 推 . 例如 我 们 有 2+3= (3 十 +) 十 十 = 4 二 十 = 5. 从 上 一 节 关 于 递归 的 讨论 
看 到 , 我 们 对 每 个 自然 数 "m 都 定义 了 n + m， 这 里 我 们 把 前 面 的 一 般 性 讨论 特殊 
化 为 un =n+m 及 fn(an) = an++ 的 情形 . 注意 这 个 定义 是 对 称 的 : 3+5 是 把 5 
增长 3 次 , 同时 5+ 3 是 把 3 增长 5 次 . 当然 , 两 者 得 到 同一 个 值 8. 更 一 般 地 , 事 
实 上 对 于 一 切 自然 数 a,5, 成 立 a 十 b = + au( 我 们 将 简短 地 予以 证 明 ), 虽然 这 并 不 
是 从 定义 立即 明显 看 到 的 . 

注意 , 我 们 可 以 容易 地 用 公理 2.1、 公 理 2.2 和 归纳 法 (公理 2.5) 证 明 两 个 自 
然 数 的 和 仍然 是 自然 数 ，( 为 什么 ?) 

眼下 关于 加 法 我 们 只 知道 两 件 事 : 0+m =m 以 及 (十 十 ) 十 由 一 (二 mm) 十 十 . 
值得 注意 的 是 , 这 已 足够 用 来 演绎 出 我 们 关于 加 法 所 知道 的 其 他 一 切 事情 . 

我 们 从 一 些 基 本 的 引 理 开始 ?. 

引 理 2.2.2 ”对 于 任何 自然 数 n, nn 十 0 二 n. 

注意 , 不 能 从 0 +m = m 直接 断言 此 事 , 因为 我 们 尚 不 知道 a 十 b==b+a. 

证 明 ”用 归纳 法 . 基础 情形 0+0 = 0 从 我 们 所 知 的 对 于 每 个 自然 数 m 都 成 
立 0+ 册 = 部 以 及 0 是 自然 数 这 两 个 事实 得 出 . 现 归纳 地 假定 n+0=n. 我 们 要 
证 的 是 (" + +)+0= 交 十 十 . 但 由 加 法 的 定义 , (n+ +) +0 等 于 (n 二 0) 十 十 , 它 等 
于 nn 十 +( 由 于 nn 二 0 =n). 这 就 完成 了 归纳 . 国 

引 理 2.2.3 ”对 于 任何 自然 数 n 和 m,n 二 (m+ 十 ) = 人 十 mm 十 十 . 

再 次 说 明 , 我 们 还 不 能 从 (n+ +) 十 mm = (n 十 m) 十 十 导出 此 事 , 因为 我 们 尚 不 
知道 a+b=b+a. 

证 明 ”对 n 进行 归纳 (保持 m 固定 ). 首先 考虑 基础 情形 n = 0. 在 这 种 情形 ， 
必须 证 明 


0 十 (ma 十 十 ) 一 (0 十 ?P) 十 十 . 
但 根据 加 法 的 定义 , 0+ (mm 十 +) = 人 十 十 且 0+mm =m, 所 以 两 边 都 等 于 m 十 十 ， 


@ 原文 此 处 作 integer. 译 

加 从 涩 辑 学 的 观点 来 说 , 在 引 理 、 命题 、 定 理 或 推论 之 间 , 是 没有 什么 不 同 的 一 一 它们 都 是 必须 被 证 
明 的 . 然而 我 们 使 用 这 些 术语 来 标示 在 重要 性 上 和 在 困难 程度 上 的 不 同 的 水 平 . 一 个 引 理 是 一 个 容 
易 证 明 的 断言 , 它 被 用 来 帮助 证 明 其 他 的 命题 或 定理 , 但 它 本 身 通常 不 是 特别 有 意义 的 . 命题 是 本 
身 有 意义 的 陈述 , 而 定理 是 比 命题 更 重要 的 陈述 , 它 对 于 论题 给 出 确定 性 的 断言 , 且 通 常 比 命题 和 
引 理 花 更 大 的 力气 来 予以 证 明 .推论 是 刚刚 证 明了 的 命题 或 定理 的 立刻 的 结果 
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从 而 彼此 相等 . 现在 我 们 归纳 地 假定 n+ (m + +) = (二 mm) + 十 , 要 证 明 的 是 
色 十 十 ) 十 (四 十 十 ) = (人 十 十 ) 十 mo) 十 十 


根据 加 法 的 定义 , 左边 是 (+(m 二 +)) 二 +, 根据 归纳 假设 它 等 于 ((n 十 m) 填 十 ) 十 十 . 
类 似 地 , 根据 加 法 的 定义 , 有 (ma + +) 十 m= (n 十 m) 十 十 . 于 是 右边 也 等 于 ((n 十 
m) 十 十 ) 十 十 . 于 是 两 边 彼此 相等 , 从 而 我 们 结束 了 归纳 . mu 

作为 引 理 2.2.2 和 引 理 2.2.3 的 一 个 特别 的 推论 , 我 们 看 到 nn 二 十 =n+1. (为 
什么 ?) 

如 早先 承诺 的 , 现在 可 以 证 明 a+b=b+a 了 . 

命题 2.2.4( 加 法 是 交换 的 ) ”对 于 任何 自然 数 n% 和 m,n 十 m=m+n. 

证 明 ”对 nn 进行 归纳 (保持 m 固定 ). 首先 考虑 基础 情形 , 即 证 明 0+m = mm 十 0. 
根据 加 法 的 定义 ,0+ m = mm, 同时 根据 引 理 2.2.2，m + 0 = m. 于 是 基础 情形 做 完 
了 . 现 归 纳 地 假定 n+ m = m+n, 我 们 要 证 


(r++)+m=m+(nt++) 


来 完成 归纳 .根据 加 法 定义 , (二 +)+m = (n+m)++. 根据 引 理 2.2.3,m 二 (n++) = 
(m 十 nn) 十 +, 但 根据 归纳 假定 , 这 等 于 (n 十 m) 十 +, 于 是 (n+ 二 )++m =m 十 (n 十 十 )， 


我 们 完成 了 归纳 . 国 
命题 2.2.5( 加 法 是 结合 的 ) ”对 于 任何 自然 数 a,bc (a+ 耻 十 c=a+ (b+c). 
证 明 ”见习 题 2.2.1. mn 


根据 这 条 结合 律 我 们 可 以 把 和 写成 a +b+c 这 样 的 形式 而 无 需 顾虑 这 些 数 是 
依 怎样 的 次 序 加 起 来 的 . 

现在 我 们 建立 一 个 消去 律 . 

命题 2.2.6( 消 去 律 ) 设 a,b,c 是 自然 数 , 满足 a+b 二 a+c, 那么 我 人 有 b= c. 

注意 , 我 们 尚 不 可 使 用 减法 或 负数 来 证 明 这 个 命题 , 因为 我 们 还 不 曾 建立 这 些 
概念 . 事实 上 , 这 个 消去 律 是 此 书后 面 定 义 减法 (以 及 整数 ) 的 决定 性 依据 , 因为 它 
使 我 们 即使 在 减法 被 正式 定义 之 前 , 就 能 进行 一 种 “虚拟 减法 ”. 

证 明 ”通过 对 a 进行 归纳 来 证 明 此 命题 . 先 考虑 基础 情形 a = 0. 那么 ,0+ = 
0+c. 根据 加 法 的 定义 , 此 式 理 含 bp = c, 此 为 所 欲 证 首 . 现 归纳 地 假定 消去 律 对 
于 a 成立 (从 而 a +b = a+c 蕴含 b= c); 现在 要 证 消去 律 对 于 a + + 也 成 立 . 
换 旬 话 说 , 我 们 假定 (a + +) + = (oa 十 +) +c 而 要 证 明 b= c. 根据 加 法 的 定义 ， 
(a++)+b 二 (a+)+ 十 且 (gt 二)+c= (a+c)++, 于 是 有 (at) 二 十 = (a 十) 十 十. 
根据 公理 2.4, 有 a +b= a 十 c. 由 于 对 于 a 已 有 消去 律 , 所 以 有 b=c, 它 就 是 所 需 
要 的 . 这 就 完成 了 归纳 法 . 国 
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我 们 现在 来 讨论 加 法 如 何 与 正 性 交互 作用 . 

定义 2.2.7( 正 自然 数 ) ”一 个 自然 数 叫 作 是 正 的 , 当 且 仅 当 它 不 等 于 0. 

命题 2.2.8 车 o 是 正 的 而 b 是 自然 数 , 则 a 十 b 是 正 的 (于 是 根据 命题 2.2.4， 
b 十 a 也 是 正 的 ). 

证 明 ”对 。 施用 归纳 法 . 车 b=0, 则 a+b=a+0=a, 它 是 正 的 , 从 而 证 实 
了 基础 情形 . 现 归 纳 地 假定 a+b 是 正 的 , 那么 c+ 亿 + +) = (a 十 0) 十 +, 根据 公理 
2.3 它 不 能 是 零 , 从 而 是 正 的 . 这 就 完成 了 归纳 法 . 国 

推论 2.2.9 如 果 口 和 已 是 自然 数 , 满足 a+b= 二 0, 那么 a=0 且 b=0. 

证 明 ”假设 不 然 , 则 a 隆 0 或 5 了 0. 如 果 a 关 0, 那么 a 是 正 的 , 从 而 根据 命 
题 2.2.8，a+8= 0 是 正 的 , 这 是 一 个 矛盾 . 类 似 地 , 如 果 5 头 0, 那么 是正 的 , 从 
而 根据 命题 2.2.8，a + 5 = 0 也 是 正 的 , 还 是 矛盾 . 于 是 a。 和。 必定 都 是 零 . 国 

引 理 2.2.10 ” 设 5 是 正 数 . 那么 恰 存 在 一 个 自然 数 b, 使 得 b 十 十 二 a. 

证 明 ”见习 题 2.2.2. 

一 旦 有 了 加 法 的 概念 , 我 们 就 可 以 开始 定义 序 的 概念 . 

定义 2.2.11( 自 然 数 的 排序 )， 设 nn 和 m 是 自然 数 . 我 们 说 n 大 于 等 于 m, 记 
作 n >m 或 m <n, 当 且 仅 当 对 于 某 自然 数 a, 成 立 n= m+a. 我 们 说 n 严格 大 
于 m, 记 作 n>m 或 m<n, 当 且 仅 当 nZzm 并且 n 了 mm. 

于 是 , 璧 如 8 > 5, 因为 8 =5+3 而 8 冯 5. 还 有 ,注意 到 对 于 任何 n 都 成 立 
nn 十 十 > n, 于 是 不 存在 最 大 的 自然 数 n, 因为 下 一 个 数 ”+ + 总 是 更 大 的 . 

命题 2.2.12( 自 然 数 的 序 的 基本 性 质 ) ” 设 a,b,c 是 自然 数 那么 

(a) ( 序 是 自 反 的 ) a 之 a. 

(b) ( 序 是 传递 的 ) 若 a>8 且 b>c 则 a>c. 

(c) ( 序 是 反对 称 的 ) 车 >b 且 0>oa 则 a= 妨 

(d) (加 法 保 序 ) a > b 当 且 仅 当 a 二 c>b+c. 

(e) a <b 当 且 仅 当 a 十 十 入 外 

(f) a <b 当 且 仅 当 对 于 某 正 数 履 5=a+d. 

证 明 “见习 题 2.2.3. 国 

命题 2.2.13( 自 然 数 的 序 的 三 歧 性 ) 设 o 和 是 自然 数 , 那么 下 述 三 命题 中 
恰 有 一 个 是 真 的 : 


a<b,a=b,a>b. 


证 明 ”这 里 只 给 出 一 个 证 明 的 框架 , 其 中 的 缺口 将 在 习题 2.2.4 中 加 以 弥补 . 

首先 证 明 三 命题 a。 < b, a = b, a > b 中 不 会 有 多 于 一 个 的 命题 同时 成 立 . 车 
a < 5 则 根据 定义 a 关 b, 而 车 a > b 则 根据 定义 a 关 b. 若 a>b 且 a<5b 则 根据 命 
题 2.2.12 必 有 a =b, 这 是 矛盾 的 . 于 是 不 会 有 多 于 一 个 的 命题 成 立 
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现在 我 们 证 明 至 少 有 一 个 命题 成 立 . 保持 b 固定 而 对 a 进行 归纳 . 若 a 一 0, 则 
0 < 5 对 于 一 切 5 成立 (为 什么 ?), 于 是 我 们 有 0 = 6b 或 0 < b, 这 证 明了 基础 情形 . 
现 设 我 们 已 对 于 a 证 明了 命题 , 而 要 证 命题 对 a + + 成 立 . 从 对 于 a 的 三 歧 性 , 有 
三 种 情形 : a < ba = b, 以 及 a > b. 车 a > 5b, 则 a+ 十 > 6b( 为 什么 ?). 若 a=b， 
则 a+ + > 5( 为 什么 ?). 现 设 a<b. 那么 根据 命题 2.2.12, 有 a + + < 4b. 于 是 或 者 
a 十 十 二 5b 或 者 a++ <b, 而 在 两 种 情形 中 的 每 种 情形 下 我 们 都 完成 了 论证 . 这 就 
完成 了 归纳 法 . 国 

序 的 性 质 使 我 们 可 以 得 到 归纳 法 原理 的 一 个 更 强 的 形式 : 

命题 2.2.14( 强 归纳 法 原理 ) ” 设 mo 是 一 个 自然 数 , 而 P(m) 是 一 个 依赖 于 任 
意 自 然 数 m 的 性 质 . 设 对 于 每 个 m 之 mo 都 有 下 述 获 含 关系 ; 如 果 PP(m/) 对 于 一 
切 满足 mo < m’ < m 的 自然 数 m’ 都 成 立 , 那么 P(m) 也 成 立 (特别 地 , 这 意味 着 
了 (mo) 成 立 , 因为 在 m = mo 的 情况 下 , 假定 的 条 件 P(m’) 是 空 的 ), 那么 , 我们 可 
以 断定 P(m) 对 于 一 切 自 然 数 m > mo 都 成 立 . 

注 2.2.15 ”在 实用 中 我 们 常 使 用 这 个 原理 于 mo = 0 或 mo = 1. 

证 明 ”见习 题 2.2.5. 三 


习 题 2.2 


2.2.1 ”证 明 命 题 2.2.5. (提示 : 固定 其 中 两 个 变 元 而 对 第 三 个 变 元 进行 归纳 .) 

2.2.2 ”证 明 引 理 2.2.10. (提示 : 使 用 归纳 法 .) 

2.2.3 证明 命题 2.2.12. (提示 : 你 要 用 到 前 面 的 很 多 命题 、 推 论 和 引 理 .) 

2.2.4 ”验证 在 命题 2.2.13 的 证 明 中 标 出 “(为 什么 ?)” 的 三 个 命题 . 

2.2.5 ”证 明 命题 2.2.14， (提示: 定义 Q(n) 为 性 质 “P(m) 对 于 一 切 mo < m < 成 立 ", 注 
意 8(n) 当 n < mo 时 是 莫须有 地 成 立 的 .) 

2.2.6 。 设 n 是 自然 数 且 设 P(m) 是 一 个 依赖 于 自然 数 的 性 质 , 它 满足 条 件 : 只 要 Plm + 十 ) 
成 立 则 P(m) 也 成 立 . 假设 P(n) 成 立 , 证 明 对 于 一 切 自然 数 m < n，P(m) 成 立 . 此 
即 所 谓 向 后 归纳 原理 . (提示 : 对 变 元 n 用 归纳 法 .) 
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上 一 节 证 明了 我 们 所 知 的 关于 加 法 与 序 的 一 切 基 本 事实 . 为 了 节省 篇 幅 且 避免 
嘴 劝 那些 明显 的 事情 , 现在 允许 使 用 我 们 所 熟悉 的 一 切 涉及 加 法 与 序 的 代数 运算 而 
不 加 进一步 的 评说 . 于 是 我 们 可 以 不 加 任何 进一步 说 理 地 写 出 如 a+b+c= c+b+a 
这 样 的 事情 . 现在 我 们 来 引入 乘法 . 就 像 加 法 是 重复 的 增长 运算 一 样 , 乘法 是 重复 
的 加 法 . 


24 第 2 章 从 头 开 始 : 自然 数 


定义 2.3.1( 自 然 数 的 乘法 ) ” 设 m 是 自然 数 . 为 把 0 乘 到 m 上 , 我 们 定义 
0 x m := 0. 设 已 定义 了 如 何 把 n 乘 到 m 上 , 那么 归纳 地 , 我 们 定义 把 n+ + 乘 到 
m 上 是 (tm 十 +) xm := (nx m)+m. 

这 样 有 0xm=0，1xm=0+m，2 x m=0+m +m, 等 等 . 用 归纳 法 可 容 
易 地 验证 两 个 自然 数 的 乘积 是 自然 数 . 

引 理 2.3.2( 乘 法 是 交换 的 ) 设 n,m 是 自然 数 ,那么 nxm=m xn. 

证 明 ”见习 题 2.3.1 [ 

我 们 现在 将 把 n x m 简写 作 nm, 并 且 使 用 通常 的 先 乘 后 加 的 约定 , 于 是 , 作 
为 例子 , ab + e 指 的 是 (a x b) 十 c, 而 不 是 a x (b 十 c) (我们 同样 也 将 使 用 对 于 以 
后 定义 的 其 他 算术 运算 的 优先 性 的 通常 的 符号 约定 ,以免 总 是 使 用 括号 .) 

引 理 2.3.3( 正 自然 数 没 有 零 因 子 ) 设 n,m 是 自然 数 . 那么 nxm=0 当 且 
仅 当中 n,m 至 少 有 一 个 等 于 零 . 特别 地 , 若 n 和 m 都 是 正 的 , 则 nm 也 是 正 的 . 

证 明 ”见习 题 2.3.2. [ 

命题 2.3.4( 分 配 律 ) ”对 于 任何 自然 数 a,b,c, 都 有 a(5 十 0) = ab+ac 以 及 
(b+c)a = ba tca. 

证 明 ”由 于 乘法 是 交换 的 , 我 们 只 需 证 明 第 一 个 等 式 op+ c) = ab 二 ac. 保持 
a 和 b 固定 而 对 c 用 归纳 法 . 我 们 来 证 明 c = 0 的 基础 情形 , 即 a(b + 0) = 中 十 a0. 
左 端 是 ab, 同时 右 端 是 ab + 0 = ab 所 以 我 们 已 搞定 基础 情形 . 现在 我 们 归纳 地 假 
定 a(b++c) = ab+ac, 并 且 来 证 明 


alb+ (c++)) = ab+a(c++). 


左 端 是 q((+ c++) = a(b 二 0c) 十 a; 而 右 端 是 ab +ac+a, 并 根据 归纳 假定 进而 等 
于 a(b 十 c) 十 a. 这 样 我 们 就 完成 了 归纳 法 . 

命题 2.3.5( 乘 法 是 结合 的 ) ”对 于 任何 自然 数 a,bc, 我 们 有 (a x 05)xc= 
ax 人 (xxo). 

证 明 ”见习 题 2.3.3. 

命题 2.3.6{( 乘 法 保 序 ) ” 若 a,b 是 自然 数 , 满足 a < b, 且 c 是 正 的 , 则 ac < bc. 

证 明 ”由 于 a < 我 们 知 存在 某 正 数 d 使 ;= a+d. 用 来 乘 并 使 用 分 配 
律 , 得 bc = ac+ de. 由 于 d 是 正 的 而 且 c 也 是 正 的 , 所 以 de 是 正 的 , 从 而 ac < ic. 
这 就 是 所 要 证 的 . 

推论 2.3.7( 消 去 律 ) 设 a,b,c 是 自然 数 , 满足 ac = bc 而 且 c 不 是 零 , 那么 
a=b. 

注 2.3.8 ” 恰 如 命题 2.2.6 将 能 使 我 们 做 “虚拟 减法 ”并 最 终 导致 定义 名 副 其 
实 的 减法 一 样 , 此 推论 也 提供 了 一 个 “虚拟 除法 ”, 后 面 定义 名 副 其 实 的 除法 时 要 用 
到 此 “虚拟 除法 ”. 
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证 明 ”根据 序 的 三 歧 性 (命题 2.2.13), 有 三 种 情形 ; a < 6，a = b，a > b. 先 设 
a < b, 那么 根据 命题 2.3.6 有 ac < bc, 而 这 是 不 对 的 . 当 a > b 时 我 们 得 到 类 似 的 
了 矛盾. 于 是 唯一 的 可 能 是 a = b, 这 就 是 要 证 的 . 时 

用 这 些 命题 可 以 容易 地 推导 出 关于 加 法 和 乘法 的 一 切 熟 知 的 代数 算 律 , 参见 习 
题 2.3.4. 

既然 我 们 已 经 有 了 熟知 的 加 法 运算 和 熟知 的 乘法 运算 , 更 为 原始 的 增长 概念 就 
可 靠边 站 了 , 此 后 我 们 将 很 少见 到 它 . 在 任何 情况 下 我 们 都 可 以 用 加 法 来 描述 增长 ， 
因为 n+ 二 =n 二 1. 

命题 2.3.9( 欧 几 里 得 算法 ) ” 设 n 是 自然 数 且 设 g 是 正 数 , 那么 存在 自然 数 
TT 使 得 0<s7r<g 且 n= mg+r. 

注 2.3.10 ” 换 旬 话说 , 我 们 可 以 用 一 个 正 数 4 去 除 一 个 自然 数 n 而 得 到 商 
m( 它 是 另 一 个 自然 数 ) 和 余数 "( 它 小 于 9). 这 个 算法 标志 着 数论 的 开端 , 数论 是 一 
个 优美 而 重要 的 课题 , 但 它 超出 了 本 书 的 范围 . 

证 明 ”见习 题 2.3.5. 

如 同 重复 地 使 用 增长 运算 来 定义 加 法 和 重复 地 使 用 加 法 运算 来 定义 乘法 一 样 ， 
可 以 重复 地 使 用 乘法 运算 来 定义 指数 运算 : 

定义 2.3.11( 自 然 数 的 指数 运算 ) ” 设 m 是 自然 数 . 为 把 m 升 到 0 次 察 , 我 
们 定义 m9 := 1. 现 递归 地 假定 mr 已 对 自然 数 ”定义 好 , 那么 我 们 定义 mn++ :一 
mm" xm. 

例 2.3.12 那么 zl=z0oxz=1xz=2ziz2 一 zxz=zx2zi za 一 02X7 一 
zxzxz; 依次 类 推 . 根据 归纳 法 , 我 们 看 到 , 这 个 递归 的 定义 对 于 一 切 自然 数 n 都 
定义 了 mm. 

此 处 我 们 不 更 深入 地 建立 指数 运算 的 理论 , 而 要 等 到 定义 了 整数 和 比例 数 之 后 
再 说 ; 特别 参阅 命题 4.3.10. 


习 题 2.3 


2.3.1 ”证 明 引 理 2.3.2. (提示 : 修正 引 理 2.2.2、 引 理 2.2.3 及 命题 2.2.4 的 证 明 ,) 
2.3.2 ”证 明 引 理 2.3.3. (提示 : 先 证 第 二 个 命题 .) 

2.3.3 ”证 明 命题 2.3.5. (提示 : 修正 命题 2.2.5 的 证 明 并 使 用 分 配 律 .) 

2.3.4 ”证 明 等 式 (a 十 6)? = a? 二 20b 十 妈 对 于 一 切 自然 数 a,b 成 立 . 

2.3.5 “证明 命题 2.3.9. (提示 : 固定 g 并 对 n 进行 归纳 .) 
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现代 分 析 与 绝 大 多 数 现代 数学 分 支 一 样 , 都 联系 于 数 、 集 合 以 及 几何 . 我 们 已 
经 引入 了 一 种 数 系 , 即 自然 数 系 . 我 们 还 要 简洁 地 引入 其 他 数 系 , 但 此 刻 我 们 要 停 
下 来 介绍 集合 论 的 概念 和 记号 , 因为 它们 在 后 面 的 各 章 中 将 越 来 越 多 地 得 以 应 用 . 
(我 们 在 此 书 中 无 意 追 求 对 欧 几 里 得 儿 何 等 作 严 格 的 叙述 , 而 代 之 以 使 用 实数 系 的 
语言 在 笛 卡 儿 ? 坐 标 系 中 对 它 进行 描述 .) 

即使 集合 论 不 是 本 书 的 核心 内 容 , 几乎 每 个 其 他 的 数学 分 支 也 都 有 赖 集合 论 为 
其 基础 部 分 , 所 以 在 进入 数学 的 更 深入 的 领域 前 得 到 集合 论 的 一 些 至 少 是 根基 性 的 
知识 是 非常 重要 的 . 在 本 章 中 我 们 叙述 公理 集合 论 的 较为 初等 的 概念 , 而 把 更 进 一 
步 的 课题 , 如 关于 无 限 的 讨论 以 及 选择 公理 , 留 到 第 8 章 . 集合 论 的 精妙 内 容 的 完 
整 处 理 , 很 遗憾 , 大 大 超出 了 本 书 的 范围. 


83.1 基本 事项 


本 节 给 出 关于 集合 的 一 些 公理 , 就 如 同 对 于 自然 数 所 做 的 那样 . 为 了 教学 的 方 
便 , 我 们 将 使 用 有 点 过 多 的 集合 论 公理 , 导致 可 以 从 某 些 公理 推导 出 其 他 一 些 公理 
的 情形 , 但 这 并 不 会 有 真正 的 危害 . 我 们 从 非 正式 地 描述 什么 是 集合 开始 . 

定义 3.1.1( 非 正式 的 ) ”我 们 把 集合 4 定义 为 任意 一 堆 没有 次 序 的 东西 , 例如 
{3,8,5,2] 是 一 个 集合 . 设 z 是 一 个 对 象 , 如 果 z 在 这 一 堆 东 西 当中 的 话 , 我 们 就 
说 zx 是 4 的 一 个 元 素 , 或 z € 4, 否则 就 是 z & 4. 例如 3 e {1,2,3,4,5}, 而 
7¢ {1,2, 3, 4, 5}. 

此 定义 是 足够 直观 的 , 但 它 没 有 回答 许多 问题 , 例如 , 怎样 的 一 堆 东西 (对象 ) 
才 被 看 作 是 集合 , 什么 样 的 集合 与 另外 的 集合 相同 , 人 们 怎样 定义 关于 集合 的 运算 
(例如 并 和 交 等 ), 同时 , 我 们 尚 无 关于 集合 干吗 , 或 集合 的 元 素 干吗 的 公理 . 获取 这 
些 公理 以 及 定义 这 些 运算 正 是 本 节 的 目的 . 

我 们 首先 要 弄 清 一 点 : 我 们 把 集合 本 身 也 看 成 是 一 类 对 象 . 

公理 3.1( 集 合 是 对 象 ) 若 4 是 集合 , 则 4 也 是 一 个 对 象 . 特别 地 , 给 定 两 个 
集合 A4 和 B, 问 A 是 不 是 日 的 一 个 元 素 是 有 意义 的 . 

例 3.1.2( 非 正式 的 ) ”集合 {3, {3,4},4} 是 三 个 不 同 的 元 素 的 集合 , 其 中 的 一 
个 元 素 碰巧 是 两 个 元 素 的 集合 . 对 于 此 例 的 更 正式 的 形式 , 见 例 3.1.10. 但 是 并 非 一 


图 原文 为 Cartesian. 一 一 译 者 注 
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切 对 象 都 是 集合 ; 例如 , 我 们 作为 范例 不 认为 一 个 自然 数 , 比如 3, 是 一 个 集合 (更 
准确 的 说 法 是 , 自然 数 可 以 是 集合 的 基数 , 而 不 必 其 自身 就 是 集合 , 见 $3.6). 

注 3.1.3 ”集合 论 有 一 个 特殊 情形 , 叫 作 “纯粹 集合 论 ”. 在 “纯粹 集合 论 ” 中 
一 切 对 象 都 是 集合 ; 例如 数 0 可 以 等 同 于 空 集 儿 , 数 1 可 以 等 同 于 {0} = {{}}, 数 
2 可 以 等 同 于 {0,1} = {{}, {{}}}, 依 此 类 推 . 从 逻辑 学 的 观点 来 看 , 纯粹 集合 论 是 
一 个 更 简单 的 理论 , 因为 人 们 只 须 处 理 集合 而 不 处 理 对 象 (object); 但 是 从 概念 的 
观点 来 看 , 处 理 非 纯 粹 集合 论 往往 更 容易 , 在 非 纯 粹 集合 论 中 , 一 些 对 象 不 被 看 作 
集合 . 两 种 类 型 的 理论 对 于 做 数学 多 多 少 少 是 等 价 的 , 所 以 我 们 对 于 是 否 一 切 对 象 
都 是 集合 一 事 将 采取 不 可 知 论 者 的 立场 . 

总 起 来 说 , 在 数学 中 所 研究 的 一 切 对 象 之 中 , 有 些 对 和 象 恰 是 集合 , 并 且 如 果 z 
是 一 个 对 象 而 4 是 一 个 集合 , 则 或 者 ze 4 是 真 的 , 或 者 z € 4 是 假 的 . (如 果 4 
不 是 集合 , 我 们 就 把 命题 > < 4 作为 是 无 定义 的 , 例如 , 我 们 认为 3 e 4 既 不 是 真 
的 也 不 是 假 的 , 而 简单 地 是 无 意义 的 , 因为 4 不 是 集合 .) 

往 下 , 我 们 定义 相等 的 概念 : 什么 时 候 两 个 集合 被 认为 是 相等 的 呢 ? 我 们 不 认 
为 在 一 个 集合 内 的 元 素 的 次 序 是 重要 的 , 于 是 我 们 认为 {3, 8, 5,2} 和 {2,3,5,8} 是 
同一 个 集合 . 另 一 方面 , {3,8,5,2} 和 {3,8,5, 2,1} 是 不 同 的 集合 , 因为 后 一 个 集合 含 
有 一 个 不 属于 前 一 个 集合 的 元 素 , 即 元 素 1. 根据 类 似 的 理由 , {3, 8, 5,2} 和 {3, 8, 5} 
是 不 同 的 集合 . 我 们 把 此 事 叙 述 为 如 下 定义 ; 
定义 3.1.4( 集 合 之 相等 ) ”两 个 集合 4 和 B 是 相等 的 , 4 = B, 当 且 仅 当 4 的 
每 个 元 素 都 是 B 的 元 素 而 且 B 的 每 个 元 素 也 都 是 4 的 元 素 . 用 另 一 种 方式 来 说 ， 
4 = B 当 且 仅 当 4 的 每 个 元 素 > 也 属于 B, 且 B 的 每 个 元 素 y 也 属于 4. 

例 3.1.5 “于 是 , 例如 {1,2,3,4,5} 和 {3,4,2,1,5} 是 同一 个 集合 , 因为 它们 恰 
包含 同样 的 元 素 . (集合 {3, 3, 1, 5, 2, 4,2} 也 等 于 {1,2,3,4, 5}; 3 和 2 的 重复 出 现 是 
没有 关系 的 , 因为 这 毫 不 改变 2 和 3 作为 集合 元 素 的 状态 .) 

容易 验证 此 相等 之 概念 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 (习题 3.1.1). 注意 到 : 根 
据 定义 31.4, 若 ze4 且 4= 了 B, 则 z <. 那么 “属于 ”关系 & 遵从 代入 公 
理 ( 见 A.7 段 ), 正 是 因此 , 我 们 关于 集合 定义 的 任何 新 的 运算 也 都 遵从 代入 律 , 只 
要 我 们 能 纯粹 使 用 属于 关系 e 的 语言 来 定义 此 运算 . 例如 , 对 于 本 节 中 剩 下 的 那 
些 定义 , 情况 就 是 这 样 . ( 另 一 方面 , 在 一 个 集合 中 , 我 们 不 能 用 一 个 确定 的 方式 使 
用 “第 一 个 ”元 素 或 “最 后 一 个 ”元 素 的 概念 , 因为 这 将 违背 代入 公理 , 例如 , 集合 
{1,2,3,4,5} 与 {3,4,2,1,5} 是 同一 个 集合 , 但 具有 不 同 的 排 在 首位 的 元 素 .) 

下 面 我 们 转向 这 样 一 件 事 : 哪些 对 象 确切 地 是 集合 而 哪些 不 是 . 情况 与 上 一 章 
我 们 如 何 定义 自然 数 时 是 类 似 的 , 当时 我 们 从 单个 的 自然 数 0 开始 , 然后 着 手 借助 
增长 运算 建造 更 多 的 0 之 外 的 自然 数 . 这 里 我 们 尝试 类 似 的 做 法 , 从 单个 的 一 个 集 
合 一 一 空 集 开始 , 然后 着 手 借助 各 种 运算 建造 更 多 的 异 于 空 集 的 集合 . 我 们 从 假 
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定 空 集 的 存在 开始 . 

公理 3.2( 空 集 ) ”存在 一 个 集合 2, 叫 作 空 集 , 它 不 含 任何 元 素 , 也 就 是 说 , 对 
于 每 个 对 象 ,都 用 2. 

空 集 也 记 作 {}. 注意 , 只 能 有 一 个 空 集 , 如 果 有 两 个 集合 2 和 2 都 是 空 集 ， 
那么 根据 定义 3.1.4, 它们 必定 彼此 相等 . (为 什么 ?) 

如 果 一 个 集合 不 等 于 空 集 , 我 们 就 说 它 是 非 空 的 . 下 述 命题 非常 简单 , 但 却 无 
论 如 何 也 值得 一 叙 : 

引 理 3.1.6( 单 个 选取 ) ” 设 4 是 一 个 非 空 的 集合 , 那么 存在 一 个 对 象 > 使 得 
reA. 

证 明 ”我 们 用 反 证 法 , 假设 不 存在 任何 对 象 z 使 得 re 4. 那么 对 于 一 切 对 象 
z 都 有 z& 4. 同时 , 根据 公理 3.2 有 z&G. 于 是 ze4 reg 人 
于 是 根据 定义 3.1.4，4 = 2, 得 一 矛盾 . 

注 3.1.7 “上述 引 理 断言 , 给 定 任 一 非 空 的 集合 4, 可 以 “选取 ”4 风 = 计 
素 z 证 实 此 非 空 性 ， 后 面 (在 引 理 3.5.12 中 ) 我 们 将 证 明 给 定 任意 有 限 多 个 非 空 
的 集合 41,… ,4n, 可 以 从 每 个 集合 A1,… , An 中 各 选 出 一 个 元 素 z1,… ,zn 来 ; 
这 就 叫 作 “有 限 选取 ”， 但 是 要 想 从 无 限 多 个 集合 中 选取 元 素 ,需要 一 个 附加 的 公 
理 一 一 选择 公理 . 我 们 将 在 88.4 中 讨论 选择 公理 . 

注 3.1.8 ”注意 , 空 集 与 自然 数 0 不 是 同一 事物 . 一 个 是 集合 , 而 另 一 个 是 数 . 
然而 , 空 集 的 基数 是 0 确 是 真 的 , 见 83.6. 

假如 公理 3.2 是 集合 论 的 唯一 公理 的 话 , 则 集合 论 将 会 是 相当 无 聊 的 , 因为 那 
就 只 能 仅 有 唯一 的 一 个 集合 存在 , 即 空 集 . 我 们 现在 进一步 介绍 一 些 公理 来 充实 可 
允许 的 集合 类 . 

公理 3.3( 单 元 素 集 与 双 元 素 集 ) ”车 a 是 一 个 对 象 , 则 存在 一 个 集合 {a}, 它 
的 唯一 的 元 素 是 a, 也 就 是 说 , 对 于 每 个 对 象 y, 有 YE {a} 当 且 仅 当 y = a. 我 们 把 
{a} 叫 作 单元 素 集 (singleton), 其 元 素 是 a. 进而 , 若 a 和 日 是 对 象 , 则 存在 一 个 集 
{Qa, 妈 , 其 仅 有 的 元 素 是 a 和 5b, 也 就 是 说 , 对 于 每 个 对 象 y, 有 YE {a,b} 当 且 仅 当 
y 二 a 或 y=b; 我 们 把 此 集合 叫 作 由 a 和 构成 的 双 元 素 集 (pair set). 

注 3.1.9 ” 恰 如 仅 有 一 个 空 集 一 样 , 对 于 每 个 对 象 a, 根据 定义 3.1.4, 恰 有 一 
个 由 a 构成 的 单元 素 集 (为 什么 ?). 类 似 地 , 给 定 两 个 对 象 a。 和 b, 仅 有 一 个 由 a 和 
5 构成 的 双 元 素 集 . 定义 3.1.4 也 保证 {a,8} = {5,a}( 为 什么 ?) 以 及 {a,a} = {Qj}( 为 
什么 ?). 于 是 , 单元 素 集 公理 事实 上 是 多 余 的 , 因为 它 是 双 元 素 集 公理 的 一 个 结果 . 
反之 , 双 元 素 集 公理 可 从 单元 素 集 公理 和 下 面 的 双 并 公理 推出 ( 见 引 理 3.1.13). 人 
们 可 能 奇怪 为 什么 我 们 不 再 继续 往 下 建 三 元 素 集 公理 、 四 元 素 集 公理 等 ; 然而 这 是 
不 必要 的 , 一 旦 我 们 下 面 引入 双 并 公理 后 就 可 明白 . 

例 3.1.10 ”由 于 & 是 一 个 集合 (从 而 也 是 一 个 对 象 ), 所 以 单元 素 集 {2}, 即 
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仅 有 G 为 其 元 素 的 集 , 是 一 个 集合 (并 且 它 不 是 与 g 同一 的 集合 (为 什么 9)) 类 
似 地 , 单元 素 集 {{2}} 及 双 元 素 集 {g, {2}} 也 都 是 集合 . 这 三 个 集合 是 彼此 不 同 
的 (习题 3.1.2). 

如 下 述 诸 例 所 示 , 我 们 现在 已 经 能 够 构 作 相当 少量 的 一 些 集合 , 我 们 所 作 的 这 
些 集合 依然 都 是 相当 “小 ”的 (我 们 所 能 构 作 的 每 个 集合 充其量 只 含 两 个 元 素 ). 下 
述 公理 使 我 们 能 构 作 比 前 面 稍 大 的 集合 . 

公理 3.4( 双 并 ) ”给 定 两 个 集合 A, B, 存在 一 个 集合 AUB, 叫 作 和 A 和 B 的 
并 , 其 元 素 由 属于 4 或 属于 电 或 同时 属于 两 者 的 一 切 元 素 组 成 ， 换 各 话说 , 对 于 
任何 对 象 r， 


ZEe4UB «> (re A 或 r € B). 


回忆 一 下 ,“ 或 ”在 数学 中 上 默 指 包括 , 或 者 说 :“X 或 了 成 立 ” 指 的 是 “或 者 X 
成 立 , 或 者 Y 成 立 , 或 者 两 者 都 成 立 ”. 见 84.1. 

例 3.1.11 集合 {1,2} U{2,3} 由 或 属于 {1,2} 或 属于 {2, 3} 或 属于 两 者 的 那 
些 元 素 组 成 , 换 句 话 说 , 此 集合 的 元 素 简单 地 就 是 1,2 和 3. 因此 , 我 们 把 此 集合 表 
示 为 


{1,2}U{2, 3} = {1,2,3}. 


注 3.1.12 车 4, B,4' 都 是 集合 且 4 等 于 4', 那么 4U 等 于 A'UB( 为 
什么 ? 需要 使 用 公理 3.4 和 定义 3.1.4). 类 似 地 , 若 B' 是 一 个 等 于 B 的 集合 , 则 
AUB 等 于 AU B', 于 是 , 并 运算 遵从 代入 公理 , 且 对 于 集合 是 定义 明确 的 . 

我 们 现在 给 出 并 的 一 些 基本 性 质 . 

引 理 3.1.13 车 a 和 5 是 对 象 , 则 {a,b} = {a}U{6}. 若 4,B,C 是 集合 , 则 并 
运算 是 交换 的 ( 即 AUB = BUA4), 也 是 结合 的 ( 即 (4UB)JUC = 4UBUC))， 
而 有 全 还 有 4U4= 4US=SU4=4. 

证 明 ”我 们 只 证 结合 性 等 式 (4UB)UC = 4U(BUO), 而 把 其 他 结论 留 作 
习题 3.1.3. 根据 定义 3.1.4, 我 们 应 证 明 (4U B) UC 的 每 个 元 素 都 是 AU(BUC) 
的 一 个 元 素 且 反之 亦 然 . 于 是 , 先 假定 zx 是 (4U B)UC 的 元 素 . 根据 公理 3.4, 这 
意味 着 关系 式 re 4UB 和 z e C 中 至 少 有 一 个 是 真 的. 分 两 种 情形 来 说 ， 若 
Zz EO, 则 再 次 根据 公理 3.4，z e BUC, 于 是 再 由 公理 3.4, 有 ze AU(BUO). 现 
在 代替 ze C 而 设 rs 4UB, 则 再 次 根据 3.4，z e 4 或 ze B. 若 ze4, 则 根 
据 公理 3.4， ze 4U(BUC), 而 车 = e B, 由 公理 3.4 的 顺 次 使 用 , 有 ze BUC， 
进而 ze AU(BUC). 于 是 在 一 切 情形 下 我 们 都 看 到 , (4U B) U C 的 每 个 元 素 在 
AU(BUC) 之 中 . 类 似 的 论述 表明 , 4U(BUC) 的 每 个 元 素 都 在 (4U B)UC - 
中 , 于 是 如 所 要 证 的 那样 , (4U B)UC = AU(BUC). 
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根据 上 述 引 理 , 我 们 没 必要 使 用 括号 来 表示 多 次 的 并 运算 . 于 是 , 例如 我 们 可 
以 写 AUBUC 以 代替 (4U B)UC 或 4U(BU OC). 类 似 地 , 对 于 四 个 集合 的 并 ， 
可 以 写 AUBUCUD, 等 等 . 

注 3.1.14 ”即使 并 运算 具有 某 些 与 加 法 类 似 的 性 质 , 此 两 种 运算 并 不 是 相同 
的 . 例如, {2}U{3} = {2,3}, 2+ 3 = 5, 而 {2} + {3} 是 毫 无 意义 的 (加 法 是 关于 
数 的 , 而 不 是 关于 集合 的 ), 2U3 也 是 毫 无 意义 的 (并 是 关于 集合 的 , 而 不 是 关于 数 
的 ). 

这 个 公理 使 我 们 可 以 定义 三 元 素 集 (triplet), 四 元 素 集 (quadruplet), 依 此 类 
推 : 若 a,b,c 是 三 个 对 象 , 定义 


{a, b,c} 汪 {oUOUfchi 
车 wp ca 是 四 个 对 象 , 定义 
{0,b,c,9} := {ayUftUteUfd; 


依 此 类 推 . 另 一 方面 , 我 们 尚 不 曾 对 于 任意 给 定 的 自然 数 n 定义 由 n 个 对 象 组 成 的 
集合 . 这 将 要 求 重复 使 用 上 述 的 构造 方法 “nm 次 ”, 然而 n 次 重复 的 概念 尚 不 曾 被 严 
格 地 定义 . 根据 类 似 的 理由 , 我 们 也 还 不 能 定义 由 无 限 多 个 对 象 组 成 的 集合 , 因为 
那 将 需要 重复 使 用 双 并 公理 无 限 次 , 而 在 目前 的 状态 , 能 否 严 格 地 做 这 件 事 并 不 是 
很 明显 的 . 往 后 , 我 们 将 引入 集合 论 的 其 他 一 些 公理 以 使 我 们 能 构 作 任意 大 的 , 其 
至 是 无 限 的 集合 . 

很 明显 , 某 些 集合 似乎 比 其 他 的 集合 大 . 正式 建立 这 个 概念 的 一 个 途径 是 引入 
子 集 的 概念 . 

定义 3.1.15( 子 集 ) ” 设 4,B 是 集合 . 说 4 是 B 的 子 集 , 记 作 4 ES B, 当 且 仅 
当 4 的 每 个 元 素 都 是 B 的 元 素 , 即 


对 于 任何 对 象 z， ze 4 一 ze B. 


说 4 是 B 的 真子 集 , 记 作 4G B, 如 果 A4CB 但 4#B. 

注 3.1.16 ”由 于 这 些 定义 仅 用 到 相等 的 概念 和 “是 .……… 的 一 个 元 素 ” 这 样 
的 关系 , 而 这 两 者 已 然 遵从 代入 公理 , 所 以 子 集 的 概念 也 自动 地 遵从 代入 公理 , 璧 
如 说 ,车 AcB 且 4=4, 则 AE B. 

例 3.1.17 ”我们 有 {1,2,3} C {1,2,3,4,5}, 因为 {1,2,3} 的 每 个 元 素 也 是 
{1,2,3,4,5} 的 元 素 . 事实 上 我 们 还 有 {1, 2,3} S {1, 2, 3,4,5}, 因为 这 两 个 集合 不 相 
等 . 给 定 任意 一 个 集合 , 总 有 4 C 4 (为 什么 ?) 以 及 gC 4. (为 什么 ?) 
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在 集合 论 中 的 子 集 的 概念 类 似 于 数 的 的 “小 于 或 等 于 ”的 概念 . 下 面 的 命题 演 
示 了 此 事 (更 精确 的 表述 见 定义 8.5.1). 

命题 3.1.18( 集 合 被 包含 关系 部 分 地 安排 了 次 序 ) ” 设 4, B,C 是 集合 . 如 果 
AESB 且 BEC, 则 ACC. 和 如果 ACB 且 BCAh, 则 4=B. 最 后 , 若 4GB 且 
BEC 则 AGC. 

证 明 ”我 们 只 验证 第 一 个 结论 . 设 AC B 且 B Cc C, 为 证 4 Cc C, 只 须 证 明 
4 的 每 个 元 素 都 是 C 的 元 素 . 于 是 , 任 取 4 的 一 个 元 素 z, 那么 从 A Cc B, 知 z 必 
是 B 的 一 个 元 素 . 但 从 B CC 也 知 z 是 C 的 一 个 元 素 . 于 是 4 的 每 个 元 素 确实 
都 是 C 的 元 素 . 这 就 是 要 证 明 的 . 

注 3.1.19 ”在 子 集 和 并 集 之 间 有 一 种 联系 , 见习 题 3.1.7. 

注 3.1.20 ” 子 集 关系 S 和 小 于 关系 < 之 间 有 一 个 重要 的 区 别 . 给 定 任 意 两 
个 不 同 的 自然 数 n,m, 我 们 知道 它们 中 的 一 个 必定 小 于 另 一 个 (命题 2.2.13); 但 是 ， 
给 定 两 个 不 同 的 集合 , 一 般 说 来 不 必 其 中 一 个 是 另 一 个 的 子 集 . 例如 , 取 4 := {2n: 
n € N} 为 偶 自然 数 的 集合 , 而 B := {2n 十 1 :ne N} 为 奇 自然 数 的 集合 , 则 其 中 任 
何 一 个 都 不 是 另 一 个 的 子 集 ， 这 就 是 为 什么 我 们 说 , 集合 只 被 部 分 地 安排 了 次 序 ， 
而 自然 数 是 完全 地 安排 了 次 序 的 ( 见 定义 8.5.1 和 定义 8.5.3). 

注 3.1.21 ”我 们 还 应 该 小 心 , 子 集 关系 G 与 元 素 关 系 e 可 不 是 一 回 事 . 数 2 
是 {1,2,3} 的 一 个 元 素 , 但 却 不 是 一 个 子 集 , 于 是 2 e {1,2,3} 但 2 & {1,2,3}. 的 确 ， 
2 根本 就 不 是 一 个 集合 . 反 过 来 , {2} 是 {1,2, 3} 的 一 个 子 集 , 而 不 是 它 的 元 素 , 于 是 
{2} S {1,2,3} 但 {2} {1,2,3}. 问题 在 于 数 2 和 集合 {2} 是 不 同 的 对 象 . 把 集合 
与 它们 的 元 素 区 别 开 来 是 重要 的 , 因为 它们 有 不 同 的 属性 . 例如 , 可 以 有 一 个 由 有 
限 数组 成 的 无 限 集合 (自然 数 的 集合 就 是 这 样 的 一 个 例子 ), 同时 也 可 以 有 一 个 有 
限 集合 , 其 每 个 元 素 都 是 “由 无 限 个 对 象 所 组 成 的 集合 ”( 例 如 有 限 集 {N,Z, Q,Rh}， 
它 有 四 个 元 素 , 其 中 每 个 元 素 都 是 无 限 集合 ). 

我 们 现在 给 出 一 个 公理 , 它 使 我 们 能 够 容易 地 构 作 大 集合 的 子 集合 . 

公理 3.5( 分 类 公理 ) 设 4 是 一 个 集合 , 并 对 于 每 个 ze 4, 设 P(z) 是 一 个 
关于 z 的 性 质 ( 即 已 (z) 或 为 一 个 真 命题 , 或 为 一 个 假 命题 ). 那么 存在 一 个 集合 叫 
作 {ZT E A:P(z) 成 立 } (或 简写 为 {zEe A : P(z)}), 它 的 元 素 恰恰 是 4 中 使 P(z) 
成 立 的 z. 换 身 话说 , 对 于 任何 对 象 y， 


YE {TEA:P(z) 成 立 } < (ye4 且 P(y) 成立 ). 


这 个 公理 也 叫 作 分 离 公 理 , 注意 , {z e 4 : P(z) 成 立 } 永远 是 4 的 一 个 子 集合 
(为 什么 ?), 尽管 它 可 以 大 得 就 是 4, 或 小 得 成 为 空 集 . 可 以 验证 , 代入 公理 适用 于 
分 类 , 于 是 , 若 4= A' 则 {z € 4A:P(z)} = {z € 4' :PP(z)}( 为 什么 ?). 
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例 3.1.22 设 3S := {1,2,3,4,5}, 则 集合 neS:nmn< 久 是 3 中 的 使 六 <14 
成 立 的 元 素 n 的 集合 , 即 {ne 5 :mn < 4} = {1,2,3}. 类 似 地 , 集合 {neE 5:n<7} 
就 是 S 本 身 , 而 [ne S :n < 1} 是 空 集 . 

我 们 有 时 写 {z e 4| P(z)} 代替 {z € 4 : P(z)}; 当 我 们 用 冒号 “:” 来 表示 其 
他 事物 时 , 这 个 写法 就 有 用 了 , 例如 当 我 们 用 冒号 表示 一 个 函数 f :X 一 了 的 定义 
域 和 值 域 时 , 就 是 这 样 . 

我 们 可 以 使 用 此 分 类 公理 来 定义 集合 的 其 他 一 些 运算 , 即 集合 的 交 与 集合 的 
差 . 

定义 3.1.23( 交 ) ”两 个 集合 5 和 32 的 交 St 门 9 定义 为 集合 


SS2 :={zeS:ze9o). 


换 名 话说, 5; 门 Sz 由 全 部 同时 属于 5S, 和 52 两 个 集合 的 元 素 构成 , 于 是 , 对 于 一 切 
对 象 z 
ze9ns < ze9l 且 ze92. 


注 3.1.24 ”注意 此 定义 是 明确 的 (也 就 是 说 , 它 遵从 代入 公理 , 见 84.7), 因为 
它 是 借助 更 初始 的 运算 来 定义 的 , 而 这 些 初始 的 运算 已 经 知道 是 遵从 代入 公理 的 . 
类 似 的 注释 适用 于 本 章 后 面 的 定义 , 并 且 通 常 将 不 再 明确 提 及 . 

例 3.1.25 我 们 有 {1,2,4}f{2,3,4} = {2,4}, {1,2}N{3,4} = 2 {2,3}Ug 一 
{2,3} 以 及 {2,3}me = 2. 

注 3.1.26 ”顺便 指出 , 我 们 应 该 小 心地 使 用 英语 单词 “and”9, 不 可 使 它 含 混 
地 在 上 下 文中 既 可 指 并 , 也 可 指 交 . 例如 , 如 果 我 们 谈论 “男孩 和 (and) 女孩 ”, 我 
们 指 的 是 男孩 的 一 个 集合 与 女孩 的 一 个 集合 的 并 , 但 是 如 果 我 们 谈论 “单身 的 和 
(and) 男 的 ”人 的 集合 , 则 指 的 是 单身 者 的 集合 与 男性 人 的 集合 的 交 ，( 你 能 搞 出 一 
个 语法 规则 来 确定 何 时 “and( 和 )” 指 的 是 并 , 而 何 时 “and( 和 )” 指 的 是 交 吗 ?) 另 一 
个 问题 是 “and( 和 )” 在 英语 中 用 来 表示 加 法 , 例如 入 们 可 以 说 “2 and 3 is 5”"9, 同 
时 也 说 “{2} 的 元 素 和 {3} 的 元 素 构成 集合 {2,3}” 以 及 “在 {2} 和 {3} 中 的 元 素 
构成 集合 2”. 这 肯定 会 引起 混淆 ! 我 们 求助 于 数学 符号 来 代替 诸如 “and” 之 类 的 
英语 词汇 的 一 个 缘由 , 就 是 数学 符号 永远 具有 精确 的 清晰 的 含意 , 使 用 数学 符号 就 
避免 了 必须 总 得 小 心地 根据 上 下 文 来 确定 一 个 单词 到 底 是 什么 意思 . 

两 个 集合 4, B 叫 作 是 不 交 的 , 如 果 4 门 B = 2. 注意 , 这 与 相 异 (distinet) 可 
不 是 同一 个 概念 . 例如 集合 {1,2,3} 与 {2,3,4} 是 相 异 的 (有 一 个 集合 的 元 素 不 是 


名 即 中 文 的 “和 ”. 一 一 译 者 注 
加 也 在 汉语 中 . 一 一 译 者 注 
图 汉语 为 “2 与 3 的 和 是 5*. 一 一 译 者 注 
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另 一 个 集合 的 元 素 ), 但 是 它们 不 是 不 交 的 (因为 它们 的 交 是 不 空 的 集合 ). 同时 , 集 
合 g 与 集合 2 是 不 交 的 , 但 不 是 相 异 的 . (为 什么 ?) 

定义 3.1.27( 差 集 ) ”给 定 两 个 集合 4 和 B, 我 们 定义 集合 4 一 B 或 4A\B 为 
从 集合 4 中 把 B 中 的 任何 元 素 都 去 掉 所 得 的 集合 : 


A\B:={reA:z¢B}. 
例如 , {1,2,3,4} \ {2,4,5} = {1,3}. 在 很 多 情况 下 , B 是 4 的 子 集 , 但 并 非 必须 如 
此 . 


我 们 现在 给 出 并 、 交 及 差 集 的 一 些 基 本 性 质 . 

命题 3.1.28( 集 合 构成 一 个 Boole 代数 ) ” 设 4, B,C 是 集合 , 并 设 义 是 包含 
有 ,B,C 为 其 子 集 的 集合 . 

(a) (最 小 元 ) 我 们 有 4UGa = A 以 及 A 门 g = 所 

(b) (最 大 元 ) 我 们 有 4UX =X 以 及 A 站 X= 有 A4. 

(e) (相等 ) 我 们 有 4UA= 4 以 及 4 门 4= 4. 

(d) ( 交 摘 性 ) 我 人 有 AUB=BUA 以 及 A 站 B= BNA. 

(e) (结合 性 ) 我 人 有 (4UB)UC= AU(BUC), (4NnBNMC= 4N(BNo). 

(1) (分 配 性 ) 我 们 有 4N(BUC) = (4 门 B)U(4NC) 以 及 4UCBmC) = 

“(AUB)NMNAUO). 

(g) (分 拆 法 ) 我 们 有 AU(X\A4)=X 以 及 4 站 KANA4) = 

(h)(De Morgan 律 ) 我 人 XX\(AUB)=(X\4) 门 (X\B) 以 及 XN(4 门 B) = 
(X\ A)UX\B). 

注 3.1.29 ”De Morgan 律 以 逻辑 学 家 Augustus De Morgan? 的 名 字 命 名 , De 
Morgan 把 这 些 定律 确立 为 集合 律 的 基本 定律 . 

证 明 ”见习 题 3.1.6. 国 

注 3.1.30 ”读者 可 能 已 观察 到 上 面 在 U 和 门 之 间 的 算 律 以 及 在 XX 和 之 
间 的 算 律 有 一 定 的 对 称 性 , 这 是 对 偶 性 的 一 个 例子 一 一 两 个 不 同 的 性 质 或 者 两 个 
不 同 的 对 象 彼此 对 偶 . 在 现在 的 情况 下 , 对 偶 性 是 以 补 关系 4 二 和 \ 4 来 实现 的 ; 
De Morgan 律 断定 这 个 关系 把 并 转化 成 交 , 而 把 交 转 化 成 并 . (此 关系 也 交换 了 X 
和 空 集 ) 上 述 的 算 律 合 起 来 叫 作 以 英国 数学 家 George Boole(1815 一 1864) 的 名 字 
命名 的 Boole 代数 的 定律 , Boole 代数 同时 也 适用 于 许多 集合 之 外 的 其 他 对 象 , 在 
逻辑 学 中 起 着 举足轻重 的 作用 . 

我 们 现在 已 经 积累 了 关于 集合 的 一 些 公理 和 一 些 结果 , 但 是 依然 还 有 许多 事情 
是 我 们 还 不 能 做 的 . 对 于 一 个 集合 我 们 想 做 的 一 件 基本 的 事情 是 , 从 这 个 集合 中 取 


@ Augustus De Morgan, 1806 一 1871, 英国 人 . 一 一 译 者 注 
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出 每 个 对 象 来 , 以 某 种 方式 把 它 转化 成 另 一 个 新 的 对 象 ; 例如 我 们 可 能 想 从 一 个 数 
的 集合 , 例如 {3,5,9} 出 发 , 增长 它 的 每 个 元 素 而 造 出 一 个 新 的 集合 {4,6,10}. 这 
并 不 是 可 以 直接 仅仅 使 用 我 们 已 有 的 公理 所 能 做 到 的 事 , 所 以 我 们 需要 一 个 新 的 
公理 : 

公理 3.6( 替 换 ) ” 设 4 是 一 个 集合 . 对 于 任意 的 对 象 "< 4 和 任意 的 对 象 办 
假设 有 一 个 命题 P(z,y) 依 闲 于 z 和 2 使 得 对 于 每 个 ZE 4 存在 至 多 一 个 Y, 使 
了 (z,y) 成 立 . 那么 存在 一 个 集合 {y : P(z,y) 对 于 某 z < A 成立}, 使 得 对 于 任何 对 
象 z， 


zE fy: P(z,y) 对 于 菜 z & A 成 立 } 


< 人 (对 于 某 zEe A, P(z,z) 成 立 ). 


例 3.1.31 设 4:= {3,5,9} 并 设 P(x,y) 是 命题 y= z++, 即 y 是 z 的 后 继 
者 . 注意 到 对 于 每 个 re 4, 恰 有 一 个 y 使 得 P(z,y) 成 立 具体 就 是 z 的 后 继 
者 . 于 是 上 述 公理 断定 集合 {y : 对 于 某 z e {3, 5,9},y = z + +} 存在. 在 此 , 这 明 
显 就 是 集合 {4, 6, 10}. (为 什么 ?) 

例 3.1.32 设 4 := {3,5,9} 并 设 P(z,y) 是 命题 y = 1, 那么 对 于 每 个 z E 
4, 还 是 恰 有 一 个 y, 使 P(z,y) 成 立 一 具体 地 说 ， 就 是 数 1, 此 时 {y :y = 
1 对 于 某 z € {3,5,9} 成 立 } 恰 就 是 单元 素 集 {1}. 我 们 已 把 原来 的 集合 的 每 个 元 素 
3, 5,9 都 蔡 换 成 了 同一 个 对 象 , 即 1. 于 是 这 个 相当 没劲 的 例子 表明 , 由 上 述 公理 得 
到 的 集合 可 以 比 原来 的 集合 “小 *. 

我 们 常 把 形 如 


{y :y= f(x) 对 于 某 ze4 成立 } 


的 集合 简写 成 {f(z) : ze 4} 或 {f(z)|z € 4}. 于 是 , 例如 说 若 4 = {3,5,9}, 则 
{z++:ze4} 就 是 集合 {4,6,10}. 当然 , 我 们 可 以 把 替换 公理 与 分 类 公理 联合 使 
用 , 于 是 , 作为 例子 , 我 们 可 以 构 作 出 类 似 于 {f(z) : z & 4; P(z) 成 立 } 这 样 的 集合 ， 
从 集合 4 出 发 , 使 用 分 类 公理 造 出 集合 {z e 4 : P(z) 成 立 }, 然后 再 应 用 替换 公理 
来 造 出 {f(z) : ze 4; P(z) 成 立 }. 于 是 , 作为 例子 {n+ 十: ne {3,5,9};n<6}= 
{4,6}. 

在 我 们 的 很 多 例子 中 都 不 明确 地 假定 了 自然 数 事实 上 都 是 对 象 (objects). 我 
们 正式 把 此 事 陈述 如 下 : 

公理 3.7( 无 限 ) ”存在 一 个 集合 N, 其 元 素 叫 作 自然 数 ,0 是 玉 中 的 一 个 对 象 ， 
而 且 由 每 个 自然 数 EN 所 指定 的 满足 Peano 公理 (公理 2.1~2.5) 的 对 象 卫 十 十 
也 在 N 中 . 
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这 是 假设 2.6 的 一 个 更 正式 的 形式 . 称 其 为 无 限 的 道理 是 因为 它 引 入 了 无 限 集 
合 的 一 个 最 基本 的 例子 , 即 自然 数 集 N. (我 们 将 在 83.6 中 正式 叙述 何 为 有 限 何 为 
无 限 .) 从 无 限 的 公理 中 我 们 看 到 , 如 3, 5, 9 等 之 类 的 数字 的 确 是 集合 论 中 的 对 象 ， 
(由 双 元 素 集 公理 及 双 并 公理 ) 我 们 确实 可 以 合法 地 构 作 如 {3,5,9} 这 样 的 集合 , 就 
像 在 我 们 的 例子 中 已 做 过 的 那样 . 

人 们 必须 把 集合 的 概念 与 集合 的 元 素 的 概念 区 别 开 来 ; 例如 集合 {n 十 3 : n € 
N,0 < n < 5} 与 表达 式 或 函数 ”+ 3 不 是 同一 回 事 . 我 们 用 一 个 例子 来 强调 此 事 : 

例 3.1.33( 非 正式 的 ) ”此 例 需 要 有 减法 概念 , 我 们 尚 不 曾 正 式 引入 . 下 述 两 集 
合 是 相等 的 


{nt+3:nEN0gsng5}={8-n:nENO0S<nsg5} (3.1) 


( 见 下 文 ) 尽管 对 于 一 切 自然 数 n, 表达 式 n + 3 和 8 一 n 绝对 不 是 同一 表达 式 . 
于 是 , 一 个 好 主意 是 , 当 你 谈论 集合 时 , 记 住 要 使 用 那些 花 括号 {}, 以 免 你 偶然 把 
一 个 集合 混同 于 它 的 元 素 . 这 种 反 直 观 的 情形 的 一 个 缘由 是 , 字母 n 在 (3.1) 式 两 
边 是 以 不 同 的 方式 被 使 用 的 .为 弄 清 此 种 情形 , 我 们 用 字母 替换 字母 来 重 写 集合 
{8 一 n:neN,0<n<5}, 那 就 得 到 {8 一 m :meN,0<mz<5}. 这 与 前 一 个 集合 
完全 是 同一 个 集合 (为 什么 ?), 于 是 我 们 可 把 (3.1) 重 写 为 


{n+3:neN,0<ng5}={8-m:meN,0<meg5). 


现在 容易 看 到 (使 用 (3.1.4)) 为 什么 这 个 等 式 是 真 的 : 每 个 形 如 n+3 的 数 , 其 中 n 
是 介 于 0 和 5 之 间 的 自然 数 , 也 是 形 如 8 - m 那样 的 数 , 其 中 m := 5 -mn( 注 意 mm 
因此 也 是 介 于 0 和 5 之 间 的 自然 数 ). 看 看 要 是 我 们 不 先 把 一 个 ” 换 成 m， (3.1) 
的 上 述 解 释 将 会 是 多 么 更 让 人 糊涂 ! 


习 题 3.1 


3.1.1 ”证 明 (3.1.4) 中 的 相等 的 定义 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 . 

3.1.2 ” 仅 使 用 定义 3.1.4、 公理 3.2 和 公理 3.3, 证 明 集合 2，{2}，{{2}) 以 及 {2,{2}} 全 
是 不 同 的 ( 即 其 中 没有 两 个 是 彼此 相等 的 ). 

3.1.3 ”证 明 引 理 3.1.13 中 剩 下 未 证 的 那些 结论 . 

3.1.4 证明 命题 3.1.18. 

3.1.5 ” 设 4A,B 是 集合 . 证 明 三 个 命题 4 C B，AUB = B，A 门 B = 4 在 逻辑 上 是 等 价 的 
(其 中 任何 一 个 都 蕴含 其 他 两 个 ). 

3.1.6 ”证 明 命题 3.1.28. (提示 : 可 以 使 用 其 中 的 一 些 断 言 去 证 明 另 一 些 断 言 有 些 断 言 还 曾 在 
前 面 的 引 理 3.1.13 中 出 现 过 .) 
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3.1.7 ” 设 4, B,C 是 集合 . 证 明 4 门 BC A 上 且 4 门 BC B, 进 而 证 明 CCA 且 CSB 当 且 
仅 当 C Cc A 门 B. 用 类 似 的 精神 证 明 A C A4UB 且 BC AUB, 进 而 证 明 ACC 且 
BCC 当 且 仅 当 4UBSC. 

3.1.8 ” 设 4,B 是 集合 . 证 明 下 面 两 个 吸收 律 


AN(AUB) = 4A， AU(ANB) = 


3.1.9 ” 设 A,B,X 是 集合 且 AUB=X, 4 门 B=@g. 证 明 4=X\B 且 B=X\A. 
3.1.10 ” 设 4,B 是 集合 .证 明 三 个 集合 A\B，A 门 B，B\ A 是 不 交 的, 且 它们 的 并 是 AU B. 
3.1.11 ”证明 替换 公理 蕴含 分 类 公理 . 


83.2 “Russell 悖 论 (选读 ) 


上 节 引 入 的 很 多 公理 都 有 一 个 类 似 的 味道 : 它们 都 使 我 们 能 把 具有 一 定性 质 
的 全 体 元 素 组 成 一 个 集合 . 它们 都 像 是 靠得住 的 , 而 且 人 们 可 能 设想 它们 或 许可 以 
被 统一 起 来 , 例如 通过 引入 下 述 公理 而 统一 起 来 : 

公理 3.8( 万 有 分 类 ) (危险 !) 设 对 于 每 个 对 象 z,. 我 们 都 有 一 个 依赖 于 z 的 
性 质 P(z) (从 而 对 于 夺 个 z，P(z) 要 么 是 真 命题 , 要 么 是 假 命题 ), 那么 存在 一 个 
集合 {z : P(z) 成 立 }, 使 得 对 于 每 个 对 象 y， 


yE {z:P(z) 成立} < P(y) 成 立 . 


此 公理 也 就 是 周知 的 概括 公理 (axiom comprehension). 它 断 定 每 个 性 质 对 应 

于 一 个 集合 , 如 果 我 们 承认 此 公理 , 则 可 以 谈论 一 切 蓝 色 东西 的 集合 , 一 切 自然 数 的 

合 , 一 切 集合 的 集合 , 等 等 . 这 个 公理 也 蕴含 上 一 节 中 的 大 多 数 公理 (习题 3.2.1). 

不 幸 的 是 , 这 个 公理 不 可 以 被 引入 集合 论 , 因为 它 引 出 了 一 个 逻辑 上 的 矛盾 , 即 周知 

的 Russell 悖 论 , 它 是 由 哲学 家 和 轴 辑 学 家 Rertrarel Russel? (美国 人 , 1872 一 1970) 
于 1901 年 发 现 的 ”. 此 迟 论 叙述 如 下 : 设 P(z) 是 这 样 的 命题 


P(z) < “z 是 一 个 集合 , 且 z gz? 


也 就 是 说 , P(z) 仅 当 z 是 一 个 不 含 自己 为 其 元 素 的 集合 时 成 立 . 例如 , P({2, 3, 4}) 
成 立 , 因为 集合 {2, 3, 4} 不 是 {2, 3, 4} 的 三 个 元 素 2,3,4 中 的 任何 一 个 . 另 一 方面 ， 
如 果 我 们 让 5 是 一 切 集合 的 集合 (根据 万 有 分 类 公理 就 该 存在 这 样 的 一 个 集合 )， 

@ 通 译 为 罗素 . 


@ 1918 年 Russell 和 放 通 从 化 角 和 为 “理发 师 悖 论 ”", Cantor 在 1899 年 也 曾 发 现 过 类 似 的 停 
论 . 译 者 注 
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那么 $ 由 于 本 身 是 一 个 集合 , 它 该 是 3 的 一 个 元 素 , 所 以 P(S) 不 成 立 . 现在 使 用 
万 有 分 类 公理 来 构 作 集合 
Q := {z: P(z) 成 立 } = {z :z 是 集合 且 z&z}， 

即 一 切 不 以 自己 为 元 素 的 集合 的 集合 . 现在 问 这 样 的 问题 : 9 含有 它 自 己 为 元 素 吗 ? 
即 是 不 是 0 e 0? 如 果 Q 含有 0, 则 根据 定义 , 这 表明 P(O) 不 成 立 , 那么 9 是 一 
个 集合 但 Q #4 Q. 另 一 方面 , 如 果 9 不 含有 自己 为 元 素 , 则 P(Q) 就 得 成 立 , 从 而 
Q e 9. 于 是 不 管 在 哪 种 情形 , 我 们 都 同时 得 到 Q e 9 和 Q g Q, 这 是 荡 语 的 . 

在 上 述 公理 中 发 生 的 问题 在 于 它 产生 的 集合 “ 太 大 ”了 如 我 们 可 用 此 公 
理 谈论 一 切 对 象 的 集合 (所 谓 的 “万 有 之 集 ”). 由 于 集合 自身 是 对 和 象 (公理 3.1), 这 
就 意味 着 集合 允许 含有 自身 为 元 素 , 这 说 法 可 就 有 点 臭 了. 

非 正式 地 解决 此 事 的 一 个 方法 是 , 把 对 象 都 认为 是 由 一 个 神 来 安排 的 . 在 神 安 
排 的 最 底层 上 的 是 初始 (primitive) 对 象 一 那些 不 是 集合 的 对 象 %, 如 自然 数 
37. 然后 在 神 的 接 下 去 的 高 一 级 的 层面 上 的 是 集合 , 其 元 素 仅 由 初始 对 象 组 成 , 例 
如 {3,4,7} 或 空 集 儿 , 让 我 们 估 且 称 这 些 集 合 为 “初始 集合 ". 然后 就 是 仅 由 初始 对 
象 与 初始 集合 为 其 元 素 的 集合 , 例如 {3,4, 7, {3,4,7}}. 然后 我 们 可 以 从 这 些 对 象 构 
作出 集合 来 , 依 此 类 推 . 问题 在 于 , 在 神 安排 的 每 一 层面 上 , 我 们 看 到 的 只 有 那些 其 
元 素 乃 是 低 一 级 层面 上 的 对 象 的 集合 , 于 是 不 存在 这 样 的 层面 , 使 我 们 能 构 作出 包 
含 自身 为 元 素 的 集合 . 

确切 而 正式 地 叙述 上 述 关于 对 象 的 神 的 直觉 是 一 件 非常 复杂 的 事情 , 此 处 我 们 
不 做 此 事 . 我 们 代 之 以 简单 地 假定 一 条 公理 , 它 可 以 保证 , 像 Russell 悖 论 那样 的 匾 
廖 之 事 不 会 出 现 . 
公理 3.9( 正 则 性 ) 如 果 4 是 一 个 非 空 的 集合 , 那么 A 至 少 含有 一 个 元 素 工 ， 
它 要 么 不 是 集合 , 要 么 是 与 4 不 同 的 集合 . 

此 公理 (也 叫做 基础 公理 (foundation axiom)) 之 要 点 在 于 , 它 断 定 4 至 少 有 一 
个 元 素 位 于 对 象 之 神 的 如 此 之 低 的 层面 上 , 使 它 不 含 4 的 任何 其 他 元 素 . 例如 , 若 
4 = {{3,4},{3,4,{3, 分 }}, 则 元 素 {3,4} < 4 不 含 4 的 任何 其 他 元 素 (3 和 4 都 不 
在 4 中 ), 尽管 元 素 {3,4, {3,4}} 在 神 的 稍 高 些 的 层面 上 且 含有 4 的 一 个 元 素 , 即 
{3, 分. 此 公理 的 一 个 特别 的 结果 就 是 集合 绝 不 可 含有 自身 为 元 素 (习题 3.2.2). 

人 们 可 能 很 有 理由 地 提问 , 在 我 们 的 集合 论 中 , 是 不 是 真 的 需要 这 个 公理 ? 它 
比 我 们 的 其 他 公理 肯定 缺乏 直观 性 . 为 了 实 分 析 的 目的 , 实际 上 这 个 公理 是 绝对 不 
需要 的 ; 我 们 在 实 分 析 中 考虑 的 集合 在 对 象 之 神 坛 上 的 位 置 都 是 典型 地 非常 低 的 ， 
但 是 , 要 想 进一步 搞 集合 论 , 就 必须 把 这 个 公理 也 包含 进去 . 在 本 书 中 , 为 了 完全 起 
见 我 们 也 列 入 了 这 个 公理 (但 只 作为 选读 材料 ). 


@ 在 纯粹 集合 论 中 , 不 存在 初始 对 象 , 但 却 有 一 个 初始 的 集合 儿 , 它 位 于 神 的 接 下 去 高 一 级 层面 上 . 
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习 题 3.2 


3.2.1 ”证 明 , 如 果 假 定 万 有 分 类 公理 即 公理 3.8 是 真 的 , 它 将 蕴含 公理 3.2~3.6， (如 果 假 定 一 
切 自然 数 都 是 对 银 , 我 们 还 得 到 公理 3.7.) 于 是 这 个 公理 , 如 果 人 允许 的 话 , 将 会 惊人 地 简 
化 集合 论 的 基础 (并 且 可 以 被 看 作 周 知 的 “朴素 集合 论 ” 的 一 个 直观 模型 的 基础 ). 不 幸 
的 是 , 如 我 们 所 见 , 公理 3.8 是 “好 过 头 了 ?1 

3.2.2 ”使 用 正则 性 公理 (以 及 单 点 集 公理 ) 来 证 明 , 如 果 4 是 集合 , 那么 A 4 A. 进而 证 明 , 如 
4 和 BB 是 集合 , 那么 或 者 A 9 B, 或 者 B 4 A( 或 者 两 者 都 成 立 ). 

3.2.3 ”在 假定 集合 论 的 其 他 公理 的 前 提 下 , 证 明 万 有 分 类 公理 , 即 公 理 3.8, 等 价 于 一 个 假定 存 
在 一 个 由 一 切 对 象 组 成 的 “万 有 和 集合"Q ( 即 对 于 一 切 对 象 z, 都 有 ze 9) 的 公理 . 换 
名 话说 , 若 公理 3.8 是 真 的 , 则 万 有 集合 存在 ; 反之 , 车 万 有 集合 存在 , 则 公理 3.8 是 真 
的 ，( 这 就 可 以 解释 为 什么 公理 3.8 叫 作 万 有 分 类 公理 .) 注意 , 如 果 存 在 万 有 集 9, 根 
据 公理 3.1, 必 有 Q & 9, 这 与 习题 3.2.2 矛盾 . 于 是 , 基础 公理 (公理 3.9) 特意 把 万 有 
分 类 公理 排除 掉 . 


83.3 酌 数 


为 了 搞 实 分 析 , 仅 有 集合 的 概念 并 不 特别 有 用 , 我 们 还 需要 从 一 个 集合 到 另 一 
个 集合 的 函数 (function) 的 概念 . 非 正式 地 说 , 从 一 个 集合 X 到 另 一 个 集合 Y 的 
函数 f : X 一 Y 是 一 个 运算 , 它 对 于 X 中 的 每 一 个 元 素 (或 “输入 " (input)) 指定 
Y 中 单一 一 个 元 素 (或 “输出 *(output)) 与 之 对 应 ; 上 一 章 中 当 我 们 讨论 自然 数 时 
已 经 非 正 式 地 使 用 了 这 个 概念 . 正式 的 定义 如 下 . 

定义 3.3.1( 函 数 ) ” 设 X,Y 是 集合 , 并 设 P(z,y) 是 一 个 涉及 对 象 ze X 及 对 
象 yeY 的 性 质 , 使 得 对 于 每 个 ze X,， 恰 有 一 个 ye Y 使 得 P(z,y) 成 立 (此 事 
有 时 叫 作 垂 线 判 别 法 (vertical line test)). 那么 我 们 定义 由 P 在 定义 域 和 和 值 域 
Y 上 确定 的 ?函数 了 : X 一 Y 是 这 样 的 对 象 , 它 对 于 给 定 的 任意 的 输入 ze X, 指 
定 一 个 输出 f(z) e Y, 它 是 唯一 的 使 P(z, f(z)) 成 立 的 对 象 . 于 是 对 于 任何 ze XX 
和 yeY， 


y= f(z) 和 > P(z,y) 成 立 . 
根据 上 下 文 , 函数 也 叫 作 映 射 或 变换 . 有 时 也 称 之 为 态 射 (morphism), 虽然 更 
精确 地 说 , 态 射 指 的 是 更 为 一 般 的 一 类 对 象 , 它们 实际 上 可 能 相当 于 函数 也 可 能 并 
不 相当 于 函数 , 具体 要 依 上 下 文 而 定 . 
例 3.3.2 设 XX=N, Y=N, 且 设 P(z,y) 是 性 质 y = = 十 + 那么 对 于 每 个 
z & N, 存在 恰恰 一 个 y, 使 P(z,y) 成 立 , 即 y = z 十 十 . 于 是 可 以 定义 一 个 关联 于 


中 这 里 说 的 值 域 Y 是 一 个 包含 f(X) := {f(z) : z < X} 的 集合 , 而 不 必 是 f(X). 一 一 译 者 注 
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此 性 质 的 函数 f : N 一 N, 使 得 对 于 一 切 z，f(z) = z++; 这 就 是 N 上 的 增长 函数 ， 
它 取 自 然 数 为 输入 而 转化 到 它 的 增长 为 输出 . 例如 1(4) = 5,f(2n +3) = 2n+4, 依 
此 类 推 . 人 们 也 可 能 希望 定义 一 个 减少 函数 g : N 一 N 关联 于 由 y+ 十 =z 确定 的 
性 质 P(z,y), 即 g(z) 应 该 是 一 个 增长 为 z 的 数 . 不 幸 的 是 , 这 定义 不 了 一 个 函数 ， 
为 当 > = 0 时 , 不 存在 增长 等 于 zx 的 自然 数 y( 公 理 2.3). 另 一 方面 , 我 们 可 以 合 
理 地 定义 一 个 减少 函数 h: N\ {0} 一 N 关联 于 由 y+ 十 =z 确定 的 性 质 P(z,y)， 
为 当 x e N\ {0} 时 , 的 确 恰 有 一 个 自然 数 y 使 得 y + + = z, 这 要 感谢 引 理 2.2.10. 
于 是 , 例如 h(4) = 3 且 h(2n 十 3) = 2n 十 2, 但 h(0) 是 无 定义 的 , 因为 0 不 在 定义 
域 N\{0} 之 中 . 
例 3.3.3( 非 正式 的 ) ”这 个 例子 用 到 了 我 们 将 在 第 5 章 定义 的 实数 系 RR， 人 人 
可 以 试图 定义 平方 根 函 数 : 及 一 及 关联 于 由 只 = z 确定 的 性 质 P(z,y), 即 我 
们 要 让 Vz 是 使 刀 = z 的 数 y. 不 幸 的 是 此 处 有 两 个 问题 不 允许 这 个 定义 确实 建 
立 一 个 函数 . 第 一 个 问题 是 , 存在 实数 r, 使 得 P(z,y) 永 不 成 立 , 例如 如 果 z = -1， 
那么 就 不 存在 实数 y 使 得 y? = x. 然而 这 个 问题 可 以 经 过 把 定义 域 从 及 限制 到 右 
半 直 线 [0, +co) 来 解决 . 第 二 个 问题 是 , 即使 > e [0, +oo), 也 可 能 有 多 于 一 个 的 y 
在 值 域 及 中 , 使 得 y? = z, 例如 , 如 果 z=4 则 y= 2 和 w= 一 2 两 者 都 符合 性 
质 , 即 +2 和 -2 两 者 都 是 4 的 平方 根 . 然而 这 个 问题 可 以 经 过 把 值 域 及 限制 到 
[0, +co) 来 解决 . 这 样 做 了 以 后 , 就 可 以 正确 地 使 用 关系 式 y? = z 定义 一 个 平方 根 
函数 : [0,+co) 一 [0,+oo), 于 是 Vz 就 是 使 得 2 = z 的 唯一 的 数 ye [0, +co). 
定义 一 个 函数 的 通用 的 方式 是 简单 地 确定 其 定义 域 、 值 域 以 及 如 何 从 每 个 输 
入 z 产生 一 个 输出 f(z); 这 叫 作 函数 的 显 式 定义 . 例如 , 在 例 3.3.2 中 , 函数 可 
以 明显 地 指出 其 定义 域 和 值 域 等 于 N, 且 对 于 一 切 > e N 来 定义 f(z) := 工 十 十 . 
另 一 种 定义 一 个 函数 f 的 方式 是 , 我 们 只 确定 何 种 性 质 Plz,y) 把 输入 z 和 输出 
y 联系 起 来 ; 这 就 是 函数 的 隐 式 定义 . 例如 , 例 3.3.3 中 的 平方 根 函 数 Vz 是 以 隐 
含 的 方式 经 关系 式 (Vz)? = z 来 定义 的 ， 注意, 一 个 隐 式 定义 仅 当 我 们 知道 对 于 
每 个 输入 存在 恰恰 一 个 输出 符合 隐 式 关系 时 才 成 立 . 在 很 多 情况 下 , 我 们 为 了 简洁 
而 不 指明 函数 的 定义 域 和 值 域 , 于 是 我 们 就 可 能 把 例 3.3.2 中 的 函数 说 成 是 “函数 
f(z) := z++、“ 销 数 zc 一 二 +”、“ 函 数 z++” 或 者 极端 简短 地 写成 “++”. 但 
是 , 太 过 简 缩 可 能 也 是 危险 的 ; 有 时 明确 得 知 什么 是 函数 的 定义 域 和 值 域 是 重要 的 . 
我 们 注意 到 函数 遵从 代入 公理 : 如 果 x = z', 那么 f(z) = f(z') (为 什么 ?). 换 
句 话说 , 相同 的 输入 产生 相同 的 输出 . 另 一 方面 , 不 同 的 输入 不 必 一定 产 生 不 同 的 
输出 , 如 下 例 所 示 ; 
例 3.3.4 设 X=RN, 工 = 并 设 P(z,y) 是 性 质 y=7. 那么 对 于 每 个 zeN 
肯定 恰 有 一 个 y 使 P(z,y) 成 立 , 此 y 即 数 字 7. 于 是 我 们 可 以 构 作 关联 于 此 性 质 
的 函数 了 : N 一 N; 它 简单 地 是 一 个 常 值 函数 , 它 对 每 个 输入 ze N 都 指定 输出 
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f(z) = 7. 于 是 , 对 于 不 同 的 输入 肯定 可 能 产生 同一 个 输出 . 

注 3.3.5 ”我 们 现在 使 用 括号 “( )” 来 表示 数学 中 的 几 种 不 同 的 事情 . 一 方面 
我 们 用 括号 来 标示 运算 的 次 序 (例如 , 比较 一 下 2+(3x4) =14 和 (2+3)x4= 20)， 
但 另 一 方面 , 我 们 也 用 括号 来 把 函数 f(z) 的 变 元 或 性 质 如 P(z) 的 变 元 包 起 来 . 

然而 , 括号 的 这 两 种 用 法 通常 在 上 下 文中 是 不 会 混淆 的 . 例如 , 如 果 a 是 一 个 
数 , 则 atb + e) 表示 表达 式 a x + o), 而 如 果 f 是 一 个 函数 , 则 fb + c) 表示 当 输 
入 是 b+c 时 的 输出 . 有 时 函数 的 变 元 用 下 标 来 表示 以 取代 括号 . 例如 , 自然 数 的 
一 个 序列 ao0,a1, az?,…… 严格 地 说 是 一 个 从 N 到 N 的 函数 , 只 不 过 表示 作 mn 一 on 
而 不 是 nm a(n). 

注 3.3.6 ”严格 地 说 , 函数 不 是 集合 , 而 集合 也 不 是 函数 . 问 一 个 对 象 > 是 不 
是 一 个 函数 / 的 元 素 , 是 毫 无 意义 的 ; 同时 , 把 一 个 对 象 = 作为 一 个 集合 的 输入 而 
产生 输出 4(z) 也 是 毫 无 意义 的 . 另 一 方面 , 可 以 从 一 个 函数 有 :XX 一 Y 出 发 而 构 
作 它 的 图 像 {(z, f(z)) : ze X}, 它 完全 地 描述 了 此 函数 : 见 83.5. 

我 们 现在 来 定义 关于 函数 的 一 些 基本 概念 (concept) 和 基本 观念 (notion). 第 
一 个 概念 就 是 相等 . 

定义 3.3.7( 函 数 相等 ) ”具有 相同 的 定义 域 和 相同 的 值 域 的 两 个 函数 :XX 一 
Y,， 9 :六 一, 叫 作 是 相等 的 , 记 为 f = 9, 当 且 仅 当 对 于 一 切 ze X，j(z) = g(z). 
(如 果 f(z) 和 g(z) 对 于 z 的 某 些 值 是 一 样 的 , 但 对 于 另外 的 值 是 不 一 样 的 , 那么 我 
们 不 认为 / 和 9 是 相同 的 ?.) 

例 3.3.8 ”函数 z 一 22 十 2z 十 1 与 函数 z m (z + 1)2 在 定义 域 R 上 是 相等 
的 . 函数 z 一 > 与 函数 z 一 |z| 在 正 实数 轴 上 是 相等 的 , 但 在 R 上 不 相等 . 于 是 ， 
函数 相等 的 概念 可 能 依赖 于 定义 域 的 选择 . 

例 3.3.9 ”函数 的 一 个 相当 无 聊 的 例子 是 从 空 集 到 一 个 任意 的 集合 的 空 函数 
:2 一 X. 由 于 空 集 不 含 元 素 , 我 们 无 须 给 f 指定 任何 输出 . 但 不 管 怎样 说 , 既然 
空 集 是 一 个 集合 , 空 函数 就 是 一 个 函数 , 尽管 它 不 是 一 个 有 什么 意思 的 函数 . 注意， 
对 于 每 个 集合 六, 仅 存 在 唯一 一 个 从 g 到 X 的 函数 , 因为 定义 3.3.7 断言 , 一 切 从 
儿 到 X 的 函数 都 是 相等 的 (为 什么 ?) 

相等 这 个 概念 遵从 常用 的 公理 (习题 3.3.1). 

对 于 函数 , 一 个 基础 性 的 可 执行 的 运算 是 复合 . 

定义 3.3.10( 复 合 ) 设 f:X 一 Y 和 g:Y 一 2 是 两 个 函数 , 使 得 7 的 值 域 
与 9 的 定义 域 是 同一 个 集合 . 那么 可 以 定义 两 个 函数 g 与 f 的 复合 为 由 公式 


{(g° jz) := g(f (2)) 


@ 在 第 9 章 , 我 们 将 引入 一 个 关于 相等 的 弱 一 点 的 说 法 ， 即 两 个 函数 几乎 处 处 相等 的 说 法 
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明确 定义 的 函数 . 如 果 f 的 值 域 与 9 的 定义 域 并 不 一 致 , 我 们 认为 复合 go 了 是 无 
定义 的 . 

容易 验证 , 复合 遵从 代入 公理 (习题 3.3.1). 

例 3.3.11 设 f:N 一 N 是 函数 f(n) := 2n, 并 设 g:N 一 NN 是 函数 
g(n) := n+3. 那么 gof 是 函数 


9° f(n) = g(f(n)) = g(2n) = 2n+ 3, 
于 是 , 例如 go f(1) = 5，go f(2) = 7, 依 此 类 推 . 与 此 同时 , /og 是 函数 
fog(n) = fg) = fm+3)=2n+3)= 2n+6, 


于 是 , 例如 fog(1) = 8，fog(2) = 10, 依 此 类 推 . 

上 例 表 明 , 复合 不 是 交换 的 ，f og 与 go f 不 必 是 同一 个 函数 .然而 复合 是 结 
合 的 : 
引 理 3.3.12( 复 合 是 结合 的 ) 设 f:W-Yg:2—W, 且 hh:X 一 
2 都 是 函数 . 那么 ” 

fo(goh)= (f°o9)oh. 

证 明 由 于 goh 是 从 XX 到 W 的 函数 , 从 而 fo (goh) 是 从 和 到 了 Y 的 函 
数 . 类 似 地 , fog 是 从 Z 到 Y 的 函数 , 从 而 (fog) oh 是 从 XX 到 了 的 函数 . 那么 
fo(lgoh) 和 (fo9)oh 有 同样 的 定义 域 和 值 域 . 为 了 证 明 它们 相等 , 从 定义 3.3.7 
看 到 , 必须 验证 对 于 一 切 z € X， 


(fo (goh))(z) = ((f 09) oh)(z). 


但 根据 定义 3.3.10， 
(fo (goh))(z)=f((g on)(z)) 
=f(g(h(z))) 
=(f og9)(n(z)) 
=((f 09) oh)(z) 
这 就 是 所 要 证 的 . 国 


注 3.3.13 ”注意 在 表达 式 gof 中 , 当 9 出 现在 f 的 左边 时 , 函数 go / 首先 
使 用 最 右 端的 函数 / 而 后 再 使 用 g. 此 事 常 引起 混淆 ; 发 生 混淆 的 原因 是 , 我 们 总 
是 把 函数 放 在 它 的 输入 z 的 左边 , 而 不 是 右边 . (也 有 另外 的 不 同 的 数学 记号 , 其 


人 @@ 原文 误 为 : f :一 了，g :Y 一 2，h :2 一 W, 在 证 明 中 也 有 类 似 的 错误 . 一 译 者 注 
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中 把 函数 放 在 它 的 输入 的 右边 , 于 是 代替 f(z) 我 们 得 写 zj/, 但 此 记号 常 被 证 明 不 
是 把 事情 搞 清晰 了 而 是 搞 得 更 糊涂 了 , 因此 尚 不 能 得 到 普遍 使 用 .) 

我 们 来 描述 一 些 特殊 类 型 的 函数 : 1 对 1 函数 、 满 函数 以 及 可 逆 函 数 ， 

定义 3.3.14(1 对 1 函数 ) ”一 个 函数 是 1 对 1 的 (或 单 射 ) 如 果 它 把 不 同 的 
元 素 映 成 不 同 的 元 素 : “ 


T#7 = F(z) #¥f(7). 
等 价 地 说 , 一 个 函数 是 1 对 1 的 , 如 果 


Ge) = Fe) 一 了 = 以 


例 3.3.15( 非 正式 的 ) ”由 f(n) := mn? 定义 的 函数 1 :也 一 也 不 是 1 对 1 的 ， 
因为 不 同 的 元 素 -1, 1 被 映射 到 同一 个 元 素 1. 另 一 方面 , 如 果 我 们 把 这 个 函数 限 
制 到 自然 数 集合 上 , 借助 于 g(n) := n? 定义 g:N 一 ZE, 则 9 是 1 对 1 的 函数 . 于 
是 , 1 对 1 函数 的 概念 不 仅 依赖 于 函数 是 如 何 作用 的 , 而 且 也 依赖 于 它 的 定义 域 是 
什么 . 

注 3.3.16 ”如 果 一 个 函数 f :六 一 了 不 是 1 对 1 的 , 则 可 以 在 定义 域 X 中 
找到 不 同 的 > 和 z', 使 得 f(z) = f(z'), 于 是 可 以 找到 两 个 输入 , 它们 被 映射 到 同 
一 个 输出 . 由 于 这 个 缘故 , 我 们 代替 1 对 1 而 说 是 2 对 1 的 : 

定义 3.3.17( 映 上 的 函数 ) ”一 个 函数 是 映 上 的 (或 满 射 ) 如 果 f(X) = Y,， 图 
YY 中 的 每 个 元 素 都 由 把 f 作用 到 X 中 的 某 个 元 素 上 而 得 来 : 


对 于 每 个 ye Y, 存在 ze X, 使 得 f(z) = y. 


例 3.3.18( 非 正式 的 ) ”由 f(n) := n? 定义 的 函数 了 : Z 一 Z 不 是 映 上 的 , 因 
为 负数 不 在 / 的 象 中 . 但 是 如 果 限 制 值 域 Z 为 平方 数 的 集合 4 := {n2 :meZ}, 那 
么 由 g(n) := n2? 定义 的 函数 9 : Z 一 4 就 是 映 上 的 . 于 是 , 映 上 的 函数 的 概念 不 仅 
依赖 于 函数 是 如 何 作用 的 , 而 且 也 依赖 于 它 的 值 域 是 什么 . 

注 3.3.19 ”单身 和 满 射 的 概念 在 很 多 场合 都 是 彼此 对 偶 的 ; 要 找 根据 可 以 见 
习题 3.3.2、 习 题 3.3.4 和 习题 3.3.5. 

定义 3.3.20( 双 射 函数 ) ”既是 1 对 1 的 又 是 映 上 的 函数 又 叫 作 双 射 或 可 逆 
映射 . 

例 3.3.21 设 f: {0,1,2} 一 {3,4} 是 函数 f(0):=3，f(1):=3，f(2) :=4. 
此 函数 不 是 双 射 ， 因为 如 果 令 y = 3, 那么 在 {0,1,2} 中 到 多 于 一 个 的 x, 使 得 
f(z) = y (这 否定 了 单 射 性 )， 现 在 让 9 : {0, 1} 一 {2, 3, 4} 是 函数 9(0) := 2， 


QD 原文 “bijective”, 亦 可 译 为 “一 一 映射 ”， 见 《数学 名 词 ), 1993 年 , 科学 出 版 社 288 页 . 
一 一 译 者 注 
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g(1) := 3, 那么 g 也 不 是 双 射 ,因为 , 如 果 令 y = 4, 那么 不 存在 z 使 g(z) = y (这 
否定 了 映 上 性 ). 现在 让 h : {0, 1, 2,} 一 {3, 4, 5} 是 函数 h(0) := 3，h(1) := 4 
h(2) :二 5, 那么 h 是 双 射 , 因为 元 素 3,4,5 的 每 一 个 都 恰 由 元 素 0,1,2 中 的 一 个 经 
hh 映射 而 来 . 

例 3.3.22 ”由 f(n) :=m++ 定义 的 函数 f :N 一 N\ {0} 是 双 射 (事实 上 ,此 
事 是 公理 2.2~2.4 的 简单 重 述 )， 另 一 方面 , 由 同一 定义 g(n) := n 十 十 确定 的 函数 
g: N 一 N 却 不 是 双 射 , 于 是 双 射 函数 的 概念 不 仅 依赖 于 函数 是 如 何 作用 的 , 而 且 
也 依赖 于 值 域 (和 定义 域 ) 是 什么 . 

注 3.3.23 ”如 果 一 个 函数 z f(z) 是 双 射 , 那么 有 时 也 称 f 为 完全 匹配 或 1 
对 1 对 应 . ( 别 和 1 对 1 函数 相 混淆 ). 并 把 f 的 作用 代替 z 一 ffz) 而 用 rz jz) 
来 表示 . 那么 像 上 例 中 的 函数 h 就 是 1 对 1 对 应 0 上 3，1 4，2 汪 5. 

注 3.3.24 ”一 个 常见 的 错误 是 , 说 一 个 函数 f : X 一 了 是 双 射 当 且 仅 当 “对 
于 XX 的 每 个 zw, 恰 有 Y 中 的 一 个 y 使 得 y = f(z)”. 这 可 不 是 双 射 的 意思 , 而 仅 只 
是 说 出 了 了 是 一 个 函数 的 意思 . 一 个 函数 不 可 以 把 一 个 元 素 映 成 两 个 不 同 的 元 素 ， 
例如 , 不 可 以 有 一 个 函数 / 使 得 f(0) = 1 同时 f(0) = 2. 上 例 中 给 出 的 函数 ,g 都 
不 是 双 射 , 但 它们 依然 都 是 函数 , 因为 每 个 输入 依然 恰 给 出 一 个 输出 . 

如 果 /是 双 射 , 那么 对 于 每 个 ye Y, 恰 有 一 个 z 使 得 f(z) =y (由 于 映 上 性 ， 
至 少 存在 一 个 , 而 由 于 单 射 性 , 至 多 存在 一 个 ). zx 的 这 个 值 记 作 f+(y); 于 是 三 ! 
是 一 个 从 Y 到 X 的 函数 . 我 们 称 广 : 为 7 的 逆 . 


习 题 3.3 


3.3.1 ”证 明 在 定义 3.3.7 中 相等 的 定义 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 ， 再 验证 代入 性 质 ， 如 果 
让: XX 一 了 7, 而且 g,9 :Y 一 Z 是 这 样 的 函数 , f 二 下 且 g 二 多 那 么 gof = 
Fof.® 

3.3.2 设 1:X 一 Y 且 g:Y 一 2 是 函数 . 证 明 : 如 果 f 和 9 都 是 单 射 , 则 gof 也 是 单 射 . 
类 似 地 , 证 明 : 如 果 f 和 9 都 是 满 射 , 则 go f 也 是 满 射 

3.3.3 ” 何 时空 函 数 是 单 射 ? 满 射 ? 双 射 ? 

3.3.4 ”本 段 给 出 一 些 关于 复合 的 消去 律 . 设 f:X 一 Y，f:X 一 Y，g:Y 一 2 上 且 
了 :Y 一 2 都 是 函数 . 证 明 , 如 果 gof = go 广 且 9 是 单 射 ,那么 f 一 了 如 果 9 不 是 
单 射 , 同样 的 结论 成 立 吗 ? 证 明 如 果 go f = 了 of 且 /是 满 射 , 那么 g = 六 如 果 f 不 
是 满 射 , 同样 的 结论 成 立 吗 ? 

3.3.5 设 /:X 一 Y 且 g:Y 一 2 是 函数 . 证 明 如 果 gey 是 单 射 , 那么 /必定 是 单 射 .9 是 
不 是 也 一 定 是 单 射 ? 证 明 如 果 go f 是 满 射 那么 9 必定 是 满 射 .f 也 一 定 是 满 射 吗 ? 


加 原文 此 式 为 fog = Fo7 一 一 译 者 注 
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3.3.6 设 j:X 一 了 是 一 个 双 射 函数 , 并 设 广 : :了 一 区 是 了 的 道 . 验证 对 于 一 切 < XX 
成 立 消去 律 六 1(j(z)) = z, 以 及 对 于 一 切 y EY 成 立 消去 律 J(f-1(y)) = y. 断定 
f7! 也 是 可 逆 的 , 而 且 f 是 它 的 逆 ( 于 是 ( 广 ) -1 = 及. 

3.3.7 设 /:X 一 Y 且 g;Y 一 2 是 函数 . 证 明 如 果 f 和 g 都 是 双 射 , 那么 go j 也 是 双 射 ， 
并 有 (gof) =f!og™. 

3.3.8 ”如 果 X 是 Y 的 一 个 子 集 , 令 rx-y :六 一 Y 是 从 义 到 YY 的 包含 映射 , 即 : 对 于 一 
切 zE XX, Tx.Y(7Z) := z, 映射 Tx-x 特 称 为 X 上 的 恒 等 映射 . 
(a) 证 明 : 如 果 铸 CY C 2, 那么 Ty-_.z oTx_y = Tx_.2. 
(b) 证 明 : 如 果 f : 4 一 B 是 一 个 函数 , 那么 f = foT4-.a = 7B-.Bof. 
(c) 证 明 : 如 果 f : 4 一 B 是 双 射 函 数 , 那么 fo 三 ! = Te-B 而 且 f-!10f = ra 一 4. 
(qd) 证 明 ; 如 果 X 和 Y 是 不 交 的 集合 , 而 且 了 : XX 一 2，g :Y 一 2 是 函数 , 那么 存 

在 唯一 的 函数 hh: XUY 一 2, 使 得 horx_,xUy = 二 f 且 hory_.xUy 二 9g. 
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我 们 知道 , 一 个 从 集合 X 到 集合 Y 的 函数 1 : X 一 Y 可 以 把 单个 的 元 素 
z EX 映 到 元 素 f(z) eY. 函数 也 可 以 把 X 的 子 集 映 到 Y 的 子 集 . 

定义 3.4.1( 集 合 的 象 ) ”如果 三: 七 一 了 是 一 个 从 和 到 YY 的 函数 ,而 3 是 
X 的 一 个 子 集 , 定义 1(5) 是 集合 


f(5) :={f(7) :x € 5); 


这 是 Y 的 一 个 子 集 , 称 为 5 在 映射 之 下 的 象 .有 时 也 称 f(5) 为 5 的 前 象 (forward 
image) 以 区 别 于 下 面 定义 的 5 的 逆 象 . 

注意 , 根据 替换 公理 (公理 3.6), 7(S) 是 明确 定义 了 的 . 也 可 以 不 用 替换 公理 
而 根据 分 类 公理 (公理 3.5) 来 定义 f(5), 我 们 把 此 事 留 作 向 读者 的 挑战 

例 3.4.2 ”如 果 了 :N 一 是 映射 f(z) = 2z, 那么 {1,2.3} 的 前 象 是 {2,4,6}: 


f({1,2,3}) = {2,4,6}. 


更 不 正式 地 说 , 为 了 算出 f(5), 我 们 取 3 的 每 个 元 素 z, 并 对 其 使 用 /而 得 到 每 个 
单个 的 元 素 , 然后 把 作为 结果 得 到 的 一 切 对 象 收集 在 一 起 构成 一 个 新 的 集合 . 
在 上 例 中 , 象 与 原来 的 集合 有 同样 的 大 小 , 但 有 时 由 于 / 不 是 1 对 1 的 , 象 可 
能 更 小 ( 见 定义 3.3.14). 
例 3.4.3( 非 正式 的 ) ” 设 Z 是 整数 集 (我 们 将 在 下 一 节 严 格 地 定义 整数 集 ), 并 
设 f:Z 一 Z 是 映射 f(z) = z?, 那么 


f({—1,0,1,2}) = {0,1,4}. 
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注意 f 不 是 1 对 1 的 , 因为 f(-1) = j). 
注意 , 我 们 有 
ze3 一 f(r) sj(9)， 
但 是 一 般 而 言 
f(r) sjS) rES; 
例如 在 上 例 中 , f(-2) 属于 集合 A({ 一 1,0,1,2)), 但 -2 不 属于 {一 1,0,1,2}. 正确 的 
命题 是 


y€1(3) < 对 于 某 ze 5,y = f(z). 


(为 什么 ?) 
定义 3.4.4( 道 象 ) 如 果 U 是 Y 的 一 个 子 集 , 定义 f-1(U) 为 集合 


J-1(0) := {rE X: f(z) eU}. 


换 句 话说 , f-1(U) 由 X 中 的 一 切 映 入 U 中 的 元 素 组 成 : 


zl ED 二 > ref!(V). 


我 们 把 f-1(U) 叫 作 U 的 逆 象 . 
例 3.4.5 如果 f :N 一 NN 是 映射 f(z) = 2z, 那么 fl, 2, 3}) = {2,4,6}, 但 
是 /7-1({1, 2, 3}) = {1}. 于 是 {1, 2, 3} 的 前 象 与 后 象 (backward image) 是 完全 不 
同 的 集合 . 还 有 , 注意 
7 (777 (1, 2, 3})) # {1, 2, 3}. 
(为 什么 ?) 
例 3.4.6( 非 正式 的 ) ”如 果 f :了 一己 是 映射 f(z) = z2, 那么 


六 (0 1, 4}) = {-2, —1, 0, 1, 2}. 


注意 , 对 于 集合 广 !(D) 之 存在 , f 完全 不 必 是 可 逆 的 . 同时 要 注意 象 和 逆 象 完全 不 
是 彼此 相 逆 的 . 例如 我 们 有 


f° (F({-1,0, 1, 2})) # {1, 0, 1, 2}. 


(为 什么 ?) 
注 3.4.7 ”如果 f 是 双 射 函 数 , 那么 我 们 已 然 以 两 种 稍 许 不 同 的 方式 定义 了 
广 !, 但 这 不 是 什么 事 , 因为 两 种 定义 是 等 价 的 (习题 3.4.1). 
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如 前 面 注释 过 的 ,函数 不 是 集合 . 但 是 我 们 也 把 函数 看 成 是 一 种 对 象 , 而 且 特 
别 地 我 们 可 以 考虑 函数 的 集合 , 尤其 是 应 该 可 以 考虑 从 一 个 集合 X 到 一 个 集合 了 
的 一 切 函 数 所 成 的 集合 . 为 了 这 个 目的 , 我 们 引入 集合 论 中 的 又 一 个 公理 . 

公理 3.10( 短 集 公 理 ) 设 X 和 了 是 集合. 那么 存在 一 个 集合 , 记 作 了 X， 它 
由 从 X 到 了 的 一 切 函数 组 成 , 即 


f EYX 和 > (J 是 一 个 以 天 为 定义 域 以 了 为 值 域 的 函数 ). 


例 3.4.8 设 X= {4,7} 且 Y = {0,1}. 那么 集合 YX 由 4 个 函数 组 成 : 映 
4 0 并 上 映 7 了 0 的 函数 ; 映 4 一 0 并 映 7 一 1 的 函数 ; 映 4 1 并 映 7r0 的 函 
数 ; 映 4 一 1 并 映 7 五 1 的 函数 . 用 记号 YX 来 表示 这 个 集合 的 缘由 是 如 果 Y 有 
nn 个 元 素 , 而 X 有 m 个 元 素 , 则 可 以 证 明 , YX 有 mm 个 元 素 ; 见 命题 3.6.14(f). 

此 公理 的 一 个 结果 是 : 

引 理 3.4.9 设 久 是 集合 . 那么 集合 


{Y :了 Y 是 六 的 子 集 } 


是 一 个 集合 . 
注 3.4.10 ”集合 {Y :了 Y 是 XX 的 子 集 } 就 是 周知 的 X 的 医 集 , 记 作 2X. 例如 ， 
如 果 a,b,c 是 不 同 的 对 象 , 我 人 有 


2029 = {G {a}, {6}, {c}, {0,5}, {a,c}, {b,c}, {a, b,c}}. 


注意 由 于 a,b,c 有 3 个 元 素 , 2{%5} 有 23 = 8 个 元 素 . 这 提示 我 们 为 何 把 X 的 罕 
集 记 作 2X; 在 第 8 章 我 们 还 会 回 到 这 件 事 . 

为 完整 起 见 , 我 们 现在 再 往 集合 论 中 添加 一 条 公理 , 它 扩充 了 双 并 公理 而 允许 
作出 大 得 多 的 并 集 . 

公理 3.11( 并 ) 设 4 是 集合 , 它 的 每 个 元 素 本 身 是 一 个 集合 . 那么 存在 一 个 
集合 LU 4, 它 的 元 素 确切 地 是 A 的 元 素 的 元 素 , 于 是 对 于 一 切 对 象 T， 


ZEUA <=> (对 于 某 个 Se 4, ze9). 
例 3.4.11 如 果 4 = {{2,3}, {3,4}, {4,5}}, 那么 U4 = {2,3,4,5}( 为 什么 ?). 
并 公理 联合 双 元 素 集 公理 , 蕴含 双 并 公理 (习题 3.4.8)， 此 公理 的 另 一 个 重要 
结果 是 , 如 果 有 一 个 集合 I, 且 对 应 于 每 个 元 素 ae I, 有 一 个 集合 4。, 那么 我 们 可 
以 构 作 一 个 并 集 Usr 4。, 定义 为 


U ho :=U{ha :ael), 
oa€El 


83.4 象 和 逆 象 47 


根据 蔡 换 公理 和 并 公理 , 它 是 一 个 集合 . 于 是 , 作为 例子 , 如 果 工 = {1,2,3}，43 := 
{2,3}，42 := {3,4}，43 := {4,5} 那么 User ha = {2,3,4,5}. 更 一 般 地 , 我 们 见 到 ， 
对 于 任何 一 个 对 象 y， 


ye U 4。 < (对 于 某 a € I,y€ 4au). (3.2) 
ET 


在 这 种 情况 下 , 我 们 常 把 了 叫 作 指 标 集 , 并 视 此 集 之 元 素 a 为 标签; 诸 集合 4。 则 
叫 作 一 个 集合 的 族 (或 简称 为 集 族 ), 它们 是 贴 有 标签 w < 4 的 . 注意 , 如 果 了 是 空 
集 , 则 Uscr he 将 自动 地 也 是 空 集 (为 什么 ?). 

我 们 可 以 类 似 地 构 作 集 族 的 交 , 只 要 指标 集 不 空 . 更 详细 地 说 , 给 定 任意 一 个 非 
空 的 集合 , 并 对 于 每 个 we 了 指定 一 个 集合 4, 我 们 可 以 这 样 来 定义 交集 sy 46， 
首先 选 某 个 元 素 8 e 7( 此 事 可 行 , 由 于 了 不 空 ) 然后 令 


门 4u := {Zz e hg :对 于 一 切 a € Thze Aa}, (3.3) 
aer 


根据 分 类 公理 , 这 是 一 个 集合 . 这 个 定义 可 能 看 上 去 依赖 于 6 的 选择 , 其 实 不 然 ( 习 
题 3.4.9). 注意 , 对 于 任何 对 象 y， 


ye 门 4。 = (对 于 一 切 aeTye Ao). (3.4) 
aer 


(与 (3.2) 比较 一 下 .) 

注 3.4.12 ”集合 论 的 这 些 我 们 已 引入 的 公理 (公理 3.1~3.11, 除了 危险 的 
公理 3.8 之 外 ) 都 叫 作 集合 论 的 Zermelo-Fraenkel 公理 ?用 Ermest Zermelo 
(1871 一 1953, 德国 人 ) 和 Abraham Fraenkel (1891 一 1965, 以 色 列 人 ) 的 名 字 命 名 . 
我 们 最 后 还 需要 一 个 更 进一步 的 公理 , 即 著名 的 选择 公理 ( 见 88.4), 称 作 集 合 论 的 
Zermelo-Fraenkel 选择 公理 (ZFC), 但 我 们 有 时 也 不 需要 这 条 公理 . 


习 题 3.4 


3.41 设 f: 久 一 Y 是 一 个 双 射 函数 , 并 设 三 ! : Y 一 X 是 它 的 道 . 设 V 是 Y 的 任意 一 
个 子 集合 . 证 明 V 在 f7! 下 的 前 象 与 V 在 / 下 的 逆 象 是 同一 个 集合 , 从 而 两 者 皆 用 
J (V) 代表 而 不 会 引起 任何 不 相 协 亩 之 事 . 

3.4.2 设 F:X 一 Y 是 从 集合 X 到 集合 Y 的 函数 , 设 5 是 X 的 一 个 子 集合 , 而 可 是 了 
的 一 个 于 集合 . 一 般 说 来 , 关于 f-!(f(5)) 和 S 可 以 说 些 什么 ? 关于 f(f-:(U)) 各 
又 可 以 说 些 什么 ? 


四 这 些 公理 在 其 他 课本 中 叙述 方式 稍 许 不 同 , 但 所 有 的 人 氢 述 都 可 被 证 明 是 彼此 等 价 的 
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3.4.3 


3.4.5 


3.4.6 


3.4.7 


3.4.8 
3.4.9 
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设 4,B 是 集合 X 的 两 个 子 集 合 , 并 设 f : X 一 Y 是 函数 ”证 明 f(A 门 B) 5 
f(A)NI(B), f(A)\ 1(B) EC /(A\ B), f(AUB) = /(A) U1(B). 对 于 前 两 个 合 
题 , C 关系 可 以 加 强 为 = 吗 ? 
设 了 :XX 一 Y 是 从 一 个 集合 X 到 另 一 个 集合 Y 的 函数 , 并 设 U,V 是 Y 的 子 集 
合 . 证 明 站 VUV)= (OUI FONY) = 广 :mp (7), 以 及 
fr = (DD \ 0V). 
设 f: 义 一 Y 是 从 一 个 集合 XX 到 另 一 个 集合 Y 的 函数 , 证 明 f(f” (5)) = 5 对 于 每 
个 S CY 都 成 立 的 充分 必要 条 件 是 f 是 满 射 . 证 明 f-:(J(S)) = S 对 于 每 个 SCX 
都 成 立 的 充分 必要 条 件 是 /是 单 射 . 
证 明 引 理 3.4.9. (提示 : 从 集合 {0, 1} 开始 并 使 用 替换 公理 把 每 个 函数 f 替换 为 对 
象 71({1}).) 亦 见 习题 3.5.11. 
设 X,Y 是 集合 , 定义 一 个 从 义 到 了 的 部 分 函数 f : X' 一 Y', 其 定义 域 X' 是 义 的 
一 个 子 集合 , 其 值 域 Y' 是 Y 的 一 个 子 集合 . 证 明 从 和 到 了 的 全 体 部 分 函数 本 身 成 为 
一 个 集合 . (提示 : 使 用 习题 3.4.6、 案 集 公理 、 替 换 公理 以 及 并 公理 .) 
证 明 : 公理 3.4 可 以 从 公理 3.3 和 公理 3.11 推导 出 来 . 
设 工 是 指标 集 , 对 于 每 个 a < 了 我们 都 指定 了 一 个 集合 A。. 证 明 : 对 于 任意 8, 8' € 了 
有 : 

{z € ha : 对 于 一 切 a € I,z € A。} = {x € hp :对 于 一 切 a € Tz € 4-}， 


从 而 在 (3.3) 中 确定 的 集合 门 er 4a 的 定义 不 依赖 于 B. 同时 , 解释 为 什么 (3.4) 成 立 . 


3.4.10 ”假设 I 和 ,7 是 两 个 集合 , 并且 对 于 每 个 a e TU J，Aa 是 一 个 集合 .证 明 (User 4a) U 


3.4.1 


(Uaey 4a) = (Useruy 4a). 如 果 了 和 J 都 是 不 空 的 ,证 明 (站 er 4a) 站 (站 se ha) 
= (Noernv hoe)- 

1 设 X 是 一 个 集合 , 了 是 一 个 不 空 的 集合 , 并 且 对 于 每 个 we J，A。 是 X 的 一 个 子 集 
合 . 证 明 


X\U4e= NX\Ao), 
er er 


A Ye 


这 与 命题 3.1.28 中 的 De Morgan 律 是 相对 照 的 (虽然 不 能 直接 从 De Morgan 律 导 
出 上 面 的 等 式 , 因为 了 可 以 是 无 限 的 ). 


83.5 ” 笛 卡 儿 乘 积 
除了 集合 的 并 、 交 、 差 这 些 基本 运算 外 之 外 , 还 有 一 个 基础 性 的 运算 , 那 就 是 


第 卡 儿 乘 积 ”. 


@ Descartes Rene, 1596 一 1650, 法 国人 . 一 一 译 者 注 


83.5 笛 卡 儿 夹 积 “49 


定义 3.5.1( 序 偶 ) ”如 果 > 和 vy 是 两 个 对 象 (可 以 相等 ), 定义 序 偶 (z, y) 为 一 
个 新 的 对 象 , 称 z 为 它 的 第 一 个 分 量 而 y 为 它 的 第 二 个 分 量 . 两 个 序 偶 (z, y) 和 
(zy) 看 作 是 相等 的 , 当 且 仅 当 它们 的 两 个 分 量 分 别 相等 , 即 


w=(0,Y) (z=x By=y). (3.5) 


这 一 关系 遵从 通常 的 相等 的 公理 (习题 3.5.3). 于 是 , 作为 例子 , 序 偶 (3, 5) 等 
于 序 偶 (2 + 1, 3 +2), 但 不 等 于 序 偶 (5, 3)，(3, 3) 及 (2, 5). (这 与 集合 的 相等 有 所 
不 同 , 作为 集合 {3, 5} 与 {5, 3} 是 相同 的 .) 

注 3.5.2 ”严格 地 说 , 这 个 定义 在 一 定 程度 上 是 一 个 公理 , 因为 我 们 简单 地 假 
定 , 给 定 两 个 对 象 > 和 y, 就 存在 一 个 形 如 (z, y) 的 对 象 , 然而 仅 使 用 集合 论 的 公 
理 而 不 用 其 他 任何 假定 来 定义 序 偶 是 可 以 做 到 的 (见习 题 3.5.1). 

注 3.5.3 ”我 们 现在 “ 超 负荷 ”地 再 次 使 用 了 括号 这 一 符号 ( ); 括号 现在 已 
不 光 是 用 来 表示 运算 的 结合 , 也 不 光 是 用 来 标示 函数 的 自 变量 , 而 是 也 用 来 表示 序 
偶 . 在 实用 中 通常 毫 无 问题 地 可 以 从 上 下 文 来 确定 括号 的 用 途 . 

定义 3.5.4( 笛 卡 儿 乘积 ) 如果 X 和 Y 是 集合 , 那么 我 们 定义 篇 卡 儿 乘积 X x 
Y 为 一 切 序 偶 的 全 体 (collection), 这 些 序 偶 的 第 一 个 分 量 是 X 的 元 素 , 第 二 个 分 
量 是 Y 的 元 素 , 于 是 ， 


和 xy ={(z 人 :ze 和 yyEY]， 
或 者 等 价 地 
ae (XxY) < (对 于 某 z e X 和 某 y e Y, a = (z, y)). 


注 3.5.5 ”我 们 将 简单 地 假定 , 只 要 X 和 了 是 集合 , 序 偶 的 概念 就 使 笛 卡 儿 
乘积 XX xY 也 是 一 个 集合 . 这 在 实践 中 当然 毫 无 问题 ; 见习 题 3.5.1 
例 3.5.6 ”如果 关 := {1,2} 且 Y := {3,4 5}, 那么 


XxY ={(1,3), (1,4), (1,5), (2,3), (2,4), (2,5)}, 


而 且 
Y x X={(3,1), (4,1), (5,1), (3,2), (4 2), (5,2)}. 


于 是 , 严格 说 来 ,XxY 与 Y xX 是 不 同 的 集合 , 虽然 它们 很 相似 . 例如 , 它们 
总 有 同样 多 的 元 素 (习题 3.6.5). 

设 /: X xy 一 Z 是 一 个 函数 , 其 定义 域 X xY 是 两 个 集合 X 和 YY 的 笛 卡 
儿 乘积 , 那么 既 可 以 被 看 成 是 一 个 变 元 的 函数 : 它 把 匀 xY 中 的 一 个 序 个 (z, ) 
作为 单个 的 输入 而 映射 成 Z 中 的 一 个 元 f(z,y) 作为 输出 ; 也 可 以 被 看 作 是 两 个 变 
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元 的 函数 : 它 把 一 个 输入 z <e X 和 另 一 个 输入 y e Y 映射 成 Z 中 的 单个 的 输出 
f(z, 臣 . 虽然 这 两 种 观点 技术 上 是 不 同 的 , 但 我 们 不 去 区 分 它们 , 而 同时 认为 既 
是 以 XxY 为 定义 域 的 单 变 元 函数 , 也 是 以 X 和 了 同 为 定义 域 的 两 个 变 元 的 函数 . 
于 是 , 作为 例子 , 自然 数 的 加 法 运算 +, 现在 可 以 重新 解释 为 函数 +:NxN 一 N, 
它 以 (z,y) 一 十 y 为 定义 . 

当然 可 以 推广 序 偶 的 概念 成 为 有 序 三 元 组 和 有 序 四 元 组 等 

定义 3.5.7( 有 序 元 组 及 nn 重 笛 卡 儿 乘 积 ) ” 设 ”是 自然 数 . 一 个 有 序 nn 元 
组 (zi)isisn (也 可 记 作 (zu … ,zn)) 是 由 个 对 象 z1，… ,zn 按 次 序 构成 的 一 
个 组 , 规定 z; 是 第 i 个 分 量 , 1 < i < m 两 个 有 序 m 元 组 (zil<i<n 和 (yi)1<i<n 
叫 作 是 相等 的 , 当 且 仅 当 对 于 一 切 1 < i < n，zi = 如果 (Xi)1cign 是 集合 的 
有 序 n 元 组 , 我 们 定义 此 组 的 诸 分 量 的 笛 卡 儿 乘 积 TT <;<。 Xi( 也 记 作 TI Xi 或 
Xi1x-… xXn) 为 


I x:={(zi)igign : 对 于 一 切 1<i<m vi € Xi}. 
1<i<n 

再 次 说 明 , 此 定义 简单 地 假定 有 序 ” 元 组 及 笛 卡 儿 乘积 总 是 存在 的 , 但 是 只 要 
用 得 着 , 使 用 集合 论 的 公理 可 以 明确 地 构 作 出 这 些 对 象 来 (习题 3.5.2). 

注 3.5.8 ”可 以 证 明 IT <;<, Xi 的 确 是 一 个 集合 . 实际 上 , 从 军 集 公理 我 们 可 
以 考虑 从 定义 域 {1 < i < n} 到 值 域 Uicicn Xi 的 一 切 函数 的 集合 , 于 是 我 们 可 以 
使 用 分 类 公理 限制 到 那些 函数 , 它们 必须 满足 条 件 : 对 于 一 切 1 < i < mn im zi 
可 以 把 这 种 构 作 方式 推广 到 无 限 的 笛 卡 儿 乘积 , 见 定义 8.4.1. 

例 3.5.9” 设 a1,b1,az,b2,as, bs 都 是 对 象 , 并 设 XX := {a1,b}，Xo := {a2, bo} 
及 Xs := {as,b3}. 那么 我 们 有 


X1 x X2 x Xa = {(a1,42, a3), (a1,02, bs3), (a1,b2, a3), (a1,b2, b3), 
(b1, 02, a3), (b1, 022, ba), (b1, b2, a3), (bi, ba, bs)}, 
(X1 x X2) x Xs = {((01, 02), 43), ((01, 02),63), ((a1,b2); a3), ((a1, 62), ba), 
((b1, az) a3), ((b1, a2), ba), ((b1, 62), aa) ((b1, b2), b3)}, 
X1 x (X2 x Xs) = {(@1, (a2, 43)), (a1, (a2, 6b3)), (a1, (ba, 43)), (a1, (ba, bs)), 
(b1, (a2, a3)), (b1, (a2, b3)), (b1, (b2, a3)), (D1, (bz, b3))}. 
于 是 严格 地 说 , 集合 Xi x X2 x Xa3，(X1 x X2) x Xa 及 Xi x (Xz x Xs) 是 互 不 
相同 的 集合 . 然而 , 它们 明显 地 彼此 紧密 相关 (例如 , 在 这 三 个 集 的 任何 两 个 之 间 都 
存在 明显 的 双 射 ) 于 是 , 通常 在 实践 中 总 是 忽略 它们 之 闻 的 小 小 的 不 同 而 假装 它们 
实际 上 是 相同 的 . 于 是 一 个 函数 f : Xi x X2 x Xs 一 了 可 以 被 看 作 是 一 个 变 元 
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(zi za; za) E Xi x X2 x Xa 的 函数 , 或 三 个 变 元 zk e Xi1,z2 e Xo, za e Xs 的 函数 ， 
或 两 个 变 元 ze ，(z2,7T3) < X2 x Xa 的 函数 , 诸如 此 类 . 我 们 将 不 在 乎 这 些 不 
同 的 看 法 . 

注 3.5.10 ”一 个 有 序 m 元 对 象 组 zl1,… ,zn 也 叫 作 mn 元 序列 , 或 简称 为 有 限 
序列 . 在 第 5 章 我 们 将 介绍 非常 有 用 的 无 限 序列 的 概念 . 

例 3.5.11 ”如果 z 是 一 个 对 象 , 那么 (z) 是 一 元 组 , 我 们 将 把 它 与 z 自身 等 
同 看 待 (尽管 严格 说 来 , 两 者 不 是 同一 对 人 象 ). 那么 , 如 果 Xi 是 一 个 任意 的 集合 , 则 
笛 卡 儿 乘积 [Ti <isl Xi 恰 就 是 入 (为 什么 ?). 同时 , 空 的 笛 卡 儿 乘积 TJ1<ixo Xi 给 
出 的 并 不 是 空 集 {}, 而 是 单元 素 集 {( )}, 其 唯一 的 元 素 是 0 元 组 (), 也 叫 作 空 组 
(empty tuple). 

如 果 n% 是 自然 数 , 我 们 常 写 X" 以 简单 地 表示 n 重 笛 卡 儿 乘积 X" := ITisi<n 厌 
那么 X! 本 质 上 与 X 是 同一 个 集合 (如 果 我 们 忽略 在 一 个 对 象 > 与 一 个 一 元 组 (z) 
之 间 的 区 别 的 话 ), 同时 X2 是 笛 卡 儿 乘积 X x X. 集合 X0 是 一 个 单元 素 集 {()}. 
(为 什么 ?) 

我 们 现在 可 以 推广 单 选 引 理 ( 引 理 3.1.6) 到 多 重 (然而 有 限 多 ) 选择 的 情形 . 

引 理 3.5.12( 有 限 选择 ) 设 nn>1 是 自然 数 ,并且 对 于 每 个 自然 数 1<i<n， 
令 XX; 为 一 个 非 空 的 集合 . 那么 存在 一 个 n 元 组 (Ti)i<i<n 使 得 对 于 一 切 1 < i< 
n, Zi E Xi. 换 各 话说 , 如 果 每 个 Xi 都 非 空 , 那么 集合 [[1<icn Xi 也 非 空 . 

证 明 ”我 们 对 ”进行 归纳 (从 基础 情形 n = 1 开始 ; 结论 对 于 ”= 0 是 
空洞 地 成 立 的 , 那 并 没有 什么 实在 的 意思 ). 当 n = 1 时 , 结论 由 引 理 3.1.6 推出 
(为 什么 ?). 现 归纳 地 假定 结论 己 对 于 某 n 证 实 , 我 们 要 证 它 对 于 ”+ + 也 成 立 . 
设 Xi,… ,Xn++ 是 一 组 非 空 的 集合 . 根据 归纳 假设 , 我 们 可 以 找到 一 个 n 元 组 
(zi)igign 使 对 于 一 切 1 < i < n，z; € Xi;. 同时 , 由 于 Xi++ 不 空 , 根据 引 理 3.1.6， 
可 以 找到 一 个 对 象 ae Xn++. 于 是 如 果 当 1 < i<n 时 令 yj := zi 而 当 i=n+ 十 
时 令 y; := a, 那么 就 定义 了 一 个 n 十 + 元 组 (yi)i<ign++, 并 且 显 然 y;: < X; 对 于 一 
切 1 < i gn 成 立 , 从 而 完成 了 归纳 法 . 

注 3.5.13 ”这 个 引 理 应 该 能 推广 到 无 限 选 择 的 情形 , 这 在 直观 上 像 是 讲 得 通 
的 , 可 是 这 不 能 自动 地 完成 , 它 需 要 一 个 附加 的 公理 一 一 选择 公理 . 见 88.4. 


习 题 3.5 


3.5.1 ”假设 对 任意 的 对 象 x 和 y, 用 公式 (z,y) := {{2}, {zx}} 来 定义 序 偶 (z,y)( 于 是 要 
使 用 公理 3.3 若干 次 )”、 那 么 , 作为 例子 , (1, 2) 是 集合 {{1}, {1, 2}}， (2,1) 是 集合 
{{2}, {2,1}}, 且 (1,1) 是 集合 {{1}}. 证 明 , 这 样 的 定义 符合 性 质 (3.5), 而 且 只 要 X 
和 Y 是 集合 , 第 卡 儿 乘积 X x Y 就 也 是 集合 . 于 是 , 这 个 定义 可 以 成 功 地 用 作 序 偶 的 
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3.5.2 


3.5.3 
3.5.4 


3.5.5 


3.5.6 


3.5.7 


3.5.8 


3.5.9 


3.5.10 


3.5.11 


定义 . 作为 一 个 附加 的 挑战, 证 明 变 样 的 定义 (z,y) := {z,{z,y})} 也 适合 (3.5), 从 而 也 
是 序 偶 的 可 接受 的 定义 . (为 完成 后 一 任务 , 需要 正则 性 公理 以 及 具体 使 用 习题 3.2.2.) 
假设 我 们 把 有 序 n 元 组 定义 为 一 个 满 射 函数 z: {i E N : 1 < i < n} 一 XX, 其 值 域 是 
某 个 任意 的 集合 X (于 是 不 同 的 有 序 n 元 组 允许 有 不 同 的 值 域 ); 那么 我 们 把 z(i) 写成 
Zi, 并 把 z 写成 (Zi)1gign. 用 这 个 定义 来 验证 ,， (Zi)1gign = (Wi)igign 当 且 仅 当 对 于 
一 切 1< i < n 有 zi = gyi. 同时, 证明: 如 果 (Xi]i<i<w 是 集合 的 一 个 有 序 n 元 组 ， 
那么 在 定义 3.5.7 中 定义 的 笛 卡 儿 乘积 的 确 是 一 个 集合 . (提示 : 使 用 习题 3.4.7 及 分 类 
公理 .) 

证 明 对 于 序 偶 及 有 序 n 元 组 相等 的 定义 遵从 反 身 性 、 对 称 性 和 传递 性 公理 

设 4, B,C 是 集合 .证 明 Ax(BUC)= (4xB)U(4x0O), 4x(Bnc)=(4x 
5) 站 (4 x C) 以 及 A x (B\C) = (4 x B)\ (4 x COC). (当然 也 可 以 证 明 类 似 的 等 式 ， 
其 中 笛 卡 儿 乘积 的 左右 因子 互 换 .) 

设 4, 5, C, DD 是 集合 . 证 明 (4 x B)mIC x D) = (4anc) x (B 门 D). 等 式 (A x 
B)U(CxD) = (4UC)x(BUD) 成 立 吗 ? 等 式 (A4xB)\(CxD) = (A\C)x(B\D) 
成 立 吗 ? 

设 4, B, C, D 都 是 不 空 的 集合 . 证 明 AxBCcCxD 当 日 仅 当 4CcC 且 BC D，, 
以 及 AxB=CxD 当 且 仅 当 4=C 且 B= D. 如 果 把 4, B,C,D 都 是 不 空 的 集 
合 这 一 假定 去 掉 , 将 会 发 生 什么 ? 

设 X,Y 是 集合 , 并 设 rxxy_x :XXY 一 针 和 nxxy_Y : 久 xXY 一 Y 是 映射 
AXxYX(T,Y) :三 3 及 Txxy-y(z2) := y; 这 些 映射 是 周知 的 X x Y 上 的 坐标 函 
数 . 证 明 , 对 于 任何 函数 1: 2 一 X 和 9 : 2 一 Y, 存在 唯一 的 函数 hh: Z 一 和 x 了， 
使 得 mxxy-xoh=f 且 zxxy-Y oh 二 g. (将 此 与 习题 3.3.8 的 最 后 部 分 相 比 较 ， 
并 与 习 原 3.1.7 相 比 较 .) 这 个 函数 h 叫 作 f 与 g 的 直 和 , 记 作 hh==f@g. 

设 和 R，,… ,Xn 是 集合 . 证 明 笛 卡 儿 乘积 TI” X; 是 空 的 当 且 仅 当 至 少 有 一 个 Xi 是 
空 的 . 

假设 了 和 J 是 两 个 集合 , 并 且 对 于 一 切 a e J，Aa 是 一 个 集合 , 对 于 一 切 8 € J，Bp 
是 一 个 集合 . 证 明 


(u 4) n (oa = U (4aNBg). 


.aEl 《CaoB)ETXJ 
如 果 了 :和 一 了 是 一 个 函数 , 定义 了 的 图 像 是 由 {(z, flz)) :x E XX} 确定 的 义 x YY 
的 子 集 ， 证 明 两 个 函数 f : X -，Y， 广 : X 一 Y 相等 当 且 仅 当 它 们 有 相同 的 图 
像 . 反之 , 如果 G 是 X x Y 的 一 个 子 集 , 具有 这 样 的 性 质 : 对 于 每 个 re 和 ,集合 
{Vy EY : (zx,y) e G} 恰 有 一 个 元 素 ( 换 句 话说 , G 遵从 垂 线 判别 法 ), 证 明 怡 存在 一 个 
函数 f :XX 一 了 , 它 的 图 像 等 于 G. 

证 明 , 公理 3.10 事实 上 可 以 从 引 理 3.4.9 和 集合 论 的 其 他 公理 推导 出 来 , 于 是 , 引 理 
3.4.9 可 以 用 作 和 军 集 公理 的 圭 换 形式 . (提示 : 对 于 任意 两 个 集合 X 和 Y, 使 用 引 理 和 
分 类 公理 来 构 作 关 x Y 的 一 切 子 集 所 成 的 集合 , 它 遵从 垂 线 判别 法 .然后 使 用 习题 
3.5.10 和 替换 公理 .) 
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3.5.12 


3.5.13 


此 习题 将 为 命题 2.1.16 建立 一 个 严格 的 形式 . 设 7 : N x N 一 N 是 一 个 函数 , 并 设 c 
是 一 个 自然 数 . 证 明 存在 一 个 函数 a ; N 一 N, 使 得 a(0) = c, 并 且 对 于 一 切 me N， 


an 十 十 ) = f(n,a(n)), 


进而 证 明 此 函数 是 唯一 的 . (提示 : 用 引 理 3.5.12 的 证 明 的 一 个 变更 的 形式 , 首先 归纳 
地 证 明 , 对 于 每 个 自然 数 W < N, 存在 唯一 一 个 函数 


an: {neEN:ngN}—N, 


使 得 an(0) = c 并 且 wx(n 十 十 ) = f(n,a(n)) 对 于 一 切 小 于 NN 的 ne N 成 立 .) 作为 
一 个 附加 的 挑战 , 直接 使 用 Peano 公理 而 不 使 用 自然 数 的 任何 性 质 来 证 明 这 个 结果 . 
(特别 是 不 要 使 用 自然 数 的 序 , 也 别 援引 命题 2.1.16.) (提示 : 首先 只 用 Peano 公理 和 
集合 论 的 基本 知识 归纳 地 证 明 , 对 于 每 个 自然 数 N <e N, 存在 N 的 唯一 一 对 子 集 4w， 
Bw, 具有 下 述 性 质 : 

(a) 4w 门 Bw = ©, 

(b) 4vUBn =N, 

(c) 0e 4m 

(d) NTt € BN， 

(e) 只 要 ne Bn, 就 有 n++€ Bn， 

(f) 只 要 ne An 并 且 n 关 NN, 就 有 n+ 十 EAn. 

一 旦 得 到 了 这 些 集 合 , 用 4w 取代 在 前 面 的 论述 中 的 fn EN : n < N} 就 成 了 .) 

此 题 的 目的 是 证 明 , 在 集合 论 中 , 本 质 上 自然 数 系 只 有 一 个 版 本 (比照 注 2.1.12 中 的 
讨论 ). 

假设 我 们 有 一 个 “ 另 样 的 自然 数 集 ”N'、 一 个 “ 另 样 的 零 "0' 以 及 一 个 “ 另 样 的 增长 运 
算 ” 它 把 任何 一 个 另 样 的 自然 数 n* e N' 转换 成 mw + +' e N', 而 当 把 自然 数 、 零 及 
增长 运算 用 它们 的 另 样 物 替换 时 , Peano 公理 (公理 2.1~2.5) 全 都 成 立 . 证 明 存在 一 
个 从 自然 数 到 另 样 自然 数 的 双 射 f : N 一 N' 使 得 f(0) 一 0', 并 且 对 于 任何 neEN 和 
mE N', 等 式 f(n) 王浆 成 立 当 且 仅 当 fj(n 十 十 ) = 十 +'. (提示 : 使 用 习题 3.5.12.) 
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在 第 2 章 中 , 我 们 公理 化 地 定义 了 自然 数 , 假定 它们 装备 有 0 及 一 增长 运算 ， 
还 对 这 些 数 假定 了 五 条 公理 . 从 哲学 的 观点 来 说 , 这 与 我 们 所 形成 的 关于 自然 数 的 
一 个 主要 概念 一 一 基数 (cardinality) 的 概念 , 或 者 度量 一 个 集合 中 有 多 少 个 元 素 
的 概念 是 相当 不 同 的 . 实际 上 , 用 Peano 公理 的 方式 处 理 自 然 数 , 更 像 是 把 它们 看 
成 序数 (ordinal) 而 不 是 看 成 基数 (cardinal)， (基数 是 一 , 二 ……, 是 用 来 清 


点 在 一 个 集合 中 有 多 少 个 东西 的 . 而 序数 是 第 一 , 第 二 , 第 三 


列 对 象 的 次 序 的 . 两 者 之 间 有 微妙 的 区 别 , 特别 是 当 比较 无 限 的 基数 与 无 限 的 序数 
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时 是 这 样 , 但 这 已 超出 了 本 书 的 范围 .) 我 们 已 经 花费 了 很 大 精力 来 注意 在 一 个 给 定 
的 数 之 后 下 一 个 是 什么 数 这 是 一 个 对 于 序数 相当 自然 的 运算 , 但 对 于 基数 就 
不 那么 自然 了 一 一 但 是 并 不 曾 注意 是 否 这 些 数 可 以 用 来 清点 集合 . 本 节 的 目的 就 
是 这 件 事 , 腊 清 楚 自 然 数 可 以 用 来 清点 集合 的 元 素 个 数 , 只 要 这 个 集合 是 有 限 的 . 

第 一 件 事 是 搞 明 白 什么 时 候 两 个 集合 有 同样 的 大 小 : 好 像 挺 明显, 集合 {1, 2, 3} 
和 集合 {4,5,6} 有 同样 的 大 小 , 但 两 者 皆 与 {8, 9} 的 大 小 不 同 . 确定 此 事 的 一 种 办 
法 是 说 , 如 果 两 个 集合 有 同样 元 素数 目 ， 它 们 就 有 同样 的 大 小 , 但 我 们 还 不 曾 定义 
一 个 集合 的 “元 素数 目 ”是 怎样 一 回 事 . 另外 , 当 一 个 集合 是 无 限 的 时 候 , 这 也 很 成 
问题 . 

定义 “两 个 集合 有 同样 大 小 ”这 一 概念 的 正确 方式 并 不 是 一 下 子 就 弄 明 白 了 
的 , 然而 可 依 某 种 思想 而 达成 . 为 什么 集合 {1,2, 3} 与 集合 {4,5,6} 有 同样 的 大 小 ， 
一 个 直观 的 理由 是 , 我 们 可 以 把 第 一 个 集合 中 的 元 素 与 第 二 个 集合 的 元 素 用 1 对 1 
对 应 的 方式 配 起 对 来 : 


104,205,306. 


(确实 , 这 正 是 我 们 最 初学 会 的 清点 一 个 集合 的 方式 : 把 我 们 要 清点 的 集合 与 另 一 
个 集合 , 例如 你 的 手指 头 对 应 起 来 .) 我 们 将 用 这 种 直观 的 理解 作为 “具有 相同 的 大 
小 ”的 严格 的 基础 . 

定义 3.6.1( 同 样 的 基数 ) ”说 两 个 集合 X 和 了 具有 同样 的 基数 , 当 且 仅 当 存 
在 一 个 从 和 到 Y 的 双 射 1:X 一 Y. 

例 3.6.2 ”集合 {0,1,2} 与 {3,4,5} 有 同样 的 基数 , 因为 我 们 可 以 找到 此 两 集 
合 之 间 的 一 个 双 射 . 注意 , 我 们 尚且 不 知道 是 否 {0,1, 2} 与 {3,4} 有 同样 的 基数 ; 我 
们 知道 有 一 个 从 {0,1,2} 到 {3,4} 的 函数 f 不 是 双 射 , 但 是 我 们 并 没有 证 明 是 不 是 
可 能 有 另 一 个 两 者 之 间 的 双 射 . (它们 确实 没有 同样 的 基数 , 不 过 我 们 稍 后 证 明 此 
事 .) 注意 , 不 管 X 是 有 限 集合 还 是 无 限 集合 , 定义 都 是 有 意义 的 . (事实 上 , 我 们 甚 
至 还 不 曾 搞定 有 限 的 意思 是 什么 .) 

注 3.6.3 ”两 个 集合 有 相同 的 基数 这 一 事实 并 不 排除 其 中 一 个 集合 包含 另 一 
个 集合 的 可 能 性 . 例如 , 如 果 X 是 自然 数 集 而 Y 是 偶数 集 , 那么 用 f(n) := 2n 定 
义 的 映射 :六 一 Y 是 从 义 到 Y 的 双 射 为 什么 ?), 于 是 X 和 工 具有 同样 的 基 
数 , 尽管 Y 是 X 的 一 个 子 集合 , 并 直观 上 看 它 好 像 只 有 X 的 “一 半 多 的 元 素 ”. 

有 同样 的 基数 这 个 概念 是 一 个 等 价 关系 . 

命题 3.6.4 设 XX,Y 2 是 集合 ,那么 X 与 玉 有 同样 的 基数 . 如 果 及 与 YY 有 
同样 的 基数 , 那么 了 与 久 有 同样 的 基数. 如 果 与 了 有 同样 的 基数 , 并 且 了 与 
2 有 同样 的 基数 , 那么 允 与 2 有 同样 的 基数 . 

证 明 ”见习 题 3.6.1. 国 
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设 n 是 自然 数 . 现在 我 们 要 说 一 说 , 什么 时 候 一 个 集合 有 ” 个 元 素 . 肯定 我 们 
要 让 集合 {iE N:1<i<n} = {1,2,… ,n} 有 个 元 素 . (即使 n=0 这 也 是 真 的 ; 
集合 {ie N :1< i< 0} 恰 是 空 集 .) 使 用 同样 基数 的 概念 , 我 们 于 是 定义 : 

定义 3.6.5 ” 设 n 是 自然 数 . 一 个 集合 XX 叫 作 具有 基数 n, 当 且 仅 当 它 与 集 
合 {ie N:1<i<n} 有 同样 的 基数 . X 具有 n 个 元 素 , 当 且 仅 当 它 有 基数 n 

注 3.6.6 ”可 以 用 集合 {i Ee N :i < n} 代替 {iE N :1<isnj, 因为 它们 显然 
有 同样 的 基数 . (为 什么 ? 双 射 是 什么 ?) 

例 3.6.7 设 wbcd 是 不 同 的 对 象 . 那么 {ab cd 与 长 EN:i<4 = 
{0,1,2,3} 或 {ie N:1<ig4}= {1,2,3,4} 有 同样 的 基数 , 从 而 有 基数 4 类 似 
地 , 集合 {a} 有 基数 1. 

可 能 对 此 定义 产生 这 样 一 个 问题 : 一 个 集合 或 许 有 两 个 不 同 的 基数 . 但 这 是 不 
可 能 的 : 

命题 3.6.8( 基 数 的 唯一 性 ) ” 设 义 是 一 个 具有 某 基 数 nn 的 集合 . 那么 X 不能 
有 另 一 个 基数 , 也 就 是 说 , 对 于 任何 骸 天 m 刺 不 能 又 有 基数 mn. 

在 证 明 此 命题 之 前 , 我 们 需要 一 个 引 理 . 

引 理 3.6.9 ”假设 nn 之 1, 并 且 多 有 基数 n, 那么 X 不 空 , 并 且 如 果 了 是 瑟 
的 一 个 元 素 的 话 , 那么 集合 X\{zZ}( 即 把 z 从 X 中 移 除 所 得 的 集合 ) 有 基数 n 一 1. 

证 明 ”如 果 X 是 空 集 , 那么 它 明显 地 不 能 与 非 空 的 集合 {i EN :1<i<n} 
有 同样 的 基数 , 因为 不 存在 从 空 集 到 非 空 的 集合 的 双 射 (为 什么 ?) 

现 设 z 是 X 的 一 个 元 素 . 由 于 X 与 集合 {fie N : 1 < i < n} 有 同样 的 基数 ， 
我 们 必 有 一 个 从 到 {ie N:1<ign} 的 双 射 . 特别 地 , f(z) 是 一 个 介 于 入 n 
之 间 的 自然 数 . 现在 定义 函数 


g:X\{r}— {iEN:1<ign—1} 


如 下 : 对 于 任何 ye XX\ {zx}, 如 果 f(y) < f(z), 令 g(y) := f(y), 如 果 f(y) > f(z)， 
就 令 g(y) := f(y) 一 1. (注意 , f(y) 不 可 能 等 于 f(z), 因为 y 关 2 而 是 双 射 ) 容 
易 验 证 , 这 个 映射 也 是 双 射 (为 什么 ?), 从 而 X\ {x} 与 {ieEN:1<isn- 示 有 
同样 的 基数 . 特别 地 , X \ {z} 有 基数 n 一 1, 恰 如 所 和 欲 证 者 . mn 

现在 来 证 明 命题 . 

命题 3.6.8 的 证 明 ”对 n 进行 归纳 . 先 假设 n= 0. 那么 X 必 为 空 集 , 于 是 X 
不 能 有 非 零 的 基数 . 现 假设 命题 已 对 某 n 证 实 , 我 们 来 证 明 它 对 于 ”十 十 成 立 . 设 
和 有 基数 "+ +, 并 设 X 另 有 某 基 数 m 隐 n+ 十. 根据 命题 3.6.4，X 是 不 空 的 集 
合 , 并 且 如 果 z 是 X 的 一 个 元 素 , 那么 根据 引 理 3.6.9, X \ {z} 具有 基数 n, 并 且 
同时 具有 基数 m - 1. 根据 归纳 假设 , 这 表明 n = m 一 1, 它 获 含 m = n+ 十 得 到 
矛盾 这 就 完成 了 归纳 法 . 
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于 是 , 作为 例子 , 我 们 现在 根据 命题 3.6.4 和 命题 3.6.8 知道 , 集合 {0,1 2} 和 
{3, 负 不 具有 同样 的 基数 , 因为 第 一 个 有 基数 3, 而 第 二 个 有 基数 2. 

定义 3.6.10( 有 限 集 ) ”一 个 集合 是 有 限 的 , 当 且 仅 当 它 的 基数 是 某 个 自然 数 
n; 否则 的 话 , 集合 叫 作 是 无 限 的 . 如 果 X 是 有 限 集 , 我 们 用 #(X) 代表 X 的 基数 . 

例 3.6.11 集合 {0,12} 和 {3,4} 都 是 有 限 的 ， 空 集 也 是 有 限 的 (0 是 自然 
数 ), 并 且 


#({0,1,2}) =3, #({3,4}) =2, #(2)=0. 
现在 我 们 给 出 一 个 无 限 集 的 例子 . 

定理 3.6.12 自然 数 集 轩 是 无 限 集 . 

证 明 ”假设 自然 数 集 N 是 有 限 的 (我 们 来 推出 矛盾 ), 则 它 有 基数 #(N) = n. 
那么 存在 一 个 从 {i Ee N :1<i<n} 到 时 的 双 射 f. 可 以 证 明 序列 f(1), (2),…， 
fln) 是 有 界 的 , 或 者 更 精确 地 说 , 存在 一 个 自然 数 M 使 提 对 于 一 切 1 < i < n 都 成 
立 f(i) < M( 习 题 3.6.3). 但 自然 数 M + 1 不 等 于 任何 f(i), 这 与 是 双 射 矛盾 .加 

注 3.6.13 ”可 以 使 用 类 似 的 论述 来 证 明 任何 无 界 集 都 是 无 限 的 ; 例如 比例 数 
的 集合 @ 以 及 实数 的 集合 及 (我 们 在 后 面 两 章 中 构 作 这 些 集合 ) 都 是 无 限 的 集合 . 
然而 , 一 些 集合 可 能 比 另 一 些 集合 “更 为 " 无 限 ; 见 88.3. 

现在 我 们 把 基数 与 自然 数 的 算术 联系 起 来 . 

命题 3.6.14( 基 数 算术 ) ”(a) 设 X 是 有 限 集 , 并 设 > 是 一 个 对 象 ， 它 不 是 下 
的 元 素 . 那么 和 LUfz} 是 有 限 集 , 并 且 


#(XU{z}) = #(X)+1. 
(b) 设 习 和 Y 是 有 限 集 . 那么 LY 是 有 限 集 , 并且 
#(XUY) < #(X)+#(Y). 
如 果 还 知 X 和 六 是 不 交 的 ( 即 贸 门 Y 二) 那么 
#(XUY) = #(X)+#(Y). 
(0) 设 生 是 有 限 集 , 并 设 Y 是 无 的 子 集 . 那么 Y 是 有 限 集 且 
#(Y) < #(X). 
如 果 还 知 Y 关 六 ( 即 YY 是 下 的 一 个 真子 集 ), 那么 我 们 有 


#(Y) < #(X). 
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(d) 如 果 关 是 有 限 集 , 并 且 了 :和 一 了 是 一 个 函数 , 那么 f(X) 是 有 限 集 , 并 
且 
办 (J(X)) < #(X) 


如 果 还 知 是 1 对 1 的 , 那么 
#(f(X)) = #(X). 
(e) 设 六 和 YY 是 有 限 集 , 那么 笛 卡 儿 乘 积 刁 xxY 是 有 限 的 , 并 且 
#(X xY)=#(X) x #(Y). 


(人 设 X 和 了 是 有 限 集 ,那么 集合 YX( 它 是 在 公理 3.10 中 定义 的 集合 ) 是 有 
限 的 , 并 且 
#(YX) = (#(Y))*(%). 


证 明 ”见习 题 3.6.4. 

注 3.6.15 ”命题 3.6.14 启示 , 有 另 一 种 定义 自然 数 的 算术 运算 的 方法 ， 诸 
用 像 在 定义 2.2.1、 定 义 2.3.1 和 定义 2.3.11 中 那样 递归 地 作 定义 , 而 代 之 以 用 集合 
的 并 的 概念 、 笛 卡 儿 乘积 的 概念 以 及 罕 集 的 概念 . 这 乃 是 基数 算术 的 基础 . 它 作为 
算术 基础 是 我 们 此 书 中 建立 的 Peano 算术 的 替代 物 ; 我 们 不 在 此 书 中 建立 此 种 算 
术 , 只 是 在 习题 3.6.5 和 习题 3.6.6 中 给 出 一 些 例 子 演示 如 何 实施 此 种 算术 . 

这 结束 了 我 们 对 于 有 限 集合 的 讨论 . 我 们 将 在 第 8 章 中 讨论 无 限 集 , 要 在 我 们 
已 然 构 作 了 无 限 集 的 一 些 更 进一步 的 例子 (如 整数 集 、 比 例 数 集 和 实数 集 ) 之 后 . 


习 题 3.6 


3.6.1 “证明 命题 3.6.4. 

3.6.2 ”证 明 集合 X 有 基数 0 当 且 仅 当 X 是 空 集 . 

3.6.3 设 n 是 自然 数 ,并 设 :1EN:1<i<mj 一 是 函数 ， 证明 存在 一 个 自然 数 M 
使 得 对 于 一 切 1 < i < n，f(i) < M. (提示 : 对 n 进行 归纳 . 你 可 能 也 得 看 一 下 引 理 
5.1.14.) 于 是 自然 数 集 的 有 限 子 集 是 有 界 的 . 

3.6.4 ”证 明 命题 3.6.14. 

3.6.5 。” 设 A 和 B 是 集合 .通过 构 作 一 个 明确 的 双 射 来 证 明 Ax BB 和 Bx A 具有 同样 的 基数 ， 
然后 使 用 命题 3.6.14, 给 引 理 2.3.2 一 个 另 样 的 证 明 . 

3.6.6 ” 设 4,B,C 是 集合 . 通过 构 作 一 个 明确 的 双 射 来 证 明 集合 (42)2 与 42xS 有 同样 
的 基数 ， 结 果 (ao")* = a” 对 于 任何 自然 数 a,b,c 都 成 立 ， 使 用 类 似 的 论述 来 断定 


ab x as =arte 


58 第 3 章 集合 论 


3.6.7 设 A4 和 B 是 集合 .我 们 说 4 的 基数 小 于 或 等 于 B 的 基数 , 如 果 存 在 一 个 从 4 到 已 的 
单 射 了 : 4 一 B. 证 明 : 如 果 4 和 B 是 有 限 集 , 那么 4 的 基数 小 于 或 等 于 B 的 基数 
等 价 于 #(4) < #(B). 

3.6.8 设 A 和 B 是 集合 , 并 存在 一 个 从 4 到 B 的 单 射 f : 4 一 B(4 的 基数 小 于 或 等 于 B 
的 基数 ). 证 明 存 在 一 个 从 B 到 4 的 满 射 g : B 一 4( 此 命题 的 逆 命 题 要 用 到 选择 公理 ; 
见习 题 8.4.3). 

3.6.9 设 A 和 B 是 有 限 集 . 证 明 AUB 和 A 门 B 都 是 有 限 集 ,并 且 


##(4) 二 #(B) = #(AUB)+#(4NmB). 
3.6.10 ” 设 4A1,… ,An 是 有 限 集 , 使 得 
#( UU A)>n. 


En 


证 明 存在 ie {1,… ,n} 使 得 ##(4i) > 2. (这 就 是 周知 的 抽 居 原理”.) 


@ pigeonhole principle 一 一 在 n 个 抽 层 中 放 多 于 n 个 东西 (例如 乒乓 球 ), 至 少 有 一 个 抽 层 中 放 入 
的 东西 不 少 于 2 个 , 中 文 称 为 抽 层 原理 , 一 一 译 者 注 
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84.1 整 数 


我 们 已 在 第 2 章 中 建立 了 自然 数 的 绝 大 多 数 基本 性 质 , 但 局 限于 只 可 以 进行 
加 法 和 乘法 运算 . 我 们 现在 想 要 引入 一 个 新 的 运算 , 即 减法 . 不 过 为 了 能 确实 地 进 
行 此 种 运算 , 我 们 必须 先 从 自然 数 系 走向 更 大 的 数 系 , 即 整数 系 . 

非 正式 地 说 , 整数 是 你 可 以 从 相 减 两 个 自然 数 得 到 的 数 ; 例如 3 - 5 应 是 一 个 
整数 , 就 像 6 - 2 应 是 一 个 整数 一 样 . 然而 这 不 是 整数 的 完整 的 定义 , 因为 : 

(a) 它 没有 说 什么 时 候 两 个 差 是 相等 的 (例如 , 我 们 应 该 知道 为 什么 3 - 5 等 于 
2 一 4 但 不 等 于 1 一 6); 

(b) 它 没有 说 怎样 对 这 些 差 做 算术 (怎样 把 3 一 5 加 到 6 一 2 上 去 ?); 

(c) 这 个 定义 是 循环 的 , 因为 它 用 到 减法 的 概念 ,而 减法 的 概 含 只 有 当 我 们 构 
造 了 整数 之 后 方 能 适当 地 定义 . 

幸运 的 是 , 由 于 我 们 关于 整数 的 先 验 的 了 解 , 我 们 知道 这 些 问题 的 答案 应 该 是 
什么 . 为 了 回答 (a), 我 们 从 先前 在 代数 学 中 知道 的 a-5 = c-d 恰当 o+d = c+b 时 成 
立 , 了 解 到 可 以 只 用 加 法 概念 来 刻画 差 的 相等 . 类 似 地 , 为 回答 (b), 我 们 将 借助 于 从 
代数 学 中 知道 (a-b)+(c--d) = (at+o) 一 (8+q) 以 及 (ab)(c-d) = (act+bd) (ad+be). 
于 是 我 们 将 把 我 们 具备 先 见 的 优势 用 于 简洁 地 构建 整数 的 定义 . 

我 们 还 得 解决 (c). 为 处 理 这 个 问题 , 我 们 使 用 如 下 的 解决 方案 : 暂且 不 把 整 
数 写 成 差 a 一 5b, 而 是 代 之 以 新 的 记号 a 一 b 来 定义 整数 , 其 中 符号 “一 ”是 一 个 没 
有 意思 的 占 位 符 , 就 像 平 面 上 的 点 的 笛 卡 儿 坐 标记 号 (z,y) 中 的 逗号 那样 . 当 我 们 
定义 完 减 法 之 后 , 我 们 将 看 到 a 一 b 事实 上 等 于 a 一 6, 于 是 我 们 就 可 以 抛弃 这 个 记 
号 “一 ”; 此 刻 所 需 的 是 避免 循环 论证 ，( 这 种 设计 , 就 像 用 于 建造 一 幢 楼 房 的 脚 手 
架 , 脚手架 对 于 保证 楼 房 被 正确 地 建造 起 来 暂时 是 本 质 上 重要 的 , 但 是 一 旦 楼 房 建 
好 , 脚手架 就 将 拆除 而 永 不 再 用 .) 对 于 定义 某 种 我 们 已 经 非常 熟悉 的 事物 好 像 可 
能 不 必 如 此 复杂 , 但 是 除了 眼下 构造 整数 系 , 我 们 将 来 还 会 再 次 使 用 这 种 办 法 构造 
比例 数 (rational number), 而 且 对 于 这 类 构造 的 了 解 在 后 面 几 章 中 也 将 非常 有 益 . 

定义 4.1.1( 整 数 ) ”一 个 整数 是 一 个 形 如 a 一 b 的 表达 式 , 其 中 a 和 4。 是 自然 
数 . 两 个 整数 看 作 是 相等 的 a 一 b = c 一 d 当 且 仅 当 a+d=c+b. 用 Z 代表 全 体 整 
数 的 集合 . 

于 是 , 作为 例子 , 3 一 5 是 整数 , 且 等 于 2 一 4, 因为 3 二 4 一 2 二 5. 另 一 方面 , 3 一 5 
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不 等 于 2 一 3, 因为 3+3 关 2 十 5. 这 个 符号 看 上 去 有 点 怪 , 而 且 也 有 些许 不 足 之 处 : 
例如 , 3 现在 还 不 是 整数 , 因为 它 不 是 a 一 的 形状 ! 我 们 稍 后 将 矫正 这 些 问题 ". 

我 们 必须 验证 如 上 定义 的 整数 相等 是 一 个 合理 的 概念 . 我 们 需要 验证 自 反 性 、 
对 称 性 、 传 递 性 以 及 代入 公理 ( 见 A.7)， 我 们 把 自 反 性 和 对 称 性 留 作 习题 4.1.1， 
而 来 验证 传递 性 公理 . 设 我 们 知道 a 一 b = c 一 d 以 及 cd = e 一 f， 那 么 我 们 有 
a+d=c+b 以 及 c+j = d+e. 把 两 式 相 加 , 得 


at+dtc+f=ct+b+dte. 
根据 命题 2.2.6, 可 以 消去 c 和 d 而 得 到 
a+f=b+e, 


即 a 一 5 = e 一 /. 于 是 , 消去 律 被 用 来 保证 我 们 的 相等 概念 是 合理 的 ， 至 于 代入 公 
理 , 我 们 眼下 还 不 能 加 以 验证 , 因为 我 们 还 不 曾 对 整数 定义 任何 运算 . 然而 , 一 旦 我 
们 对 于 整数 定义 了 基本 的 运算 , 如 加 法 、 乘法 和 序 , 那 时 我 们 就 必须 验证 代入 公理 ， 
以 保证 定义 之 成 立 ，( 我 们 只 需 对 于 基本 运算 做 这 件 事 , 对 于 整数 的 更 进一步 的 运 
算 , 例如 指数 , 将 借助 基本 运算 予以 定义 . 所 以 我 们 不 需要 对 进一步 的 运算 重新 验 
证 代入 公理 .) 

现在 我 们 定义 整数 的 两 个 基本 的 算术 运算 : 加 法 和 乘法 . 

定义 4.1.2 ”两 个 整数 的 和 (a 一 b) + (cd) 由 下 式 定义 : 


(a—b) + (ce—d) := (a+ c) 一 (十 加. 
两 个 整数 的 积 (a 一 9) x (c 一 d) 由 下 式 定义 : 


(a—b) x (c—d) := (ac 二 bd) 一 (ad + be). 


于 是 , 作为 例子 , (3 一 5) + (1 一 4) 等 于 4 一 9. 然而 在 我 们 可 以 接受 这 些 定义 之 
前 , 还 有 一 件 事 必须 予以 验证 一 一 我 们 必须 验证 如 果 用 一 个 相等 的 整数 代替 运算 
中 的 某 个 整数 时 , 加 法 的 和 及 乘法 的 积 都 不 改变 . 例如 ,， (3 一 5) 等 于 (2 一 4), 那么 
(3 一 5) + (1 一 4) 应 该 与 (2 一 4) + (1 一 4) 有 相同 的 值 , 否则 的 话 , 这 就 不 能 成 为 加 法 
的 一 个 和 谐 的 定义 . 幸运 的 是 , 此 事 确实 成 立 : 

加 用 集合 论 的 语言 来 说 , 我 们 正在 做 的 事 是 从 自然 数 的 序 个 (a,5) 的 空间 N x N 着 手 的 . 然后 我 们 对 
于 这 些 序 个 建 立 一 个 等 价 关系 ~, 使 得 (a,5) ~ (c,d) 当 且 仅 当 a+d 二 c+b. 符号 a 一 6 的 集合 论 
解释 是 , 它 是 一 个 与 (a6) 等 价 的 全 体 序 偶 所 成 的 空间 : 

a—b := {(c,d) € N x N: (a,b) ~ (c,d)} 


但 这 种 解释 对 于 我 们 如 何 处 理 整数 毫 无 用 处 , 所 以 我 们 将 不 再 提 及 此 事 . 对 于 本 章 稍 后 构 作 的 比例 
数 或 下 章 构 作 的 实数 , 也 可 给 出 类 似 的 集合 论 解释 . 
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引 理 4.1.3( 加 法 与 匀 法 是 定义 成 功 的 ) ” 设 wba';bcd 是 自然 数 . 如 果 (0 一 
中 = (o' 一 轨 )， 那么 
(a—b) + (c—d) = (一 的 + {c 一 小， 
(a—b) x (ec—d) = (一 的 x (ce—d), 
并 且 
(c—d) + (a—b) = (ec—d) + (a—b), 
(ce—qd) x (a—b) = (ec 一 dg] x (a'—b'). 
于 是 加 法 和 和 隧 法 都 是 定义 成 功 的 运算 (相等 的 输入 给 出 相等 的 输出 ) 

证 明 ”为 证 (a 一 6) + (c 一 d) = (qa 一) 十 (c 一 d), 我 们 分 别 算出 两 边 为 (a 十 
o) 一 (6 十 d) 和 (a 十 c) 一 (B' 二 4d). 于 是 我 们 需要 证 明 a+c+b+d=a +c+b+d. 
但 由 (a 一 0) = (a' 一 0') 知 a 二 5b = a +b, 于 是 ,把 此 式 两 端 同 加 上 c++d 就 得 到 要 
证 的 等 式 . 

现在 我 们 来 证 (a 一 0) x (cd) = (a 一 x (c 一 d)， 两 边 的 值 分 别 是 (ac 十 
bd) 一 (ad + be) 和 (ac+ yd) 一 (od 十 bc), 于 是 我 们 应 该 证 明 


ac+bdt+ad+be=actbd+adt bc. 


但 左边 等 于 c(a 十 W) +d(a'+b) 而 右边 等 于 c(o' 十 归 +d(a 十 加) 由 于 a+5 =a'+b， 
两 边 相等 . 

另 两 个 等 式 可 类 似 地 证 明 . 里 

整数 "一 0 与 自然 数 n 有 相同 的 性 状 ; 的 确 ,可 以 验证 (n 一 0) + (m 一 0) = 
(二 1m) 一 0 以 及 (n 一 0) x (m 一 0) = nm 一 0. 进而 , (n 一 0) 等 于 (m 一 0) 当 且 仅 当 
n= m. (此 事 之 数学 术语 是 , 在 自然 数 n 与 形 如 n 一 0 的 整数 之 间 存 在 一 个 同 构 .) 
于 是 可 以 令 n =n 一 0 而 把 自然 数 与 整数 等 同 起 来 ; 这 并 不 影响 我 们 对 于 加 法 或 乘 
法 或 相等 的 定义 , 因为 它们 彼此 一 致 . 例如 , 自然 数 3 现在 被 看 作 与 整数 3 一 0 为 同 
一 物 , 于 是 3 = 3 一 0. 特别 地 , 0 等 于 0 一 0 而 且 1 等 于 1 一 0. 当然 , 如 果 让 m 等 于 
n 一 0, 则 它 也 必 等 于 任何 其 他 等 于 n 一 0 的 整数 , 例如 3 不 仅 等 于 3 一 0, 同时 也 等 
于 4 一 1, 5 一 2, 等 等 . 

我 们 现在 可 以 定义 整数 的 增长 为 : 对 于 一 切 整数 z, z 十 十 :=z 十 1; 这 与 我 们 
关于 自然 数 的 增长 运算 的 定义 是 相 容 的 . 然而 , 这 对 我 们 来 说 不 再 是 一 个 重要 的 运 
算 , 因为 它 现 在 已 被 更 一 般 的 加 法 概念 所 包含 在 内 了 . 

现在 我 们 考虑 整数 的 一 些 其 他 的 基本 运算 . 

定义 4.1.4( 整 数 的 负 运 算 ) ”如 果 (a 一 5) 是 一 个 整数 , 我 们 定义 它 的 负数 为 
整数 (5 一 a), 记 作 --(o 一 六 特别 地 , 如 果 n = "一 0 是 正 的 自然 数 , 那么 它 的 负数 


一 及 一 0—n. 
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例如 -(3 一 5) = (5 一 3). 可 以 验证 此 定义 是 定义 成 功 的 (习题 4.1.2). 

我 们 现在 可 以 证 明 整 数 确切 地 对 应 着 我 们 所 期 望 的 东西 . 

引 理 4.1.5( 整 数 的 三 歧 性 (trichofomy)) ” 设 z 是 一 个 整数 那么 下 述 三 个 命 
题 恰 有 一 个 成 立 : 

(a) z 是 零 ; 

(b) z 等 于 一 个 正 自然 数 中 

(c] z 是 一 个 正 自然 数 的 负数 一 n. 

证 明 ”我 们 先 证 (a), (b), (c) 中 至 少 有 一 个 成 立 . 

根据 定义 , 对 于 某 两 个 自然 数 a 和 5 z = a 一 b. 有 三 种 情形 : a > by，a = 或 
a <b. 如 果 a > b, 那么 对 于 某 正 的 自然 数 <，a = 5 + c, 这 意味 着 a 一 b = oc 一 0 = 6， 
这 就 是 (b); 如 果 a = 6b, 那么 a 一 b = a 一 a = 0 一 0 = 0, 这 是 (a); 如 果 a < b, 那么 
b > a, 从 而 根据 已 证 之 事 ba 是 某 个 正 自然 数 n, 从 而 a 一 b = -mw, 这 是 (c). 

现在 我 们 证 明 (a), (b), (c) 中 不 可 能 有 多 于 一 个 同时 成 立 . 根据 定义 , 一 个 正 
的 自然 数 不 是 零 , 所 以 (a) 和 (b) 不 能 同时 成 立 . 如 果 (a) 和 (c) 同时 成 立 , 那么 对 
于 某 正 自然 数 n,0 = -n; 于 是 0 一 0 = 0 一 n, 从 而 0+n=0+0, 即 n=0, 这 不 可 
能 . 如 果 (b) 和 (c) 同时 成 立 , 那么 对 于 某 两 个 正 自然 数 n,m, 成 立 n = -mw 于 是 
(n 一 0) = (0 一 m), 从 而 m +n = 0 + 0, 这 与 命题 2.2.8 矛盾 . 于 是 , 对 于 任何 整数 > 
而 言 , (a), (b), (e) 中 恰 有 一 个 成 立 . 国 

如 果 n 是 一 个 正 自然 数 , 我 们 就 称 -m 为 负 整数 . 于 是 每 个 整数 是 正 的 或 是 零 
或 是 负 的 , 但 不 可 同时 多 于 一 种 可 能 . 

人 们 可 能 会 问 , 为 什么 我 们 不 使 用 引 理 4.1.5 来 定义 整数 ”也 就 是 说 , 为 什么 
我 们 不 定义 说 “整数 就 是 正 自然 数 , 或 零 , 或 自然 数 之 负数 "? 理由 是 , 如 果 我 们 这 
样 做 , 那么 加 一 个 整数 及 乘 一 个 整数 的 法 则 就 要 分 成 许多 不 同 的 情形 (例如 负数 乘 
以 负数 等 于 正 数 ; 负数 加 上 正 数 或 为 负数 , 或 为 正 数 , 或 为 零 , 取决 于 哪 一 项 更 大 ， 
等 等 ), 而 验证 全 部 这 些 性 质 将 导致 极 大 的 混乱 . 

我 们 现在 总 结 一 下 整数 的 代数 性 质 . 

命题 4.1.6( 整 数 的 代数 算 律 ) 设 z,y,z 是 整数 , 那么 


T+Yy=Yy+7, 
(z+ +z=7+(y+2), 
T+0=0+2= 7, 


z+(-z)=(-z)+2=0, 
TY = Yr, 
(zy)z = z(y2)， 
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21 一 lz 一 2 
zy + 2) = 7y + zz, 
(y+2)r= y+ zr. 

注 4.1.7 “上述 9 个 恒等式 总 体 上 有 一 个 名 称 ; 它们 判定 整数 之 全 体 构成 一 个 
交换 环 . (如 果 去 掉 恒等式 zy = yz, 那么 它们 仅 判 定 整数 构成 一 个 环 .) 注意 , 这 些 
恒等式 中 的 一 些 已 经 被 证 明 对 于 自然 数 成 立 , 但 这 并 不 意味 着 它们 自动 地 同样 对 于 
整数 成 立 , 因为 整数 集 是 比 自然 数 集 大 的 集合 ?, 另 一 方面 , 这 个 命题 包含 了 许多 早 
先 对 于 自然 数 推导 出 的 命题 . 

证 明 “有 两 种 方式 可 证 明 这 些 恒等式 ， 一 种 是 使 用 引 理 4.1.5 并 依赖 于 是 否 
2,2iz 为 零 , 为 正 数 , 或 为 负数 , 分 成 许多 种 情况 考虑 . 这 情形 非常 混乱 . 一 个 较 简 短 
的 方式 是 写 z = (a 一 6), y = (cd), 及 > = (e 一 了 ), 其 中 a,b,c,d,e,f 是 自然 数 , 然 
后 借助 a,b, c,d e,y 展开 这 些 恒等式 并 使 用 关于 自然 数 的 代数 算 律 . 这 使 得 每 个 恒 
等 式 都 可 用 不 多 几 行 就 完成 证 明 . 我 们 只 证 明 最 长 的 一 个 , 即 (zy)z = z(yz): 

(zy)z=((a—b)(c—d))(e—/f) 
=((ac+bd)—(ad + be))(e—f) 
=(ace + bde + adf + bcf)—(acf + baf + ade + bce); 
zlyz) = (eb)((e—d)(e—/)) 
=(@—b)((ce+ df)—(ef + de)) 
=(ace + adf + becf + bde)—(acf + ade + bee + badf), 
于 是 可 以 看 到 (zy)z 和 z(yz) 是 相等 的 ， 其 他 恒等式 以 类 似 的 方式 证 明 , 见习 题 
4.1.4. 
我 们 现在 定义 两 个 整数 的 减法 运算 , 整数 > 减 去 y 的 定义 为 
2 一 2 二 了 十 (一 幼 . 
对 于 此 运算 , 不 必 验 证 代入 公理 , 因为 我 们 是 借助 关于 整数 的 另 两 个 运算 , 即 加 法 
和 负 运 算 来 定义 减法 的 , 而 我 们 已 经 验证 了 这 两 个 运算 是 定义 成 功 了 的 . 
现在 可 以 容易 地 验证 , 如 果 a 和 5 是 自然 数 , 那么 
a—b=a+(-b) =a—0+(0—t) = a—b, 
于 是 a 一 b 恰 与 a 一 b 是 同 物 . 因此 , 我 们 现在 可 以 抛弃 记号 一 , 而 以 熟悉 的 差 运算 
符号 取代 之 . (如 前 面 已 注释 过 的 , 我 们 当时 不 即刻 使 用 差 运算 , 因为 那 时 它 是 循环 
论证 .) 
@ 这 里 , 恰当 的 说 法 是 ,自然 数 集 是 整数 集 的 真子 集 .一 一 译 者 注 
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我 们 现在 可 以 把 引 理 2.3.3 和 推论 2.3.7 从 自然 数 的 情形 推广 到 整数 的 情形 : 
命题 4.1.8( 整 数 不 含 零 除数 ) ” 设 a 和 0b 是 整数 ,使 得 ab=0. 那么 或 者 a=0 
或 者 5 二 0 或 者 两 者 都 是 0. 
证 明 ”见习 题 4.1.5. 国 
推论 4.1.9 如果 a,b,c 是 整数 , 使 得 ac = bc 并 且 c 不 为 零 , 那么 a 二 b. 
证 明 ”见习 题 4.1.6. a 
我 们 现在 把 对 于 自然 数 定义 了 的 序 的 概念 推广 到 整数 ， 我 们 逐 字 重复 原来 的 
定义 . 


定义 4.1.10( 整 数 的 顺序 )” 设 n 和 m 是 整数 , 我 们 说 n 大 于 或 等 于 m, 记 作 


nn 之 mn 或 mn, 当 且 仅 当 对 于 某 自然 数 w n= m+a. 我 们 说 严格 大 于 m, 记 


作 n 


自然 


4.1.1 
4.1.2 


4.1.3 
4.1.4 
4.1.5 


4.1.6 


>m 或 m<n, 当 且 仅 当 n>m 且 nz#m. 

于 是 作为 例子 , 5 > -3, 因为 5= -3+8 且 5 头 一 3. 很 明白 , 这 个 定义 与 关于 
数 序 的 概念 是 相 容 的 , 因为 我 们 使 用 的 是 同一 个 定义 . 

使 用 命题 4.1.6 中 的 代数 算 律 , 不 难 证 明 下 述 关 于 序 的 性 质 : 

引 理 4.1.11( 序 的 性 质 ) 设 a,b,c 是 整数 . 

(a) a>>5 当 且 仅 当 a 一 b 是 正 的 自然 数 . 

(b) (加 法 保 序 ) 如 果 a>b, 那 么 a+c>b+c. 

(c) ( 正 乘法 保 序 ) 如 果 a>>5 且 c 是 正 的 ,那么 uc > bc. 

(d) ( 负 运 算 反 序 ) 如 果 a>b, 那么 -a < 一 b. 

(e) ( 序 是 传递 的 ) 如 果 a>>5b 且 b>c 那么 a>c. 

(f) ( 序 是 三 歧 的 ) 命题 a > b，a <b，a 二 6b 中 恰 有 一 个 成 立 . 

证 明 ”见习 题 4.1.7. mn 


习 题 4.1 


验证 关于 整数 相等 的 定义 同 是 自 反 的 和 对 称 的 . 

证 明 关于 整数 的 负 运 算 的 定义 是 成 功 的 , 即 如 果 (a 一 0) = (a' 一 办 ,那么 一 (a 一 9) = 
一 (a 一 5), (于 是 相等 的 整数 有 相等 的 负数 .) A 

证 明 对 于 每 个 整数 a，( 一 1) x a 一 -a. 

证 明 命题 4.1.6 中 剩 下 的 那些 恒等式 . (提示 : 可 以 通过 使 用 一 些 恒等式 来 证 明 其 他 的 恒 
等 式 以 节约 工作 量 . 例如 , 一 旦 你 知道 了 zy = yz, 你 就 不 必 再 证 1 = 1z 了 , 并 且 一 
且 你 还 证 明了 z(y 十 z) = zy 十 zz, 你 就 自动 地 得 到 了 (y 十 zz 一 yz 十 zz.) 

证 明 命题 4.1.8. (提示 : 尽管 这 个 命题 与 引 理 2.3.3 并 不 完全 是 一 回 事 , 但 在 证 明 命题 
4.1.8 的 过 程 中 使 用 引 理 2.3.3 肯定 是 合理 的 ,) 

证 明 推论 4.1.9. (提示 : 有 两 个 方法 , 其 一 是 使 用 命题 4.1.8 推断 a 一 b 必 是 零 , 另 一 是 
联合 使 用 推论 2.3.7 和 引 理 4.1.5.) 
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4.1.7 “证明 引 理 41.11. (提示 : 使 用 此 引 理 的 第 一 部 分 去 证 明 其 他 部 分 .) 

4.1.8 ”证 明 归 纳 法 原理 (公理 2.5) 不 直接 适用 于 整数 系 . 更 准确 地 说 , 给 出 一 个 依赖 于 整数 m 
的 性 质 P(n) 的 例子 , 使 得 P(0) 成 立 , 而 且 对 于 一 切 整 数 n，P(n) 成 立 蕴含 P(n 十 十 ) 
成 立 , 但 是 P(n) 并 不 对 于 一 切 整数 n 成立. 于 是 归纳 法 作为 与 整数 系 打交道 时 的 一 个 
工具 并 不 像 与 自然 数 系 打交道 时 那么 有 用 . (在 与 比例 数 和 实数 打交道 时 , 情形 甚至 更 
糟 . 我 们 很 快 就 要 定义 比例 数 和 实数 .) 


84.2 比例 数 


我 们 现在 已 经 构 作 了 整数 , 连同 加 法 、 减法 和 乘法 运算 以 及 序 , 并 且 验 证 了 全 
部 预期 的 代数 的 及 序 理论 的 性 质 . 现在 我 们 将 使 用 类 似 的 结构 来 建立 比例 数 , 把 除 
法 也 换 进 我 们 的 运算 大 什锦 当中 . 

恰 如 整 数 由 两 自然 数 相 减 而 构造 出 来 一 样 , 比例 数 可 以 由 两 整数 相 除 而 构造 出 
来 , 当然 我 们 必须 遵从 通常 的 禁 律 , 分 母 不 得 为 零 ?. 正如 知道 两 个 差 a 一 5b 和 cd 
恰当 a+d= c+b 时 是 相等 的 一 样 , 我 们 知道 (从 更 深 一 步 的 知识 ) 两 个 比例 a/5 
和 c/d 当 ad = be 时 是 相等 的 , 于 是 , 和 定义 整数 时 类 似 , 我 们 创造 一 个 没有 意思 的 
符号 //，( 此 符号 最 终 将 被 除法 符号 吞没 ). 

定义 4.2.1 ”一 个 比例 数 是 一 个 形 如 a//5 的 表达 式 , 其 中 a 和 b 是 整数 ， 
且 5 不 为 零 ，a//0 不 被 认为 是 比例 数 ， 两 个 比例 数 a//b 和 c//d 看 作 是 相等 的 ， 
a/ 作 = ce//d, 当 且 仅 当 ad = be. 全 体 比例 数 的 集合 记 作 Q. 

于 是 , 作为 例子 , 3//4= 6//8 = -3// 一 4, 但 是 3//4 了 4//3. 相等 的 这 个 定义 
是 成 功 的 (习题 4.2.1). 现在 我 们 需要 加 法 、 乘法 以 及 负 运 算 的 概念 . 我 们 还 是 要 利 
用 我 们 预先 具备 的 知识 , 这 些 知识 告诉 我 们 $ + 应 该 等 于 二, 以 及 对 x 应 
该 等 于 器 , 同时 -和 = 竺 . 受 这 些 预先 具备 的 知识 的 启发 , 我 们 作出 

定义 4.2.2 ”如 果 a//b 和 c//a 是 比例 数 , 定义 它们 的 和 


(a//8) + (e//d) := (ad + be)// (bd), 
它们 的 乘积 
(a//b) x (c//d) := (ac)// (bq), 
以 及 负 运 算 
—(@//8) = (~o)//b. 
四 不 存在 任何 理由 用 零 来 除 ， 因 为 如 果 允 许 ， 为 零 的 话 , 我 们 将 不 能 保持 两 个 恒等式 ($) x b = a 


和 ex 0 = 0 同时 成 立 。 然而 我 们 终究 可 以 得 到 一 个 用 趋 于 零 的 量 来 除 的 合理 的 概念 一 一 
考虑 L'H6pital 法 则 ( 见 $10.5), 此 法 则 对 于 做 定义 微分 之 类 的 事情 是 足够 的 . 
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注意 , 如 果 5b 和 d 不 是 零 , 那么 根据 命题 4.1.8，bd 也 不 是 零 , 于 是 两 个 比例 数 
的 和 或 乘积 仍然 是 比例 数 . 

引 理 4.2.3 ”对 于 比例 数 的 和 、 积 以 及 负 运 算是 定义 成 功 的 ， 也 就 是 说 , 在 这 
些 运算 中 的 一 个 输入 的 比例 数 a//b( 或 c//d) 被 与 它 相 等 的 另 一 个 比例 数 a//U( 或 
cV//d) 替换 时 , 运算 的 输出 不 变 . 

证 明 ”我 们 只 对 加 法 进行 验证 而 把 其 他 结论 留 作 习题 4.2.2， 假 设 o// = 
oa:// 妨 于 是 上 和 都 不 是 零 , 且 ab = a'b. 我 们 现在 证 明 


a/fb+c//d= a //b + el//d. 
根据 定义 , 左边 是 (ad + bc)//(bd), 而 右边 是 (wd + b'c)//{b'q), 于 是 我 们 必须 证 明 
(ad + bc)(b’d) = (ad + Ve)(bd), 


此 式 展开 成 


ab'q? + bb'cd = a’bd? + bb'cd. 


但 由 于 ab = a'b, 所 需 结论 就 产生 了 . 类 似 地 , 如 果 代 替 c//d 以 与 之 相等 的 全 
结果 一 样 . 
我 们 注意 到 比例 数 a//1 与 整数 。 有 相同 的 性 状 : 


Ce//1) + (8//1)=(a +6)//l; 
Ce//1) x (8//1)=(ab)//E; 
-(a//D=(-o//1. 


还 有 , a//1 与 W/1 仅 当 a 与 5 相当 时 才 相等 . 因为 如 此 , 对 于 一 切 整数 a, 我 们 把 
4 与 a//1 等 同 起 来 : a = a//1; 此 恒 等 关 系 保证 了 整数 的 算术 与 比例 数 的 算术 是 相 
容 的 . 于 是 , 就 像 我 们 把 自然 数 嵌入 整数 系 中 一 样 , 我 们 拒 整 数 嵌入 到 比例 数 系 当 
中 . 特别 地 , 一 切 自然 数 都 是 比例 数 , 例如 , 0 等 于 0//1, 1 等 于 1//1. 

观察 到 一 个 比例 数 a//6 等 于 0 = 0//1 当 且 仅 当 ax 1 = bx 0, 即 当 且 仅 当 分 
子 a 等 于 0. 于 是 , 如 果 a 和 都 不 是 零 , 则 a//4 也 不 是 去 

我 们 现在 对 于 比例 数 定义 一 个 新 的 运算 : 倒数 运算 . 如 果 z = a// 是 不 为 零 
的 比例 数 (于 是 oz z 0), 那么 我 们 定义 z 的 倒数 w-! 是 比例 数 z-1 := b//a. 容 
易 验证 这 个 运算 与 我 们 的 相等 概念 是 相 容 的 : 如 果 两 个 比例 数 a//b, a'//5 相等 
那么 它们 的 倒数 也 相等 ，( 与 此 对 比 , 一 个 如 “分子 ”的 运算 就 不 是 定义 成 功 的 : 比 
例 数 3//4 和 6//8 是 相等 的 , 但 具有 不 相等 的 分 子 ， 所 以 当 说 到 如 “z 的 分 子 ” 这 
样 的 话 时 , 我 们 必须 小 心 .) 当然 ,0 的 倒数 没有 定义 . 
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我 们 现在 总 结 一 下 比例 数 的 代数 性 质 . 
命题 4.2.4( 比 例 数 的 代数 算 律 ) 设 z,y,z 是 比例 数 . 那么 下 面 的 代数 算 律 成 
T+Yy=Yy+z, 
(z+Y)+z=7+ (y+z), 
z+0=0+z=z, 
T+(-7)=(-7)+7z=0, 
TYy=YT, 
(2Y)z = 7(yz), 
zl = 17=7, 
TY +2)=7Yy + 7% 
(y+z)r=y7 + 272. 
如 果 z 不 是 零 , 我 们 还 有 


注 4.2.5 ”上 述 10 个 恒等式 的 集合 有 一 个 名 称 ; 它们 确定 比例 数 集 Q 构成 一 
个 域 . 这 比 作为 一 个 交换 环 更 好 , 因为 还 有 第 10 个 恒等式 zz -1 = zlz = 1. 注意 
这 个 命题 包含 了 命题 4.1.6. 

证 明 ”为 证 这 些 恒等式 , 令 x = a//b, y =c//d, z =e//f, 其 中 a,c,e 是 整数 ， 
5b,d, 了 是 不 为 零 的 整数 , 然后 使 用 整数 的 代数 算 律 来 验证 每 个 恒等式 .我们 只 证 明 
最 长 的 一 个 , 即 (z 十 切 十 过 一 了 十 (y 十 2: 


(z+ +z=((a//b) + (ce//d)) + (e//1) 
=((ad + bc)//bd) + (e//f) 
=(adf + bcf + bde)/ /bdf; 

z+ (y+2)=(a//b) + ((c//d) + (e//f)) 
=(a//b) + ((cf + ade)//df) 
=(adf + bef + bde)/ /bdf; 


于 是 可 以 看 到 (z+y) 十 z 和 z+ (y 十 z) 是 相等 的 . 
其 他 恒等式 的 验证 可 用 类 似 的 方式 , 留 作 习 题 4.2.3. mn 
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我 们 现在 可 以 定义 两 个 比例 数 z 和 y 的 商 了 . 只 要 y 不 是 零 , 我 们 定义 zx 和 
y 的 商 为 
zy :=zx 扩 1. 
于 是 作为 例子 , (3//4)/(5//6) = (3//4) x (6//5) = 18//20 = 9//10. 用 这 个 公式 , 容 
易 看 到 对 于 每 个 整数 a 和 每 个 非 零 整 数 b， 
a/b= a//b. 


于 是 我 们 现在 可 以 抛弃 符号 //, 而 用 更 常用 的 a/b? 取 代 a//b. 

命题 4.2.4 使 我 们 可 以 使 用 一 切 规范 的 代数 法 则 ; 我 们 以 后 就 照 此 进行 , 而 不 
再 作 进一步 的 评注 . 

上 一 节 我 们 把 整数 分 为 正 数 、 零 和 负数 . 我 们 现在 对 于 比例 数 做 同样 的 事情 . 

定义 4.2.6 ”一 个 比例 数 z 叫 作 是 正 的 , 当 且 仅 当 对 于 某 两 个 正 整数 a 和 6。 
我 们 有 x = 和 . 它 叫 作 是 负 的 当 且 仅 当 对 于 某 个 正 的 比例 数 y, 我 们 有 z = -y ( 即 
对 于 某 两 个 正 整数 a 和 b，z = 法). 

于 是 , 作为 例子 , 每 个 正 整数 都 是 正 的 比例 数 ,而 每 个 负 整数 都 是 负 的 比例 数 ， 
这 样 我 们 的 新 定义 与 老 定 义 是 相 容 的 . 

引 理 4.2.7( 比 例 数 的 三 歧 性 ) 设 z 是 比例 数 , 那么 下 面 三 个 命题 中 恰 有 一 个 
成 立 : 

(a) z 等 于 0，(b) > 是 正 的 比例 数 ，(c) x 是 负 的 比例 数 . 

证 明 ”见习 题 4.2.4. 国 

定义 4.2.8( 比 例 数 的 顺序 )” 设 > 和 y 是 比例 数 . 我 们 说 > > y 当 且 仅 当 z 一 y 
是 一 个 正 的 比例 数 , 说 z < y 当 且 仅 当 z - y 是 负 的 比例 数 . 我 们 写 z > y 当 且 仅 
当 或 者 zx > y 或 者 z = 刀 并 类 似 地 定义 zx < y. 

命题 4.2.9( 比 例 数 的 序 的 基本 性 质 ) ” 设 z,y,z 是 比例 数 , 那么 下 面 的 性 质 成 


立 : 
a) ( 序 的 三 歧 性 ) 三 个 命题 二 y, 5 <Yy,z >Y 中 恰 有 一 个 成 立 . 
b) ( 序 是 反对 称 的 ) z <2 等 价 于 yy > 工 . 
c) ( 序 是 传递 的 ) 如 果 T <y, 且 Yy<z, 那么 Z<z. 
d) (加 法 保 序 ) 如 果 工 < y, 那么 Z 二 z <Yy+z. 
(e) ( 正 乘 法 保 序 ) 如 果 zZ<y 并 且 z 是 正 的 , 那么 ZZ < 32. 
证 明 ”见习 题 4.2.5. a 
注 4.2.10 ”命题 4.2.9 中 的 上 述 5 条 性 质 与 命题 4.2.4 中 的 域 公理 联合 起 来 
有 一 个 名 称 : 它们 判定 比例 数 集 Q 构成 一 个 有 序 域 . 记 住 命题 4.2.9(e) 仅 当 z 是 正 
数 时 成 立 是 重要 的 . 见习 题 4.2.6. 


四 即 名 .一 一 评 者 注 


( 
( 
( 
( 
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习 题 4.2 


4.2.1 ”证 明 对 于 比例 数 相等 的 定义 是 自 反 的 、 对 称 的 以 及 传递 的 . (提示 : 对 于 传递 性 , 使 用 推 
论 2.3.7.) 

4.2.2 ”证 明 引 理 4.2.3 的 剩 下 的 条 款 . 

4.2.3 ”证 明 命题 4.2.4 中 剩 下 的 各 条 . (提示 : 像 处 理 命题 4.1.6 一 样 , 你 可 以 用 某 些 恒 等 式 去 
证 另 一 些 恒等式 以 节约 劳力 .) 

4.2.4 ”证 明 引 理 4.2.7，( 注 意 , 像 在 命题 2.2.13 中 那样 ,你 必须 证 明 两 件 不 同 的 事情 : 首先 ， 
(a), (b), (c) 中 至 少 有 一 个 成 立 ; 其 次 (a), (b), (c) 中 至 多 一 个 成 立 .) 

4.2.5 ”证 明 命题 4.2.9. 

4.2.6 ”证 明 : 如果 z,y,z 是 比例 数 , 满足 zx < 且 z 是 负 的 , 那么 rz > yz. 


$4.3 ”绝对 值 与 指数 运算 


我 们 已 经 介绍 了 比例 数 的 四 种 基本 的 算术 运算 , 即 加 法 、 减 法 、 乘 法 和 除法 . 
(回忆 一 下 , 减法 与 除法 来 源 于 更 初始 的 负 运 算 概念 和 倒数 运算 的 概念 , 分 别 经 由 公 
式 z-y:=z+(- 人 和 于 =z7xg: 得 到 .) 我 们 也 有 了 序 < 的 概念 , 并 把 比例 数 
分 成 了 正 的 比例 数 、 负 的 比例 数 以 及 零 . 简 言 之 , 我 们 已 经 证 明 比 例 数 的 集合 Q 构 
成 一 个 有 序 域 . 

现在 可 以 用 这 些 基 本 的 运算 构造 更 多 的 运算 . 可 以 构造 出 来 很 多 这 样 的 运算 ， 
但 是 我 们 只 介绍 特别 有 用 的 两 种 : 绝对 值 与 指数 运算 . 

定义 4.3.1( 绝 对 值 ) 如果 z 是 比例 数 , z 的 绝对 值 |z| 如 下 定义 : 如 果 z 是 
正 的 , 那么 |z| := z; 如 果 z 是 负 的 , 那么 |z| := -zi; 如 果 z 是 零 , 那么 |z| := 0. 

定义 4.3.2( 距 离 ) 设 zx 和 y 是 比例 数 . 量 |z 一 y| 叫 作 z 和 y 之 间 的 距离 ， 
有 时 记 作 d(z, 攻 ), 那么 d(z,) := lz 一 中 例如 , d(3,5) = 2. 

命题 4.3.3( 绝 对 值 及 距离 的 基本 性 质 ) 设 z,y,z 是 比例 数 . 

(a) (绝对 值 的 非 退化 性 ) 我 们 有 |z| > 0. 还 有 , |z| = 0 当 且 仅 当 z 是 0. 

(b) (绝对 值 的 三 角形 不 等 式 ) 我 们 有 


lz+y < |zl + yl. 


(0) 不 等 式 -y zy 成立 当 且 仅 当 y > |z|. 特别 地 , 我 人 有 一 |z| < zx < |z|. 
(d) (绝对 值 的 可 乘 性 ) 我 们 有 |zy| = |z|ly|. 特别 地 , | 一 | = lz|. 

(e) (距离 的 非 退 化 性 ) 我 们 有 dlz,g) > 0, 还 有 , d(z,y) =0 当 且 仅 当 z= 二 vy. 
(1) ( 踪 离 的 对 称 性 ) d(z,y) = d(y, 2). 

(g) (距离 的 三 角形 不 等 式 ) d(z,z) < d(x,y) + d(y,2). 
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证 明 ”见习 题 4.3.1. 

绝对 值 对 于 测量 两 个 数 是 多 么 “接近 ”是 有 用 的 . 我 们 来 做 一 个 有 点 人 造 的 定 
兴 

定义 4.3.4(e- 接近 性 ) 设 e >0 且 z,y 都 是 比例 数 . 我 们 说 , y 是 e- 接近 于 
z 的 当 且 仅 当 d(x,y) < e. 

注 4.3.5 ”这 个 定义 在 数学 教科 书 中 不 是 标准 的 定义 ; 后 面 , 我 们 将 使 用 它 作 
为 “脚手架 ”来 建立 更 重要 的 极限 概念 (以 及 Cauchy 序列 的 概念 ). 一 旦 我 人 有 了 
那些 更 深层 次 的 概念 , 我 们 将 抛 开 e- 接近 的 概念 . 

例 4.3.6 ” 数 0.99 和 1.01 是 0.1- 接近 的 , 但 它们 不 是 0.01- 接近 的 , 因为 
d(0.99, 1.01) = |0.99 - 1.01| = 0.02 比 0.01 大 . 对 于 每 个 正 的 =, 数 2 和 ?2 都 是 =- 
接近 的 . 

当 = 是 零 或 负数 时 , 我 们 不 去 定义 e- 接近 的 概念 , 因为 如 果 = 是 零 那 么 z 和 y 
只 能 当 它 们 相等 时 是 e- 接近 的 , 而 当 e 是 负数 时 , zx 和 y 绝对 不 能 e- 接近 . (在 分 
析 学 中 的 一 个 历史 悠久 的 传统 是 , 在 任何 场合 , 希腊 字母 =，5 只 应 代表 小 的 正 数 .) 

下 面 是 e- 接近 性 的 一 些 基本 性 质 . 

命题 4.3.7 设 zy,z,w 是 比例 数 . 

(a) 如 果 工 二 y, 那么 对 于 每 个 E> 0，z 都 是 e- 接近 于 1 的. 反之 , 如 果 对 于 
每 个 。>0,z 都 是 e- 接近 于 yy 的 , 那么 有 = y. 

(b) 设 => 10. 如 果 攻 是 e- 接近 于 y 的 , 那么 Y 也 是 e- 接近 于 了 z 的. 

(0) 设 ,5>0. 如 果 工 是 E- 接近 于 3 的 ,而 8 是 人 -接近 于 z 的 ,那么 和 2z 
是 (十)- 接近 的 . 

(d) 设 s,6>0. 如 果 TZ 和 4 是 E- 接近 的 ;而 2 也 是 0- 接近 的 , 那么 ZX 十 z 和 
y+ 册 是 (e 十 6)- 接近 的 , 而且 z yz 和 VY 一 w 也 是 (十 6)- 接近 的 . 

(e) 设 E>0. 如 果 Z 和 YY 是 e- 接近 的 , 那么 对 于 每 个 e' > ,它们 也 是 e'- 接 
近 的 . 

(有 设 e > 0. 如 果 Y 和 z 两 者 都 e- 接近 于 z, 并 且 也 介 于 y 和 zz 之 间 ( 即 
Yswgz 或 zw<Y), 那么 山 也 是 se- 接近 于 的 . 

(g) 设 e>0. 如 果 和 4 是 e- 接近 的 , 并 且 z 不 是 零 , 那么 Tz 和 Wz 是 els|- 
接近 的 . 

(b) 设 e,5>0. 如 果 工 和 Y 是 e- 接近 的 , 并 且 z 和 也 是 6 接近 的 , 那么 zz 
和 yw 是 (e|z| 十 6|z| 十 26)- 接近 的 . 

证 明 ”我 们 只 证 明 最 难 的 一 个 : (h), 而 把 (a)~(g) 留 作 习题 4.3.2. 设 =, 5 > 0， 
并 假设 > 和 ?4 是 e- 接近 的 . 如 果 我 们 写 a :=y 一 x, 那么 有 y= z+a 并且 la| <e. 
类 似 地 , 如 果 > 和 w 是 5- 接近 的 , 并 且 令 4b:=w 一 z, 那么 w=z+b 并 且 |b| <5. 
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由 于 y=z+a 和 w=z+b, 我 们 有 
yw = (T+a)(z+b) = 22+az+ rb+ab. 
于 是 


lyw— zz|=|az+zb+ab| < laz| + |zb| + |ab| 
=|al lz| + lellzl 二 lol- 


由 于 la| < 以 及 吕 < 6, 于 是 得 到 
lyw — zz| < elz|+ 5lz| + e6. 


从 而 yw 和 zz 是 (slz| + 5lz| + =6)- 接近 的 . nm 

注 4.3.8 ”应 该 对 于 此 命题 的 (a)~(c) 的 陈述 与 自 反 性 、 对 称 性 和 传递 性 这 些 
相等 的 公理 进行 比较 . 把 “e- 接近 ”的 概念 想象 成 相等 的 概念 的 近似 的 替代 物 在 分 
析 学 中 常常 有 用 . 

现在 我 们 递归 地 定义 自然 数 次 时 的 指数 运算 , 推广 前 面 在 定义 2.3.11 中 的 定 
义 . 

定义 4.3.9( 自 然 数 次 寡 的 指数 运算 ) ” 设 z 是 比例 数 ， 为 把 z 升 到 0 次 究 ， 

我 们 定义 0 := 1. 现在 归纳 地 假定 z* 已 对 于 某 自然 数 n 定义 好 , 那么 我 们 定义 
i 

命题 4.3.10( 指 数 运算 的 性 质 了 设 z,y 是 比例 数 , 并 设 n,m 是 自然 数 . 

(四 坊 们 有 

(b) 我 们 有 xz? = 二 0 当 且 仅 当 z= 0. 

(0) 如 果 工 宝 yz0, 那么 Zz" 之 y" 之 0, 如果 Z>2Z0 而 有 全 7m > 0, 那么 
rz" >y">0. 

(qd) 我 们 有 |z"|= |z|”. 

证 明 ”见习 题 4.3.3. 

现在 定义 负 整 数 指数 的 指数 运算 . 

定义 4.3.11( 负 整数 次 寡 的 指数 运算 ) ” 设 x 是 一 个 非 零 的 比例 数 . 那么 对 于 
任何 负 整 数 -n, 我 们 定义 z-" := 去 . 

于 是 作为 例子 , z= 十 = zlxs- 

我 们 现在 已 经 对 于 任意 的 整数 n, 不 管 n 是 正 的 、 负 的 还 是 零 , 定义 了 z". 指 
数 为 整数 的 指数 运算 具有 下 述 性 质 ( 它 包含 命题 4.3.10): 

命题 4.3.12( 指 数 运算 的 性 质 IJ) 设 z,y 是 不 为 零 的 比例 数 , 并 设 n,m 是 整 


数 . 
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(8) 我 们 有 znzm = Zntm，(znjm = anm 以 及 (zgjn 一 ny 

(b) 如 果 z > y 之 0, 那么 nn 当 是 正 数 时 Im > VY" 之 0, 而 当 见 是 负数 时 
0O<a<. 

(c) 如 果 zy >>0,n 关 0 并且 = 加, 那么 Z 一 小 

(d) 我 们 有 |z"| = lz 

证 明 ”见习 题 4.3.4. [| 


习 题 4.3 

4.3.1 ”证 明 命题 4.3.3， (提示 : 即使 所 有 的 结论 都 可 以 分 z 是 正 的 、 负 的 或 零 这 些 情形 来 证 ， 
命题 的 许多 部 分 依然 不 必 如 此 元 烦 地 分 情形 来 证 , 例如 , 可 以 使 用 命题 的 已 证 明 部 分 来 
证 后 面 的 部 分 .) 

4.3.2 ”证 明 命 题 4.3.7 中 剩 下 的 结论 . 

4.3.3 ”证 明 命题 4.3.10. (提示 : 用 归纳 法 .) 

4.3,4 ”证 明 命 题 4.3.12. (提示 : 这 里 归纳 法 不 合适 , 代 之 使 用 命题 4.3.10.) 

4.3.5 ”证 明 对 于 任何 正 整数 N, 都 有 2 > N. (提示 : 用 归纳 法 .) 


84.4 ”比例 数 中 的 空隙 


想象 我 们 把 比例 数 安排 在 一 条 直线 上 , 当 z >y 时 z 被 安排 在 y 的 右边 . (这 是 
个 不 严格 的 安排 , 因为 我 们 还 不 曾 定义 直线 的 概念 , 但 是 这 个 讨论 只 是 为 了 启发 

下 面 的 比较 严格 的 命题 .) 整数 也 在 有 理 数 中 , 于 是 , 它们 也 被 安排 在 了 直线 上 . 现 
在 我 们 考察 比例 数 关 于 整数 是 怎样 排 置 的 . 

命题 4.4.1( 整 数 被 比例 数 间隔 开 ) ” 设 z 是 比例 数 . 那么 存在 一 个 整数 几 使 
得 n<z<ntl. 事实 上 , 这 个 整数 是 唯一 的 ( 即 , 对 于 每 个 z, 仅 存在 一 个 nn 使 得 
n<z<nt1). 特别 地 , 存在 一 个 自然 数 N, 使 得 N > 工 ( 即 , 一 个 比例 数 比 一 切 自 
然 数 都 大 这 样 的 事 是 不 可 能 发 生 的 ). 

注 4.4.2 使 "和 z<zm+l 的 整数 ”有 时 也 叫 作 zx 的 整 部 并 记 作 = [z]. 

证 明 ”见习 题 4.4.1. 国 

还 有 , 在 每 两 个 比例 数 之 间 , 至 少 存在 一 个 另外 的 比例 数 : 

命题 4.4.3( 比 例 数 被 比例 数 间隔 开 ) ”如 果 z 和 y 是 两 个 比例 数 , 满足 了 < 人 
那么 存在 第 三 个 比例 数 > 使 得 < z<y. 

证 明 令 z:= 号 2. 由 于 z< 纪 并 且 坪 = 1//2 是 正 的 , 从 命题 4.2.9 得 3<¥. 
如 果 把 加 到 两 边 , 使 用 命题 4.2.9, 就 得 到 
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即 z <y. 如 果 取 代 # 而 把 加 到 两 边 , 就 得 到 


即 zx < zx. 于 是 z < z < 就 是 所 要 证 的 . mn 

尽管 比例 数 具 有 这 种 币 密 性 , 它们 依然 是 不 完全 的 ; 在 有 理 数 之 间 依 然 存在 无 
限 多 个 “空隙 ”或 “ 洞 ”虽然 这 种 稠密 性 保证 在 一 定 意义 上 这 些 洞 是 无 限 小 的 . 作 
为 例子 , 我 们 现在 来 证 明 比 例 数 中 不 含有 2 的 平方 根 . 

命题 4.4.4 不 存在 比例 数 z 使 得 z2 = 2. 

证 明 ”我 们 只 给 出 一 个 证 明 的 梗概 , 细节 将 在 习题 4.4.3 中 弥补 . 假设 有 一 个 
比例 数 z, 使 得 rz? = 2，z 明显 地 不 是 零 . 可 以 假定 > 是 正 的 , 因为 如 果 z 是 负 
的 , 那么 就 可 以 用 --z 来 取代 x (因为 x2? = (-z)?). 于 是 对 于 某 两 个 正 整数 p,q， 
= 二 8, 从 而 (8)? = 2, 我 们 可 把 它 重 写 为 p = 292. 

把 一 个 自然 数 p 叫 作 偶 的 , 如 果 = 2k 对 于 某 自然 数 成 立 ; 把 它 叫 作 奇 的 ， 

如 果 p = 25+1 对 于 某 自 然 数 成 立 . 每 个 自然 数 或 者 是 偶 的 , 或 者 是 奇 的 , 但 不 
可 二 者 兼 得 (为 什么 ?). 如 果 p 是 奇 的 , 那么 p? 也 是 奇 的 (为 什么 ?), 这 与 p? = 2g? 
矛盾 . 于 是 p 是 偶 的 , 即 p = 2k 对 于 某 自 然 数 成立. 由 于 p 是 正 的 , k 必 也 是 正 
的 . 把 p==2k 代入 p? = 292 我 们 得 到 4k? = 2g?, 于 是 92 一 2k?2. 
总 起 来 说 , 我 们 从 一 个 满足 p? = 2g? 的 正 整数 对 (p,9) 出 发 , 得 到 一 个 正 整数 
对 (q,k), 它 满足 @2 = 2k?. 由 于 p? = 292, 我 们 有 gq < p( 为 什么 ?). 如 果 重 写 p/ := 4 
和 4 := ,那么 我 们 就 从 满足 方程 zz = 2g? 的 一 个 解 (p,q) 过 渡 到 同一 方程 的 一 
个 新 的 解 (p',q). 这 个 新 的 解 的 的 值 更 小 . 再 三 地 不 断 重 复 这 个 步骤 , 并 得 到 同一 
方程 的 一 系列 解 (p,q”)，(p”,q"), 等 等 . 这 些 解 的 每 一 个 的 p 的 值 都 比 前 一 个 小 ， 
并 且 每 个 解 都 由 正 整 数组 成 . 但 这 与 无 限 减 小 原理 相 矛 盾 (见习 题 4.4.2). 1 
盾 表明 我 们 不 能 有 一 个 比例 数 z 使 得 zz = 2. 

另 一 方面 , 我 们 可 以 得 到 任意 接近 2 的 平方 根 的 比例 数 . 

命题 4.4.5 ”对 于 每 个 比例 数 。 > 0, 都 存在 一 个 非 负 的 比例 数 z, 使 得 z2 < 
2<(z+e). 

证 明 设 s > 0 是 比例 数 . 假设 不 存在 非 负 的 比例 数 > 满足 z2 < 2 < (z+e)?. 
这 表明 , 只 要 z 不 是 负 的 并 且 z? < 2, 我 们 必定 也 有 (z + e)? < 2 (注意 根据 命题 
4.4.4，(z 二 6)2 不 会 等 于 2). 由 于 02 < 2, 必 有 ez < 2, 由 它 又 推出 (2e)? < 2, 并 且 
一 个 简单 的 归纳 法 表明 , 对 于 每 个 自然 数 n, 都 成 立 (ne)* < 2. (注意 , 对 于 每 个 自 
然 数 n，ne 都 不 是 负 的 一 一 为 什么 ?) 但 是 , 根据 命题 4.4.1, 我 们 可 以 找到 一 个 整 
数 ”使 得 " > 2, 它 列 含 着 ne > 2, 进而 蕴含 (ne)? > 4 > 2, 这 与 对 于 一 切 自然 数 
n 都 有 (ne)? < 2 的 断言 相 矛 盾 . 这 个 矛盾 完成 了 证 明 . 国 
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例 4.4.6 ”如 果 ?e = 0.001, 我 们 可 以 取 z = 1.414, 因为 z? = 1.999 396 并 且 


(z+e)*= 


2.002 225. 


命题 4.4.5 表明 , 即 然 比 例 数 集 并 不 确实 含有 这 个 数 , 我 们 可 以 任意 地 接近 . 作 
为 例子 , 比例 数 序列 


1.4, 1.41, 1.414, 1.414 2, 1.414 21,:…. 


就 像 是 越 来 越 接近 的 , 因为 它们 的 平方 是 


1.96, 1.988 1, 1.993 96, 1.999 961 64, 1.999 989 924 1,... 


于 是 , 好 像 我 们 可 以 用 比例 数 的 “极限 ”来 造 出 2 的 一 个 平方 根 . 这 就 是 我 们 将 在 
下 一 章 构造 实数 的 思想 . (也 有 另 一 种 方式 , 即使 用 所 谓 “Dedekind 分 割 ” 的 方式 来 


构造 实数 ， 
事情 会 发 4 


我 们 不 做 此 事 . 也 可 以 用 无 限 十 进 制 展开 来 做 , 但 是 那样 做 有 些 腻 焉 的 
E, 例如 必须 让 0.999 .… 等 于 1.000…… 而 且 这 个 办 法 , 尽管 是 最 熟悉 的 ， 


实际 上 比 别 的 途径 更 复杂 ; 见 附录 B.) 


习 题 4.4 


4.4.1 ”证 明 命题 4.4.1. (提示 : 用 命题 2.3.9.) 
4.4.2 ”定义 : 一 个 序列 ao, a1, az, … (可 以 是 自然 数 序列 、 整 数 序列 、 比 例 数 序列 或 实数 序列 ) 
叫 作 是 无 限 减 小 的 , 如 果 对 于 每 个 自然 数 ”都 有 an > an+l( 即 ao > al > az > …). 


(9) 


(b) 


证 明 无 限 减 小 原理 : 不 可 能 有 无 限 减 小 的 自然 数 序列 . (提示 : 假设 不 然 , 那么 可 以 
找到 一 个 自然 数 序 列 co, al, a2,…. 是 无 限 减 小 的 ， 由 于 每 个 on 都 是 自然 数 , 就 
知道 对 于 一 切 n，an > 0. 那么 使 用 归纳 法 来 证 明 事实 上 对 于 一 切 Ke N 和 一 切 
n EN 必 有 an > ,从 而 得 到 矛盾 .) 

如 果 序 列 ao, al az,… 允许 取 整 数值 代替 自然 数值 , 无 限 减 小 原理 还 有 效 吗 ? 如 
果 人 允许 取 正 的 比例 数 代替 自然 数 , 情况 又 会 如 何 ? 请 解释 . 


4.4.3 ” 补 上 命题 4.4.4 的 证 明 的 细节 . 


加 我 们 使 用 十 进 制 来 定义 有 限 小 数 , 例如 1.414 定义 为 等 于 比例 数 十 8. 我 们 把 对 于 十 进 制 系统 的 正 
式 讨论 放 在 附录 B 中 
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复习 一 下 我 们 至 今 所 得 的 成 果 . 我 们 已 严格 地 构造 了 三 个 基本 的 数 系 : 自然 数 
系 N、 整 数 系 Z 和 比例 数 系 Q? 我 们 用 5 个 Peano 公理 来 定义 自然 数 , 并 假定 这 
样 的 一 个 数 系 存在 ; 这 是 合情合理 的 , 因为 自然 数 对 应 着 非常 直观 和 基本 的 顺序 清 
点 的 观念 . 使 用 这 个 数 系 就 能 递归 地 定义 加 法 与 乘法 , 并 验证 它们 遵从 通常 的 代数 
算 律 . 然后 我 们 通过 取 自然 数 的 形式 的 ? 差 a 一 b 来 构造 整数 . 然后 再 通过 取 整 数 的 
形式 比例 ( 商 )a/ 儿 来 构造 比例 数 , 当然 我 们 得 排除 用 零 去 除 , 以 保证 代数 算 律 的 成 
立 . (你 当然 也 可 以 设计 自己 的 数 系 , 可 能 包括 一 个 其 中 允许 以 零 去 除 的 数 系 ; 但 你 
必须 从 命题 4.2.4 的 域 公理 中 放弃 一 个 或 多 个 , 那么 , 你 大 概 将 得 到 一 个 对 于 处 理 
现实 世界 的 问题 不 太 有 用 的 数 系 .) 
比例 数 系 已 然 足够 用 来 做 大 量 数学 事项 一 一 例如 只 要 你 知道 比例 数 的 话 , 高 
级 中 学 代数 的 大 部 分 事情 都 可 以 做 得 很 好 . 但 是 , 在 一 个 数学 的 基本 领域 几何 学 
(长 度 、 面积 的 研究 等 ) 中 , 比例 数 是 不 够 用 的 . 例如 , 一 个 两 直角 边 长 为 1 的 直角 三 
角形 给 出 一 个 长 的 斜 边 , 此 长 度 是 非 比 数 , 即 , 不 是 比例 数 ; 见 命题 4.4.4. 当 人 们 着 
手 处 理 几 何 学 的 一 个 子 领域 , 周知 的 三 角 学 (trigonometry) 时 , 当 人 们 看 到 如 r 或 
cos(1) 那样 的 事 时 , 事情 变 得 甚至 更 糟 , r 或 cos(1) 好 像 比 V2 “更 ” 非 比例 数 . (这 
些 数 叫 作 超越 数 , 但 进一步 讨论 此 题目 将 大 大 超出 本 书 的 范围 .) 于 是 , 为 了 有 一 个 
数 系 适用 于 刻画 几何 学 一 一 甚或 简单 地 适用 于 测量 直线 上 的 长 度 一 一 人 们 需要 
用 实数 系 来 取代 比例 数 系 . 由 于 微 积分 学 也 紧密 联系 于 几何 学 一 一 考虑 切线 的 斜 
率 或 曲线 下 的 面积 微 积 分 学 也 需要 实数 系 才能 真正 发 挥 功能 . 
但 是 , 由 比例 数 来 严谨 地 构造 实数 的 方法 是 有 点 难 的 一 一 比 起 从 自然 数 过 渡 
到 整数 或 从 整数 过 渡 到 比例 数 , 需要 一 点 更 多 的 装备. 在 那 两 个 构造 中 , 任务 是 引 
入 新 的 代数 运算 到 数 系 中 来 例如 , 可 以 从 自然 数 借助 于 引入 减法 来 得 到 整数 ， 
以 及 从 整数 借助 于 引入 除法 来 得 到 比例 数 . 但 是 , 从 比例 数 得 到 实数 , 乃 是 一 个 “ 离 
散 的 ”系统 过 渡 到 一 个 “连续 的 ” 系统 , 它 要 求 引入 有 些 不 同 的 概念 即 极限 的 
概念 . 极限 是 一 个 这 样 的 概念 , 从 某 种 意义 上 来 说 它 相当 直观 , 但 是 要 把 事情 严格 
@@ 符 号 N\Q 和 屎 的 含义 分 别 为 “自然 的 (natural)”、“ 比 例 的 (quotient)” 以 及 “ 实 的 (real)”, 2 的 
会 义 是 “Zahlen”, 德 文 的 数 . 还 有 一 个 复数 的 符号 C, 明显 意 指 “ 复 的 (complex)”. 
@@ "形式 的 " (formal) 意 指 事情 是 “具有 形式 的 ”; 在 我 们 的 构建 之 初 , 表达 式 a 一 6 并 不 实际 指 
差 a 一 b, 因为 符号 “一 ”是 没有 实际 意义 的 . 它 只 具有 差 的 形式 . 之 后 , 我 们 定义 了 减法 , 并 验证 了 
形式 差 就 等 于 实际 差 ， 于 是 最 终 这 不 成 问题 ， 而 我 们 的 形式 差 的 符号 就 被 抛弃 了 …“ 形 式 的 ”一 词 
的 这 种 用 法 , 与 正式 的 论述 和 非 正 式 的 论述 的 概念 中 的 “formal” 不同 , 勿 混淆 . 
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地 说 清楚 却 是 相当 困难 的 . (甚至 像 Buler 和 Newton 这 样 的 大 数学 家 也 对 这 个 概 
念 感到 困难 , 直到 19 世纪 , 数学 家 如 Cauchy 和 Dedekind 才 弄 清楚 如 何 严格 地 处 
理 极限 概念 .) 

在 34.4 中 我 们 曾 暴 露 了 比例 数 中 的 “空隙 "现在 我 们 将 填补 这 些 空隙 , 方法 
是 使 用 极限 创造 实数 ,实数 系 最 终 与 比例 数 系 有 许多 相似 之 处 , 然而 将 具有 某 些 新 
的 运算 一 一 最 值得 一 提 的 是 上 确 界 运算 , 此 运算 可 用 来 定义 极限 , 从 而 可 用 来 定 
义 微 积分 中 需要 的 每 样 其 他 事物 . 

这 里 , 我 们 给 出 的 获得 作为 比例 序列 的 极限 的 实数 的 过 程 , 或 许 是 相当 复杂 的 . 
但 实际 上 , 它 是 一 个 非常 一 般 而 有 用 的 完备 化 一 个 度量 空间 的 方法 的 实例 ; 见习 题 
12.4.8. 


85.1 Cauchy 序列 


我 们 的 实数 的 构造 将 依赖 于 Cauchy 序列 的 概念 . 在 正式 地 定义 这 个 概念 之 
前 , 让 我 们 先 来 定义 序列 的 概念 . 

定义 5.1.1( 序 列 ) ” 设 m 是 整数 ， 一 个 比例 数 的 序列 (a)%>,, 是 一 个 从 集 
合 {ne Z :n>m} 到 Q@ 的 函数 , 即 一 个 映射 , 它 对 于 每 个 大 于 或 等 于 m 的 整 
数 n 都 指定 一 个 比例 数 un， 更 正式 地 说 , 一 个 比例 数 的 序列 (on)s2。 是 比例 数 
am am+l, am+2，…… 的 一 个 汇集 . 

例 5.1.2 ”序列 (n?)%Po 是 自然 数 0, 1, 4 9,… 的 汇集 ; 序列 (3)%>o 是 自然 
数 3, 3, 3,.… 的 汇集 . 这 些 序列 的 标号 是 从 0 开始 的 , 但 我 们 当然 可 以 让 序列 标号 
从 1 或 任何 其 他 数字 开始 ; 作为 例子 , 序列 (an)?2 代表 序列 aa, a4, as,…, 于 是 
(n28 是 自然 数 9, 16, 25,… 的 汇集 . 

我 们 要 把 实数 定义 为 比例 数 序 列 的 极限 . 为 此 , 我 们 必须 区 分 哪些 比例 数 序列 
收敛, 而 哪些 不 收敛 . 例如 , 序列 


1.4, 1.41, 1.414, 1.414 2, 1.414 21,... 
看 上 去 是 要 收敛 到 什么 东西 , 就 像 
0.1, 0.01, 0.001, 0.000 1,... 


那样 . 而 另 一 些 序列 , 如 

1, 2, 4, 8, 16,.…- 
或 

1,0,1, 0, 1,... 
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就 不 像 是 要 收敛 到 什么 的 . 为 做 此 事 , 我 们 使 用 早先 定义 的 =- 接近 性 的 定义 . 从 定 
义 4.3.4 回忆 到 , 两 个 比例 数 z,y 是 e- 接近 的 , 如 果 d(z,y) = lz 一 儿科 <. 

定义 5.1.3(e- 稳定 性 ) ” 设 s > 0. 一 个 序列 (as) 沁 。 叫 作 是 e- 稳定 的 , 当 且 
仅 当 序列 元 素 的 每 一 对 oj, ak 都 是 e- 接近 的 . 换 名 话说 , 序列 uo, al, oz … 是 e- 
稳定 的 当 且 仅 当 对 于 一 切 j,k，d(aj, ax) < e- 

注 5.1.4 ”这 个 定义 不 是 文献 中 的 标准 定义 , 在 本 节 之 外 我 们 将 不 再 需要 它 ; 
类 似 地 , 对 于 下 面 的 “终极 =- 稳定 ”的 概念 也 是 如 此 . 我 们 对 于 标号 从 零 开始 的 序 
列 定义 了 e- 稳定 性 , 然而 很 清楚 , 我们 可 以 对 于 标号 从 任何 其 他 数字 开始 的 序列 
作出 类 似 的 概念 : 一 个 序列 an, an+1,…… 是 se 稳定 的 , 如 果 对 于 一 切 j,k > N， 
dlaj,ak) < e. 


例 5.1.5 序列 


1, 0, 1, 0 
是 1- 稳定 的 , 但 不 是 #- 稳定 的 . 序列 
0.1 0.01, 0.001, 0.000 1,.…. 
是 0.1- 稳定 的 , 但 不 是 0.01- 稳定 的 (为 什么 ?). 序列 
1, 2, 4, 8, 16,... 
对 于 任何 。 > 0 都 不 是 - 稳定 的 (为 什么 ?). 序列 
和 


对 于 任何 e > 0 都 是 e- 稳定 的 . 
序列 的 e- 稳定 性 的 概念 是 简单 的 , 但 并 没有 真正 捕捉 到 一 个 序列 的 极限 狂 状 ， 
为 它 对 序列 的 开头 的 那些 数字 太 敏 感 了 . 例如 , 序列 


10, 0, 0, 0 


是 10- 稳定 的 , 但 对 于 任何 更 小 的 e 的 值 都 不 是 = 稳定 的 , 尽管 这 个 序列 几乎 是 立 
刻 就 收敛 到 了 零 . 所 以 我 们 需要 一 个 更 强 的 稳定 性 的 概念 , 它 不 在 乎 序列 开头 的 那 
些 数 字 . 

定义 5.1.6( 终 极 e- 稳定 性 ) ” 设 。 > 0, 一 个 序列 (an)?eo 叫 作 是 终极 e- 稳 
定 的 , 当 且 仅 当 对 于 某 N > 0, 序列 aow, aw+1,… 是 e- 稳定 的 ， 换 名 话说 , 序 
列 ao, ol, a2… 是 终极 =- 稳定 的 , 当 且 仅 当 存 在 N > 0 使 得 对 于 一 切 j,k > NN， 


dlaj,ar) < e. 
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例 5.1.7 ”由 an := 去 定义 的 序列 a1, oz, as,…( 即 1, 雪 , 雪 ,…) 不 是 0.1- 稳 
定 的 , 但 却 是 终极 0.1- 稳定 的 ; 因为 序列 ao, an, a12,…( 即 而 , 吉 , 吉 ,…) 是 0.1- 
稳定 的 . 对 于 任何 小 于 10 的 a, 序列 10, 0, 0, 0,… 都 不 是 e- 稳定 的 , 但 对 于 每 个 
e > 0, 它 都 是 终极 e- 稳定 的 (为 什么 ?). 

现在 我 们 终于 可 以 定义 一 个 正确 的 概念 , 它 说 明了 “要 想 让 ”一 个 比例 数 序列 
收敛 究竟 指 的 是 什么 . 

定义 5.1.8(Cauchy 序列 ) ”一 个 比例 数 序列 (a,)%o 叫 作 是 Cauchy 序列 , 当 
且 仅 当 对 于 每 个 比例 数 = > 0, 它 都 是 终极 e- 稳定 的 . 换 名 话说, 序列 oo, al a2,…… 
是 Cauchy 序列 , 当 且 仅 当 对 于 每 个 。 > 0, 存在 N > 0 使 得 对 于 一 切 jk > N， 
dajak) & <. 

注 5.1.9 ”眼下 , 参数 = 限于 取 正 的 比例 数 ; 我 们 不 能 取 为 任意 的 正 实数 , 因 
为 实数 尚且 没有 构 作 出 来 . 然而 , 一 旦 构造 了 实数 , 我 们 将 看 到 , 上面 的 定义 中 , 当 
让 < 是 实数 而 代替 比例 数 时 , 不 会 发 生 改 变 (命题 6.4.1). 换 句 话说 , 我 们 最 终 将 证 
明 , 一 个 序列 对 于 每 个 比例 数 。 > 0 是 终极 e- 稳定 的 , 当 且 仅 当 它 对 于 每 个 实数 
s > 0 是 终极 =- 稳定 的 ; 见 命题 6.1.4. 这 个 在 比例 数 = 与 实数 = 之 间 的 微妙 区 别 ， 
在 整个 过 程 中 并 不 是 很 重要 的 , 建议 读者 别 太 在 意 数 = 是 什么 类 型 的 . 

例 5.1.10( 非 正式 的 ) ”考虑 早 前 提 到 过 的 序列 


1.4, 1.41, 1.414, 1.414 2, 1.414 21,... 
这 个 序列 已 是 1- 稳定 的 . 如 果 去 掉 第 一 项 1.4, 那么 剩 下 的 序列 
1.41, 1.414, 1.414 2, 1.414 21,... 


则 是 0.1- 稳定 的 , 这 表明 初始 的 序列 是 终极 0.1- 稳定 的 . 去 掉 下 一 项 1.41 就 给 出 
0.01- 稳定 的 序列 
1.414, 1.414 2, 1.414 21,... 


于 是 , 初始 的 序列 是 0.01- 稳定 的 . 

依 此 类 推 , 好 像 有 理由 认定 此 序列 对 于 每 个 = > 0 都 是 终极 =- 稳定 的 , 这 就 表 
明 这 个 序列 是 Cauchy 列 . 但 这 个 讨论 是 不 严格 的 . 有 几 条 缘由 . 例如 , 其 中 之 一 就 
是 , 我 们 并 没有 精确 地 定义 序列 1.4 1.41，1.414，1.414 2,…… 真正 是 什么 . 下 面 是 
一 个 严格 处 理 的 例子 . 

命题 5.1.11 由 an := 二 定义 的 序列 al az, aa …( 即 1 于, 下) 是 Cauchy 
序列 . 

证 明 ”我 们 必须 验证 对 于 每 个 = > 0, 序列 ol, az, oa,… 是 终极 =- 稳定 的 . 
设 e> 0 是 任意 的 正 数 . 我 们 现在 要 找 一 个 数 N > 1, 使 得 序列 avw, avw+l,…… 是 e- 
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稳定 的 . 让 我 们 看 看 这 是 什么 意思 . 这 意味 着 对 二 每 个 > N，dlah ab < < 即 
#2, | -站 < 


现 由 于 j,k > N, 我 们 知道 0 < 下 直方, 于 是 
二 1 
上 -让 < 志 

所 以 , 要 使 |} - 间 小 于 或 等 于 <, 只 要 让 方 小 于 s 就 足够 了 . 于 是 , 我 们 要 做 的 只 
是 选 一 个 N 使 得 二 小 于 s, 或 换 句 话说 ， 使 N 大 于 +. 但 根据 命题 4.4.1 这 是 可 
以 实现 的 . 国 

如 我 们 所 见 , 由 最 初等 的 一 些 原理 (就 是 说 不 使 用 任何 关于 极限 的 技巧 之 类 ) 
来 验证 一 个 序列 是 Cauchy 序列 , 是 要 花 些 力气 的 , 即使 对 于 + 这 样 的 简单 的 序列 
也 是 如 此 . 选择 N 那 一 部 分 对 于 初学 者 可 能 尤其 困难 一 一 必须 反 着 想 , 找 出 N 
满足 何 种 条 件 才 足以 迫使 序列 aw, aw+l av+2,…… 是 e- 稳定 的 , 然后 找 出 一 个 满 
足 这 些 条 件 的 N. 往 后 我 们 将 建立 一 些 极限 法 则 , 使 我 们 能 更 容易 地 确定 一 个 序列 
何 时 是 Cauchy 序列 . 

我 们 现在 建立 Cauchy 序列 这 一 概念 与 另 一 个 基本 概念 , 即 有 界 序列 概念 之 间 
的 联系 . 

定义 5.1.12( 有 界 序列 ) ” 设 M > 0 是 比例 数 . 一 个 有 限 的 序列 a1,… ,an 是 
以 M 为 界 的 当 且 仅 当 对 于 一 切 1 < i < n，|ai| < M. 一 个 无 限 序列 (on) 中 1 是 
以 M 为 界 的 , 当 且 仅 当 对 于 一 切 i> 1，|ai| < M. 一 个 序列 叫 作 是 有 界 的 , 当 且 
仅 当 对 于 某 个 比例 数 M > 0 它 是 以 M 为 界 的 . 

例 5.1.13 ”有 限 序列 1, -2, 3, -4 是 有 界 的 ( 它 以 4 为 界 )， 但 是 无 限 序 列 
1, -2, 3, 一 4, 5, 一 6,… 不 是 有 界 的 . (你 能 证 明 吗 ? 使 用 命题 4.4.1.) 序列 1， 一 1， 
1，=-1，1，-1…… 是 有 界 的 (例如 , 以 1 为 界 ), 但 不 是 Cauchy 序列 

引 理 5.1.14( 有 限 序列 是 有 界 的 ) ”每 个 有 限 序列 al a2,… ,an 都 是 有 界 的 . 

证 明 ”通过 对 n 进行 归纳 来 证 明 此 事 . 当 n = 1 时 , 序列 wm 显然 有 界 , 因为 取 
M := |ail, 则 显然 有 |ai| < M 对 于 一 切 1 < i gn 成立. 现 假定 已 对 某 n> 1 证实 
了 引 理 的 结论 , 我 们 现在 对 n 十 1 来 进行 证 明 , 即 证 明 每 个 序列 a1, a2,… ,anyant 
都 是 有 界 的 . 根据 归纳 假定 , 我 们 知道 a1, a2,… ,on 以 某 M > 0 为 界 , 从 而 它 必 以 
M 十 |anti| 为 界 . 另 一 方面 , aw41 也 以 M + |an+i| 为 界 . 于 是 ol a2,… et 
以 M 十 |an+i| 为 界 , 从 而 有 界 . 这 就 完成 了 归纳 法 . 

注意 , 虽然 这 个 论证 表明 , 每 个 有 限 序 列 都 是 有 界 的 , 不 管 这 个 序列 有 多 长 但 
它 对 无 限 序列 是 有 界 的 还 是 无 界 (无 界 指 “ 不 是 有 界 ") 的 , 可 什么 也 没 说 ; 无 限 
(infinity) 不 是 自然 数 . 但 我 们 有 
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引 理 5.1.15(Cauchy 序列 是 有 界 的 ) ”每 个 Cauchy 序列 (an)82; 都 是 有 界 的 . 
证 明 ”见习 题 5.1.1. 


习 题 5.1 


5.1.1 ”证 明 引 理 5.1.15. (提示 : 使 用 {an} 是 终极 1- 稳定 的 这 一 事实 , 从 而 可 分 成 一 个 有 限 
序列 和 一 个 1- 稳定 序列 两 部 分 . 然后 使 用 引 理 5.1.14 于 有 限 的 部 分 . 注意 , 此 处 用 到 
的 数字 1 没有 任何 特别 的 意思 , 每 个 其 他 的 正 数 也 足够 用 .) 


85.2 ”等 价 的 Cauchy 序列 
考虑 比例 数 的 两 个 序列 : 
1.4, 1.41, 1.414, 1.414 2, 1.414 21,... 


以 及 
1.5, 1.42, 1.415, 1.414 3, 1.414 22,... 

不 正式 地 说 , 这 两 个 序列 好 像 收敛 到 同一 个 数 , 平方 根 V2 = 1.414 21.…( 昌 然 这 个 
说 法 还 不 是 严格 的 , 因为 我 们 还 不 曾 定义 实数 )， 如 果 要 从 比例 数 来 把 实数 定义 为 
Cauchy 序列 的 极限 , 我 们 就 必须 知道 何 时 比例 数 的 两 个 Cauchy 序列 给 出 同一 个 
极限 , 而 并 不 先 定义 实数 (因为 那 将 导致 循环 论证 )， 为 了 这 个 目的 , 我 们 使 用 类 似 
于 开始 时 用 来 定义 Cauchy 序列 所 使 用 的 那 一 堆 定义 . 

定义 5.2.1(e- 接近 序列 ) ” 设 (on) 沁 ; 和 (加 ) 筷 1 是 两 个 序列 , 并 设 = > 0. 我 
们 说 序列 (a,,)%2， 是 e- 接近 于 (5)% 的 当 且 仅 当 对 于 每 个 ne N，on 是 e 接近 
于 bn 的 . 换 句 话说 , 序列 ao, ol a2,… 是 e- 接近 于 序列 bo, bi, b2,… 当 且 仅 当 


对 于 一 切 n=0,1,2,:…，l|an 一 bn| < &. 
例 5.2.2 ”两 序列 
一 
和 
1.1, -11, 1.1, -1.1, 1.1,... 
是 彼此 0.1- 接近 的 . (注意 它们 两 者 都 不 是 0.1- 稳定 的 .) 


定义 5.2.3( 终 极 e- 接近 序列 ) 设 (an)21 和 (6b,) 缉 1 是 两 个 序列 , 并 设 e > 0. 
我 们 说 序列 (a,)?2 是 终极 e- 接近 于 (5,)%>， 的 , 当 且 仅 当 存在 N > 0 使 得 序 
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列 (an)%2w 和 (加 )sw 是 =- 接近 的 . 换 句 话说 , ao, a1, aa,… 是 终极 =- 接近 于 
bo, b1, b2，,… 的 当 且 仅 当 存在 N > 0 使 得 对 于 一 切 n> N, lan 一 bn| < e. 

注 5.2.4 ”再 次 说 明 , e- 接近 序列 及 终极 e- 接近 序列 的 概念 不 是 文献 中 的 标 
准 概念 , 而 且 在 本 节 之 外 我 们 不 再 使 用 它们 . 

例 5.2.5 序列 


1.1，1.01，1.001，1.000 1，… 


和 
0.9, 0.99, 0.999, 0.999 9,... 


不 是 0.1- 接近 的 (因为 两 序列 的 第 一 项 不 是 相互 0.1- 接近 的 ). 但 是 它们 是 终极 0.1- 
接近 的 , 因为 我 们 只 要 从 它们 的 第 二 项 开始 继续 往 下 , 它们 就 是 0.1- 接近 的 . 类 似 
的 论述 表明 , 这 两 个 序列 是 终极 0.01- 接近 的 (从 第 三 项 开始 继续 往 下 ), 依 此 类 推 . 

定义 5.2.6( 等 价 的 序列 ) ”两 个 序列 (an)E! 和 (6b) 总 1 是 等 价 的 当 且 仅 当 
对 于 每 个 比例 数 。> 0, 它们 都 是 终极 e- 接近 的 ， 换 句 话 说 , ao, al, oz,… 和 
bo, b1, bz,… 是 等 价 的 当 且 仅 当 对 于 每 个 比例 数 。 > 0, 存在 一 个 N > 0 使 得 
lan 一 bn| < e 对 于 一 切 n > NN 成 立 . 

注 5.2.7 ”如 同 定义 5.1.8 一 样 , 量 s > 0 暂且 限于 取 正 的 比例 数 , 而 不 是 正 的 
实数 . 但 是 , 我 们 最 终 会 看 到 , e > 0 在 正比 例 数 范围 取 值 和 在 正 实数 范围 取 值 , 毫 
无 差别 ; 见习 题 6.1.10. 

从 定义 5.2.6 来 看 , 在 例 5.2.5 中 的 两 个 序列 好 像 是 等 价 的 . 我 们 现在 来 严格 地 
证 明 此 事 . 

命题 5.2.8 设 (an)%2I 和 (加 )8: 是 由 aan 二 1 二 10-" 和 bh 二 1 一 10-" 定 
义 的 序列 . 那么 它们 是 等 价 的 . 

注 5.2.9 ”此 命题 在 十 进 制 之 下 , 断定 1.000… = 0.999…; 见 命题 B.2.3. 

证 明 ”我 们 必须 证 明 对 于 每 个 e > 0, 两 序列 (an)%l 和 (bn)%21 都 是 彼此 终 
极 =- 接近 的 . 于 是 , 我 们 固定 一 个 。 > 0. 我 们 需要 找 一 个 N > 0, 使 得 (an)%1 和 
(bn) 人 21 是 e- 接近 的 ; 换 旬 话说 , 我 们 需要 找 一 个 N > 0, 使 得 


对 于 一 切 n > N，|om 一 bn| < e. 


然而 , 我 们 有 
lan — ba| =|(1+10-")— (1—10-"|=2x1077. 


由 于 10-" 是 ”的 严格 递减 函数 ( 即 , 只 要 m > n, 就 有 10- < 10-", 此 事 易 用 归 
纳 法 证 明 ), 而 且 n> N, 我 们 有 2 x 10-" < 2 x 10-N. 于 是 有 


对 于 一 切 n > N,， lan -如 | < 2 x 10-N, 
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那么 , 要 想得到 对 于 一 切 n > N, |a. -bn| < se, 选择 N 使 得 2 x 10-N < = 就 够 了 . 
此 事 容易 用 对 数 来 实现 , 但 是 我 们 还 不 曾 定义 对 数 , 所 以 我 们 将 使 用 一 个 原始 的 方 
法 . 首先 , 注意 到 当 N > 1 时 , 10N 总 大 于 N( 见 习题 4.3.5). 于 是 10-N < 志 , 从 
而 2x10-*N < 务 . 那么 要 得 到 2 x 10-Y < e, 只 要 选取 N 使 得 角 < e 或 等 价 地 
NN > 2 就 够 了 . 但 根据 命题 4.4.1, 总 能 找 得 到 这 样 的 N, 从 而 得 到 所 要 的 结论 ， 国 


习 题 5.2 
5.2.1 ”证 明 , 如 果 (aw) 总 1 和 (bn) 总 1 是 等 价 的 比例 数 序列 , 那么 (an) 总 1 是 Cauchy 序列 当 
且 仅 当 (bn) 吕 1 是 Cauchy 序列 . 


5.2.2 设 < > 0. 证 明 :; 如 果 (an) 沁 1: 和 (bn) 沁 1 是 终极 e- 接近 的 , 那么 (an) 中 1 是 有 界 的 
当 且 仅 当 (bo) 溯 : 是 有 界 的 . 
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我 们 现 已 作 好 了 构造 实数 的 准备 . 我 们 将 引入 一 个 新 的 形式 记号 LIM, 类 似 于 
早先 定义 的 形式 记号 一 和 //; 正如 记号 本 身 启示 的 , 它 将 最 终 与 熟悉 的 运算 lim 
相 匹配 , 那 时 形式 的 极限 记号 就 可 以 抛弃 了 . 

定义 5.3.1( 实 数 ) ” 形 如 LIMn_,-an 的 对 象 叫 作 实数 , 其 中 (an)s2_; 是 比例 数 
的 一 个 Cauchy 序列 . 两 个 实数 LIM,_ -an 和 LIMn_ ,= 如 叫 作 是 相等 的 当 且 仅 当 
(an)8 和 (加 )2: 是 等 价 的 Cauchy 序列 . 全 体 实数 的 集合 记 作 下 . 

例 5.3.2( 非 正式 的 ) ” 设 a1, oa, as,.… 代表 序列 


1.4，1.41，1.414，1.414 2, 1.414 21,..- 
并 且 设 b, bz, bs,… 代表 序列 


1.5, 1.42, 1.415, 1.414 3, 1.414 22,... 


那么 LIM_,ocan 和 LIM -oobn, 是 相同 的 实数 , 因为 (an) 吕 1 和 (bn) 吕 1 是 等 价 的 
Cauchy 序列 : LIM。.-an = LIMn_,oobn 

我 们 将 把 LIMn ,wan 叫 作 (an)21 的 形式 极限 . 后 面 我 们 将 定义 名 符 其 实 的 
极限 概念 , 并 且 证 明 一 个 Cauchy 序列 的 形式 极限 与 此 序列 的 极限 是 同一 物 ; 在 这 
之 后 我 们 就 不 再 需要 形式 极限 了 . (情况 极 像 我们 对 于 形式 减法 “一 ”以 及 形式 除 
法 “//” 所 做 之 事 . 

为 了 保证 这 个 定义 成 立 , 我 们 需要 验证 , 在 定义 中 实数 相等 的 概念 遵从 相等 的 
三 条 定律 : 
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命题 5.3.3( 形 式 极限 是 定义 成 功 的 ) ” 设 z = LIM -wan，3y = LIM bn， 
之 二 LIMn-,oocn, 是 实数 . 那么 , 依 上 述 关于 实数 相等 的 定义 有 7 = 7. 还 有 , 如 果 
Zz 二 y, 那么 y= 二 xX. 最 后 ,如果 z=2 并 且 8 一 2 那么 了 一 过 

证 明 ”见习 题 5.3.1. LJ 

根据 这 个 命题 , 我 们 知道 我 们 对 于 两 个 实数 相等 的 定义 是 合理 的 . 当然 , 当 定 
义 实数 的 其 他 运算 时 , 必须 验证 这 些 算 律 遵从 代入 公理 : 两 个 相等 的 实数 输入 经 过 
对 于 实数 的 同一 运算 , 必须 给 出 相等 的 输出 . 

现在 我 们 要 对 于 实数 定义 全 部 常用 的 算术 运算 , 比如 加 法 和 乘法 等 . 我 们 从 加 
法 开始 . 
定义 5.3.4( 实 数 的 加 法 ) ” 设 z = LIMn-oan 以 及 4 = LIMn -bn 是 实数 . 
那么 定义 它们 的 和 z +y 为 


2 十 9 :一 LIMn co(an 十 bn). 


例 5.3.5 yy=LIM, (1+3) 与 y= LIM。-(2+3) 的 和 是 
4 
y= LIMn oo(3+ 局) 


我 们 来 验证 这 个 定义 是 成 功 的 . 我 们 要 做 的 第 一 件 事 是 , 肯定 两 个 实数 的 和 仍 
是 实数 : 

引 理 5.3.6(Cauchy 序列 的 和 是 Cauchy 序列 ) 设 工 = LIMn_ywoan 以 及 Y 二 
LIM。_.ocbn 是 实数 . 那么 z 二 2 也 是 实数 ( 即 (an 十 bo) 是 比例 数 的 Cauchy 序 
列 ). 

证 明 ”我 们 要 证 明 , 对 于 每 个 < > 0, 序列 (os + bn)?2> 是 终极 =- 稳定 的 . 根 
据 假设 , 知 (an)P1 是 终极 e- 稳定 的 , 而 且 (如 ) 咏 ; 也 是 终极 e- 稳定 的 , 但 这 还 不 
完全 够 用 (这 可 用 于 推出 (a + bw)% 1 是 终极 2e- 稳定 的 , 而 这 不 是 我 们 想 要 的 ). 
于 是 需要 对 e 的 值 搞 点 小 花样 . 

我 们 知道 对 于 每 个 正 的 5 的 值 , (os)s2.; 都 是 终极 5- 稳定 的 . 这 表明 (an)22) 
不 仅 是 终极 e- 稳定 的 , 同时 也 是 终极 5- 稳定 的 . 这 就 足够 产生 结论 , 说 (on+bn)221 
是 终极 e- 稳定 的 . 

由 于 (an) 咏 1 是 终极 5- 稳定 的 , 我 们 就 知道 存在 一 个 数 N > 1 使 得 (an)>y 
是 5- 稳定 的 , 即 对 于 每 两 个 n,m > N，a, 和 am 是 5- 接近 的 . 类 似 地 , 存在 一 个 
M > 1 使 得 (bn)%m 是 全 稳定 的 , 即 对 于 每 两 个 n,m 之 M，bn 和 bm 是 5- 接 
近 的 . 

令 max(N,M) 是 W 和 M 中 的 大 者 (从 命题 2.2.13 知道 两 者 之 一 必 大 于 或 等 
于 另 一 个 ). 如 果 n,m > max(N, M), 那么 我 们 知道 o。 和 am 是 5- 接近 的 , 且 b 和 
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bm 也 是 5- 接近 的 , 于 是 根据 命题 4.3.7 我 们 看 到 对 于 每 两 个 n,m > max(N, AM)， 
on 十 加 与 om 十 bm 是 e- 接近 的 . 这 理 含 着 序列 (an + bs) 总 | 是 终极 =- 稳定 的 . 这 
就 是 要 证 的 . 国 
另 一 件 需要 验证 的 事 是 代入 公理 ( 见 A.7): 如 果 用 与 zx 相等 的 另 一 实数 代替 
Zz, 不 应 改变 和 z + y( 且 类 似 地 用 与 y 相等 的 另 一 实数 代替 y 时 , 也 不 改变 z+). 
引 理 5.3.7( 等 价 的 Cauchy 序列 的 和 是 等 价 的 ) ” 设 > = LIM。 can，? = 
LIM" 一 -bn 以 及 六 =ILIM ah 都 是 实数 . 若 z = 2 那么 有 z+1y 一 2 十 四. 
证 明 ”由 于 z 和 z' 是 相等 的 , 我 们 知道 (ow)%， 和 (a)21 是 等 价 的 , 于 是 
换 句 话说 , 对 于 每 个 = > 0, 它们 都 是 终极 e- 接近 的 . 我 们 要 证 序列 (os + bn)221 
与 (o 二 如) 咏 1; 对 于 每 个 。> 0 都 是 终极 e- 接近 的 . 但 我 们 已 经 知道 , 存在 一 个 
和 > 1 使 得 (aw) 和 (a4)%y 是 =- 接近 的 , 即 对 于 每 个 n> N，an 和 o 都 
是 e- 接近 的 , 由 于 in 当然 是 0- 接近 于 bn 的 , 于 是 从 命题 4.3.7 看 到 , 对 于 每 个 
n> NN，an 十 bn 与 o%+bn 是 e- 接近 的 . 这 蕴含 对 于 每 个 = > 0，(an 十 bn)%2i 与 
(an 二 bm) 只 1 都 是 终极 e- 接近 的 , 我 们 搞定 . 
注 5.3.8 ”上 述 引 理 验 证 了 在 z+y 中 对 变 元 z 的 代入 公理 , 而 对 变 元 y 的 代 
入 公理 可 类 似 地 证 明 . (一 个 快捷 的 方式 是 从 z+y 的 定义 看 到 肯定 有 z+y = y 十 z， 
因为 as + b= bn + an.) 
我 们 可 以 用 类 似 于 定义 实数 的 加 法 那样 的 方式 来 定义 实数 的 乘法 : 
定义 5.3.9( 实 数 的 乘法 ) ” 设 z 一 LIMn_,ooan 和 y = LIMn_,oobn 是 实数 . 那 
么 我 们 定义 乘积 zy 为 


zy := LIMn_,oo0nbn. 


下 述 命题 保证 此 定义 成 立 并 且 两 个 实数 的 乘积 仍 是 实数 : 
命题 5.3.10( 乘 法 是 定义 成 功 的 ) ” 设 r = LIM，,。an， 9 一 LIMn_,oobn 以 及 
ZT' 二 LIMnooa% 都 是 实数 . 那么 ZY 也 是 实数 . 进而 , 如 果 了 = z' 那么 zy 一 ZJ. 
证 明 ”见习 题 5.3.2. 
当然 , 我 们 可 以 证 明 当 y 用 与 它 相 等 的 实数 y' 代 蔡 时 的 类 似 的 代入 律 . 
现在 我 们 把 比例 数 撕 入 到 实数 集合 中 ,方法 是 把 每 个 比例 数 g 等 同 于 实数 
LIMn_oog. 例如 , 如 果 a1, az, aa … 是 序列 


0.5，0.5，0.5，… ， 


那么 我 们 让 LIMn -an 等 于 0.5. 这 个 嵌入 与 我 们 关于 加 法 和 乘法 的 定义 是 相 容 
的 , 因为 对 任何 比例 数 a 和 b&b 有 


(LIM oa) + (LIMn 00b) = LIM», ,oo (a + 0), 


85.3 ”实数 的 构造 ”85 


(LIM, =a) x (LIM ,00b) = LIMn ,oo (cb)， 


这 表明 , 当 人 们 要 把 两 个 比例 数 a 和 b&b 加 起 来 或 乘 起 来 时 , 把 这 些 数 看 成 比例 数 还 
是 看 成 实数 LIMn ,ooa，LIM_,oob 都 没关系 . 还 有 , 这 个 比例 数 与 实数 的 等 同 关系 
与 我 们 的 相等 的 定义 是 一 致 的 (习题 5.3.3). 

现在 我 们 可 以 容易 地 对 实数 z 定义 负 运算 -z, 公式 是 


—7:= (-1) x 7, 


为 -1 是 比例 数 , 从 而 是 实数 . 注意 这 显然 与 我 们 关于 比例 数 的 负 运算 是 相 容 的 ， 
因为 对 于 一 切 比例 数 g, 我 们 有 -4 = (-1) x 4. 同时 , 从 我 们 的 定义 明显 地 有 


-LIM ,oo00n = LIMn so0(—an) 
(为 什么 ?). 一 旦 我 们 有 了 加 运算 与 负 运 算 , 我 们 就 可 以 像 以 往 一 样 定义 减法 为 
ZT-Yy=7+(-Y), 


并 注意 此 式 蕴 含 


LIM so00n — LIMn_,o0bn = LIMn_ oo(an — bn). 


我 们 现在 可 以 容易 地 证 明 , 实数 遵从 所 有 通常 的 代数 算 律 (或 许 除去 包含 除法 的 算 
律 , 我 们 将 很 快 谈 及 除法 ): 
命题 5.3.11 命题 4.1.6 中 的 全 部 代数 算 律 不 仅 对 于 整数 成 立 , 而 且 对 于 实数 
也 同样 成 立 . 
证 明 ”我 们 证 明 其 中 一 条 算 律 zy + z) = zy+zz. 设 z = LIM an， y= 
LIMn_,oobn 以 及 z = LIMn_,oocn 是 实数 . 那么 根据 定义 


2y = LIMn oanbn), 122 = LIMn (ancn). 


于 是 
ZY + xz = LIM, ,oo (anbn + ancn). 
类 似 的 理由 表明 
zT(y 十 z) = LIMn_,o0an(bn 十 cn). 
但 我 们 已 知 , 对 于 比例 数 an, bn, cn 而 言 , anbn + ancn 等 于 an(bn + cn). 从 而 就 得 
到 所 要 的 结论 . 
其 他 代数 算 律 可 类 似 地 证 明 . 
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我 们 要 定义 的 最 后 一 个 基本 算术 运算 是 倒数 (reciprocation) 运算 : z 一 z-1. 此 
运算 是 稍 有 奥妙 的 . 对 于 如 何 定义 此 运算 首先 一 个 显然 的 猜想 是 定义 


(LIM con) := LIMn -ooz 
但 这 样 做 会 有 点 问题 . 例如 , 令 a1, oz, a3,… 是 Cauchy 序列 
0.1 0.01, 0.001, 0.000 1,.…. 


以 及 z := LIMn--oan。 那么 , 按 这 个 定义 , z-! 应 是 z := LIM -bn， 其 中 
,bz, b3,… 是 序列 
10, 100, 1 000, 10 000,.…. 


但 这 不 是 Cauchy 序列 ( 它 甚至 不 是 有 界 的 ). 当然 , 这 里 问题 是 我 们 原来 的 Cauchy 
序列 (an)%] 是 等 价 于 零 序 列 (0) 中 : 的 (为 什么 ?), 从 而 我 们 的 实数 z 事实 上 等 于 
0. 所 以 我 们 应 该 只 允许 倒数 运算 当 zx 不 是 零 时 方 能 施行 . 

然而 , 即使 限制 于 非 零 实 数 , 还 是 有 点 问题 , 因为 一 个 非 零 实 数 可 能 是 一 个 含 
有 零 元 素 (项 ) 的 Cauchy 序列 的 形式 极限 , 作为 例子 , 数 1 是 比例 数 从 而 是 实数 ， 
它 是 Cauchy 序列 


0, 0.9, 0.99, 0.999, 0.999 9，… 


的 形式 极限 1 = LIM-.ooan, 但 使 用 我 们 关于 倒数 的 朴素 的 定义 ,我 们 就 没 法 把 1 
倒 过 来 , 因为 我 们 没 法 把 此 Cauchy 序列 的 第 一 个 元 素 0 倒 过 来 ! 

为 了 避免 这 些 问题 , 必须 保持 我 们 的 Cauchy 序列 离开 零 . 为 此 我 们 首先 需要 
宇 个 定 必 : 

定义 5.3.12( 限 制 离开 零 的 序列 ) ”一 个 比例 数 的 序列 (on)s: 叫 作 是 限制 离 
开 零 的 , 当 且 仅 当 存在 一 个 正 的 比例 数 c > 0, 使 得 对 于 一 切 n> 1，lan| > c. 

例 5.3.13 序列 1, 一 1,1, 一 1,1, 一 1,.… 是 限制 离开 零 的 (所 有 的 项 的 绝对 值 都 
至 少 是 1). 但 序列 0.1, 0.01, 0.001,… 不 是 限制 离开 零 的 , 而 0, 0.9, 0.99, 0.999,…… 
也 不 是 限制 离开 零 的 . 序列 10, 100, 1 000,… 是 限制 离开 零 的 , 但 不 是 有 界 的 . 

我 们 现在 证 明 每 个 非 零 实数 都 是 一 个 限制 离开 零 的 Cauchy 序列 的 形式 极限 : 

引 理 5.3.14 设 z 是 不 为 零 的 实数 . 那么 存在 一 个 限制 离开 零 的 Cauchy 序 
列 (an) 沁 1 使 得 了 一 LIMn 一 -an- 

证 明 由 于 z 是 实数 , 我 们 知道 , 对 于 某 Cauchy 序列 (bn)%% 1, z = LIM。 -bn. 
但 我 们 尚未 搞定 , 因为 不 知道 (bw)2.; 是 否 限制 离开 零 . 另 一 方面 , 我 们 知道 x 地 
0 = LIMn-oo0, 这 意味 着 序列 (ba)%2 不 等 价 于 (0)%21. 于 是 序列 (b,)%2, 不 能 对 
于 每 个 e > 0 都 终极 e- 接近 于 (0)%. 因此 我 们 可 以 找到 = > 0 使 得 (加 )22.1 不 是 
终极 =- 接近 (0)%2i 的 . 
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让 我 们 固定 此 <， 我 们 知道 (b,)%1 是 Cauchy 序列 , 所 以 它 是 终极 e- 稳定 
的 . 还 有 , 它 是 终极 5- 稳定 的 , 因为 $ > 0. 于 是 , 存在 一 个 N > 1, 使 得 对 于 一 切 
mm N，|b ~ bm|<§ 

另 一 方面 , 我 们 不 能 有 |bn| < s 对 于 一 切 n > N 成 立 , 否则 的 话 , 这 就 推出 
(bn)2! 是 终极 一 接近 于 (0)%_， 的 . 于 是 必 有 某 no > N 使 得 |jo| > e. 由 于 我 们 
已 经 知道 对 于 一 切 n > N，|bno 一 加 | < 多 于 是 从 三 角形 不 等 式 断定 (如 何 断 定 ?) 

对 于 一 切 ”> N，|bn| > 3 

这 几乎 证 明了 (on)%21 是 限制 离开 零 的 . 实际 上 , 它 所 证 明 的 是 , (6n)% 是 终 
极限 制 离开 零 的 ， 这 就 好 办 了 , 只 要 定义 一 个 新 的 序列 (a,)%i, 令 当 m < N 时 
on :三 多 而 n> N 时 an = 加 , 就 很 容易 验证 (an) 窟 1 也 是 Cauchy 序列 , 并 且 等 
价 于 (如 )se.i( 因 为 两 序列 终究 是 一 样 的 ), 于 是 z = LIM,_,woan. 而 由 于 对 于 一 切 
见 之 1，|an| 之 (分 成 n> N 和 n<NN 两 种 情况 分 别 考 虑 ). 于 是 我 人 有 了 一 个 
Cauchy 序列 , 它 是 限制 离开 零 的 (用 生 取代 <, 但 这 依然 OK, 因为 9 > 0), 并 且 它 
的 形式 极限 是 x, 我 们 终于 搞定 . 加 

一 旦 一 个 序列 是 限制 离开 零 的 , 我 们 就 可 轻而易举 地 取 它 的 倒数 序列 : 

引 理 5.3.15 设 (an) 名 1 是 一 个 限制 离开 零 的 Cauchy 序列 ,那么 序列 (an!)21 
也 是 Cauchy 序列 . 

证 明 ”由 于 (an)%2i 是 限制 离开 零 的 , 我 们 知道 存在 一 个 数 c > 0, 使 得 对 于 
一 切 n > 1，|an| > c. 现在 我 们 要 证 明 (ox1)%1 对 于 每 个 。 > 0 都 是 终极 e- 稳定 
的 . 于 是 , 我 们 固定 一 个 = > 0, 现在 的 任务 是 找 一 个 N > 1, 使 得 当 m,n>N 时 
lezl 一 apm 和 es. 然而 


am 一 an 


本 Pe 
lo -om = < Hlam — anl 


Qman 
(由 于 lom|,|an| > 0), 于 是 要 使 lox! -aml| 小 于 或 等 于 <, 只 要 使 jam 一 an| 小 于 或 
等 于 cze 就 够 了 . 但 由 于 (a,)%2 i 是 Cauchy 序列 而 cze > 0, 我 们 肯定 能 找到 一 个 
N 使 得 序列 (on)2_w 是 (cze)- 稳定 的 , 即 对 于 一 切 n> N, lam 一 an| < ce. 由 上 
所 述 , 这 表明 对 于 一 切 m,n > N，|ax! - af < se, 于 是 序列 (gz1)% ， 是 终极 =- 
稳定 的 . 由 于 已 经 对 于 每 个 = 证 明了 这 件 事 , 我 们 得 知 (az!)2] 是 一 个 Cauchy 序 
列 . 这 就 是 所 要 证 的 . 国 

现在 我 们 可 以 定义 倒数 了 : 

定义 5.3.16( 实 数 的 倒数 ) ” 设 z 是 不 为 零 的 实数 . 设 (a,)>， 是 一 个 限制 离 
开 零 的 Cauchy 序列 使 得 z = LIMn-,ooan (根据 引 理 5.3.14, 这 样 的 序列 是 存在 的 ). 
那么 我 们 定义 倒数 z-:1 为 


a Mt 
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(从 引 理 5.3.15 知 z-! 是 一 个 实数 .) 

我 们 必须 验证 一 件 事 以 确保 此 定义 有 意义 : 如 果 有 两 个 不 同 的 Cauchy 序列 
(an) 吕 ， 和 (5b,)%1, 它们 有 同一 个 形式 极限 z = LIM 一 -an = LIMn-,ocbn, 那么 
会 发 生 什么 情形 ; 上 面 的 定义 会 不 会 给 出 两 个 不 同 的 倒数 x-!, 即 LIMn_,ooan! 关 
LIM。.--b51. 幸运 的 是 , 这 是 决 不 会 发 生 的 : 

引 理 5.3.17( 倒 数 运算 是 定义 成 功 的 ) 设 (an)%Cl 和 (bn)C1 是 两 个 限制 离 
开 零 的 Cauchy 序列 , 使 得 


LIMn ,ooan = LIMn ,oobn 
( 即 两 序列 是 等 价 的 ) 那么 
LIM, ,woa7! = LIM。 .051. 
证 明 ”考虑 下 列 三 个 实数 的 乘积 已 : 
P := (LIM ooazl) x (LIM ooan) x (LIMn so0br !). 
如 果 把 此 乘积 乘 出 来 , 就 得 到 
下 Na 二 Me 
另 一 方面 , 由 于 LIM,_ ,an = LIMn bw, 我 们 可 以 把 P 写成 另 一 种 形式 
P := (LIM, ,a7!) x (LIM, ,oobn) x (LIM。 ,00b7!) 
(参见 命题 5.3.10). 乘 出 来 就 得 到 
P=LMom( tb = LM dn 
把 关于 P 的 不 同 的 公式 联合 起 来 , 我 们 看 到 
LIM oo07n! = LIM De 


这 就 是 要 证 的 . 

于 是 , 倒数 运算 是 定义 成 功 的 (对 于 每 个 非 零 实数 zx, 我 们 恰 有 一 个 确定 的 倒 
数 z-!). 注意 , 从 定义 显然 得 到 zz-1 = z-1z = 1( 为 什么 ?), 于 是 全 部 域 公理 ( 命 
题 4.2.4) 适用 于 实数 , 就 像 适用 于 比例 数 一 样 . 我 们 当然 不 能 赋予 0 一 个 倒数 , 因 
为 0 被 任何 数 乘 都 给 出 0 而 不 是 1. 还 要 注意 , 如 果 g 是 不 为 零 的 比例 数 , 从 而 等 
于 实数 LIMn_,ooq, 那么 LIMn_,o0g 的 倒数 是 LIMn_.oog-!1 = gq71, 于 是 对 于 实数 的 
倒数 运算 与 对 于 比例 数 的 倒数 运算 是 相 容 的 . 
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一 旦 定义 了 倒数 就 可 以 定义 两 个 实数 > 和 y 的 除法 #, 只 要 y 不 是 零 , 定义 
由 公式 


:= zy 


Sls 


给 出 ; 这 就 如 同 我 们 对 于 比例 数 所 做 过 的 一 样 . 特别 地 , 我 们 有 消去 律 : 如 果 7,y,z 
是 实数 , 使 得 zz = yz, 并 且 z 不 是 零 , 那么 以 z 相 除 , 就 得 到 z = y. 注意 此 消去 律 
对 于 z = 0 无 效 . 

我 们 现在 关于 实数 有 了 全 部 四 种 基本 算术 运算 : 加 法 、 减 法、 乘法 和 除法 , 它 
们 满足 全 部 常见 的 代数 算 律 . 下 面 我 们 转向 实数 的 序 的 概念 . 


习 题 5.3 


5.3.1 ”证 明 命题 5.3.3，( 提 示 : 你 可 能 发 现 命题 4.3.7 有 用 .) 
5.3.2 ”证 明 命题 5.3.4. (提示 : 如 上 , 命题 4.3.7 可 能 有 用 .) 
5.3.3 ” 设 ob 是 比例 数 . 证 明 a ==b 当 且 仅 当 


LIMn .oa = LIM, ,ob 


( 即 Cauchy 序列 a,a,a,… 与 Cauchy 序列 b,b,b,…. 等 价 当 且 仅 当 a = 中. 这 使 我 
们 可 以 成 功 地 把 比例 数 柑 入 到 实数 集 之 中 . 

5.3.4 ” 设 (an) 咏 o 是 有 界 的 比例 数 序 列 . 设 (bn)2o 是 另 一 个 比例 数 序列 , 其 等 价 于 (an)E0. 
证 明 (bn) 从 。 也 是 有 办 的 . 

5.3.5 ”证 明 LIMn-od=0. 
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我 们 知道 , 每 个 比例 数 或 是 正 的 , 或 是 负 的 , 或 是 零 . 我 们 现在 要 对 实数 说 同样 
的 话 : 每 个 实数 必定 或 是 正 的 , 或 是 负 的 , 或 是 零 . 由 于 一 个 实数 z 恰 是 一 个 比例 
数 序列 (a,)%21 的 形式 极限 , 如 下 方式 的 定义 很 具 诱惑 力 : 如 果 全 体 o。 都 是 正 的 ， 
则 实数 z = LIMn_,ooan 是 正 的 ; 如 果 全 部 on 都 是 负 的 , 则 z 是 负 的 (如果 全 部 on 
都 是 零 , 则 z 是 零 ) 但 是 , 此 定义 很 快 就 要 发 生 问题 . 例如 , 由 an := 10-” 定义 的 
序列 (an)%21, 即 


0.1, 0.01, 0.001, 0.000 1,..- 
全 部 由 正 数 组 成 , 但 此 序列 等 价 于 零 序 列 0, 0, 0,…, 从 而 


LIMn -an = 0. 
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于 是 , 即使 全 部 比例 数 都 是 正 的 , 它们 的 形式 极限 是 零 而 不 是 正 的 . 另 一 个 例子 是 
0.1 一 0.01, 0.001, —0.000 1 ， 


这 个 序列 是 正 数 负数 相间 取 值 的 , 但 其 形式 极限 还 是 零 . 

诀窍 在 于 , 就 像 上 一 节 处 理 倒数 一 样 , 我 们 对 序列 的 注意 力 放 在 限制 离开 零 . 

定义 5.4.1 ” 设 (on) 咏 : 是 一 个 比例 数 序列 .我们 说 此 序列 是 正 限制 离开 零 
的 , 当 且 仅 当 有 一 个 正 的 比例 数 。 > 0, 使 得 对 于 一 切 n > 1，an > c (特别 地 , 序列 
整个 是 正 的 ); 说 此 序列 是 负 限 制 离 开 零 的 , 当 且 仅 当 有 一 个 正 的 比例 数 c > 0, 使 
得 对 于 一 切 n> 1，an < -ee (特别 地 , 序列 整个 是 负 的 ). 

例 5.4.2 序列 


1.1, 1.01, 1.001, 1.000 1,... 
是 正 限制 离开 零 的 (所 有 的 项 都 大 于 1). 序列 


—1.1, —1.01, 一 1.001, 一 1.000 1,.…. 


是 负 限 制 离开 零 的 . 序列 
Li Wh ee We We EE 


是 限制 离开 零 的 , 但 既 不 是 正 限制 离开 零 的 , 又 不 是 负 限 制 离开 零 的 . 
很 明显 , 任何 正 限制 离开 零 或 负 限制 离开 零 的 序列 都 是 限制 离开 零 的 ， 而 且 ， 
一 个 序列 不 可 能 同时 既是 正 限制 离开 零 的 , 又 是 负 限制 离开 零 的 . 
定义 5.4.3 ”一 个 实数 z 叫 作 是 正 的 , 当 且 仅 当 它 可 以 写成 某 个 正 限制 离开 零 
的 Cauchy 序列 (on)s2.1 的 形式 极限 z = LIMn_ an. z 叫做 是 负 的 , 当 且 仅 当 它 
可 以 写成 某 个 负 限 制 离开 零 的 Cauchy 序列 (o")22.; 的 形式 极限 z = LIM， .oan. 
命题 5.4.4( 正 实数 的 基本 性 质 ) ”对 于 每 个 实数 z, 恰 有 下 述 命题 之 一 成 立 ; 
(a) z 是 零 ; (b) z 是 正 的 ; (c) z 是 负 的 . 
一 个 实数 z 是 负 的 当 且 仅 当 -zx 是 正 的 . 如 果 z 和 y 是 正 的 , 那么 =+y 和 zy 也 
都 是 正 的 . 
证 明 ”见习 题 5.4.1. 四 
注意 , 如 果 g 是 一 个 正 的 比例 数 , 那么 Cauchy 序列 q,9,q,…… 是 正 限制 离开 零 
的 , 于 是 LIMn oog = 4 是 正 实数 . 于 是 对 于 比例 数 的 正 性 的 概念 与 对 于 实数 的 正 
性 的 概念 是 一 致 的 . 类 似 地 , 对 于 比例 数 的 负 人 性 的 概念 与 对 于 实数 的 负 性 的 概念 也 
是 一 致 的 . 
一 旦 我 们 定义 了 正 数 和 负数 , 我 们 就 可 以 定义 绝对 值 及 序 . 
定义 5.4.5( 绝 对 值 ) ” 设 > 是 实数 . 我 们 定义 z 的 绝对 值 |z| 当 z 是 正 数 时 等 
于 z, 当 z 是 负数 时 等 于 -z, 当 z 是 0 时 等 于 0. 
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定义 5.4.6( 实 数 的 编 序 ) ” 设 = 和 y 是 实数 . 我 们 说 > 比 y 大 , 记 作 z >%， 
如 果 > -4 是 正 实数 ; 我 们 说 z 比 y 小 , 记 作 z < y, 如 果 z - 4 是 负 实 数 . 我 们 定 
义 z>y 当 且 仅 当 z >y 或 z=y，z <y 当 有 目 仅 当 z <y 或 z=y. 

将 此 与 定义 4.2.8 中 的 比例 数 的 序 的 定义 相 比较 , 我 们 看 到 实数 的 序 与 有 理 数 
的 序 是 相 容 的 , 也 就 是 说 , 如 果 两 个 比例 数 g, q' 在 比例 数 系 中 是 g 小 于 9 的 , 那么 
在 实数 系 中 4 依然 小 于 q'; 对 于 “大 于 ”关系 , 情况 一 样 . 同样 , 我 们 看 到 这 里 给 出 
的 绝对 值 的 定义 与 定义 4.3.1 是 相 容 的 . 

命题 5.4.7 命题 4.2.9 中 的 一 切 关 于 比例 数 成 立 的 结论 对 实数 也 成 立 . 

证 明 ”我 们 只 证 明 一 条 结论 , 而 把 其 余 的 留 作 习题 5.4.2. 设 zx <y 且 z 是 正 
实数 , 我 们 要 证 zz < yz. 由 于 z < y, 所 以 y- > 是正 的 , 于 是 根据 命题 5.4.4 有 


(一 Z)z=yz 一 Zz 


是 正 的 , 从 而 rz < yz mn 

作为 这 些 命题 的 一 个 应 用 , 我 们 来 证 明 

命题 5.4.8 设 z 是 正 实数 , 那么 rz-!1 也 是 正 的 . 还 有 , 如 果 Y 是 另 一 个 正 实 
数 并 且 工 >Yy, 那么! < 2 

证 明 设 z 是 正 的 . 由 于 zz-! = 了 ,所 以 实数 z-:! 不 能 是 零 (因为 z0 = 0#1). 
还 有 , 从 命题 5.4.4 容易 看 到 正 实数 乘 以 负 实数 是 负 实数 , 这 表明 z-: 不 能 是 负 的 ， 
否则 导致 zz-1 = 1 是 负 的 , 这 不 可 能 . 于 是 , 根据 命题 5.4.4, 剩 下 的 仅 有 的 可 能 性 
是 z-! 是 正 的 . 

现 令 y 也 是 正 的 , 那么 *-: 和 yy ! 都 是 正 的 . 如 果 z 1 >y-!, 那么 根据 命题 
5.47 有 


ZIZ 1 >Yyr > yl. 


于 是 1 > 1, 这 是 一 个 矛盾 . 于 是 我 们 必定 有 z-1 < yl1. 图 

另 一 个 应 用 是 , 前 面 对 于 比例 数 证 明了 的 指数 运算 的 定律 (命题 4.3.12) 对 于 
实数 也 成 立 ; 见 85.6. 

我 们 已 经 看 到 ， 正 比例 数 的 形式 极限 不 必 是 正 的 ， 它 可 以 是 零 , 如 例子 0.1， 
0.01，0.001，… 所 示 . 但 是 非 负 比例 数 ( 即 或 为 正 , 或 为 零 的 比例 数 ) 的 形式 极限 
仍 为 非 负 的 . 

命题 5.4.9( 非 负 实数 集 是 闭 的 ) 设 a1, az, a3,… 是 一 个 非 负 比例 数 的 Cauchy 
序列 . 那么 , LIM,ooan 为 非 负 实数 . 

最 终 我 们 将 看 到 此 事实 的 一 个 更 好 的 解释 : 鉴于 正 实数 集 是 开 的 , 非 负 实数 集 
是 闭 的 . 见 812.2. 
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证 明 ”我 们 用 反 证 法 . 假设 实数 z := LIMn_=an 是 负数 . 那么 根据 负 实 数 的 
定义 , 对 于 某 个 负 限 制 离开 零 的 Cauchy 序列 (bn) 吕 1 有 


zz 一 LIM wbn， 


即 , 存在 一 个 负 的 比例 数 -c < 0, 使 得 对 于 一 切 > 1，bn < 一 c. 

另 一 方面 , 根据 假设 , 对 于 一 切 n> 1 有 a > 0. 于 是 数 a,, 和 加 决 不 能 5- 接 
近 , 因为 8 < c. 于 是 序列 (an)E1 和 (bn) 吕 1 不 是 终极 #- 接近 的 . 由 于 了 > 0, 这 
就 推出 , (a)%>， 和 (6b)%1 不 是 等 价 的 . 但 这 与 它们 的 形式 极限 都 是 = 相 矛 盾 . 国 

推论 5.4.10 ” 设 (on) 径 : 和 (如 ) 沁 1 是 比例 数 的 Cauchy 序列 ,对 于 一 切 n 之 1 
满足 an > bn. 那么 LIM,, ,ooan > LIM,, ,oobn. 

证 明 ”应 用 命题 5.4.9 于 序列 (an -bn)3e1. nm 

注 5.4.11 ”注意 , 上 述 推 理 当 > 号 被 换 为 > 号 时 不 再 成 立 : 例如 , 如 果 an := 
1 十 二，bn := 1 一 去 ,那么 on 总 是 严格 大 于 bn 的 , 但 是 (an)22; 的 形式 极限 并 不 大 
于 (bn)2%2, 的 形式 极限 , 其 实 两 者 相等 . 

我 们 现在 定义 距离 d(z,y) := lz 一 外 恰 如 我 们 对 于 比例 数 所 做 的 那样 . 事实 
上 , 命题 4.3.3 和 命题 4.3.7 不 仅 对 于 比例 数 成 立 , 对 于 实数 也 成 立 ; 证 明 是 一 样 的 ， 
为 实数 遵从 一 切 被 比例 数 所 遵从 的 代数 运算 律 和 序 的 法 则 . 

我 们 现在 来 考虑 , 尽管 正 实数 可 以 是 任意 大 的 也 可 以 是 任意 小 的 , 但 它们 不 可 

能 比 一 切 正 整 数 都 大 , 也 不 可 能 比 一 切 正 的 比例 数 都 小 . 

命题 5.4.12( 用 比例 数 来 界定 实数 ) ” 设 z 是 一 个 正 的 实数 , 那么 存在 一 个 正 
的 比例 数 9g 使 得 g < Z, 同时 存在 一 个 正 整 数 N 使 得 了 入 NN. 

证 明 ”由 于 > 是 正 实数 , 所 以 它 是 某 个 正 限制 离开 零 的 Cauchy 序列 (as)?e.: 
的 形式 极限 . 而 根据 引 理 5.1.15, 此 序列 是 有 界 的 . 于 是 有 比例 数 9 > 0 以 及 比例 数 
7 使 得 


q < an <7 对 于 一 切 n> 1 成 立 . 


但 根据 命题 4.4.1 知 , 存在 某 整 数 N, 使 得 r < N; 由 于 4 是 正 的 并 且 q < r < NN， 
我 们 看 到 , N 是 正 的 . 于 是 对 于 一 切 > 1， 


gS<an<N. 


使 用 推论 5.4.10 就 得 到 g < z < N, 这 就 是 所 要 证 的 . 国 
推论 5.4.13( 阿 基 米 德 性 质 ) ” 设 Y 和 = 是 任意 的 正 的 实数 , 那么 存在 正 整数 
M, 使 得 ME > 7. 
证 明 数 是 正 的 , 根据 命题 5.4.12, 存在 正 整 数 N 使 得 s < N. 令 M := 
N+1, 则 2 < AM, 用 e 相 乘 就 得 Me > zz. 中 


85.4 给 实数 编 序 ”93 


这 条 性 质 是 相当 重要 的 ; 它 说 的 是 , 不 管 = 多 么 大 , 也 不 管 正 数 <s 多 么 小 ( 必 
须 是 正 的 ), 只 要 把 < 自身 不 断 地 累加 , 所 得 之 和 终究 会 超过 x. 

命题 5.4.14 ”给 定 任何 两 个 实数 z <y, 可 以 找到 一 个 比例 数 gq, 使 得 x <g < 
y. 

证 明 ”见习 题 5.4.5. 

现在 我 们 已 经 完成 了 实数 的 构造 . 这 个 数 系 包含 比例 数 , 并 且 具 有 比例 数 系 具 
有 的 几乎 每 样 性 质 : 算术 运算 、 代数 算 律 和 序 的 法 则 . 但 是 我 们 还 不 曾 显示 实数 系 
的 超过 比例 数 的 任何 优点 . 迄今 为 止 , 在 付出 了 巨大 努力 之 后 , 我 们 所 做 的 一 切 只 
是 表明 实数 系 与 比例 数 系 至 少 是 一 样 好 的 , 但 在 下 面 几 节 中 , 我 们 要 证 明 , 实数 可 
以 比比 例 数 做 更 多 的 事情 : 作为 例子 , 在 实数 系 中 我 们 可 以 取 平 方 根 . 

注 5.4.15 ”我 们 还 没有 涉及 实数 可 用 十 进 制 系统 表示 的 事实 . 例如 


1.4, 1.41, 1.414, 1.414 2, 1.414 21,.…. 


的 形式 极限 写成 十 进 制 数 1.414 21 … 更 为 方便 . 我 们 将 在 附录 B 中 谈论 此 事 , 而 
此 刻 我 们 只 注 明 , 在 十 进 制 中 有 某 种 微妙 的 事情 , 例如 , 0.999.… 和 1.000.… 事实 
上 是 同一 个 数 . 


习 题 5.4 


5.4.1 “证明 命题 5.4.4. (提示 : 如 果 xz 不 是 零 , 并 且 z 是 某 序列 (an) 窟 1 的 形式 极限 , 那么 此 
序列 不 能 对 于 每 个 e > 0 都 e- 接近 序列 (0) 辽 :用 此 事 证 明 序列 (on) 只 ;1 或 是 终极 
正 限制 离开 零 的 , 或 是 终极 负 限 制 离开 零 的 ) 

5.4.2 ”证 明 命 题 5.4.7 中 剩 下 的 结论 . 

5.4.3 ”证 明 对 于 每 个 实数 >, 恰 有 一 个 整数 N, 使 得 N < rz < N + 1. (此 整数 N 叫 作 = 的 
整 部 , 有 时 记 作 NN = [z].) 

5.4.4 。 证明 对 于 任何 正 实数 x > 0 都 存在 正 整数 NV, 使 得 


1 
>W>0 


5.4.5 ”证 明 命 题 5.4.14. (提示 : 用 习题 5.4.4. 可 能 也 需 用 反 证 法 .) 
5.4.6 ” 设 z,y 是 实数 并 设 。 > 0 是 正 实数 . 证 明 


lz 一 vy| <e 当 且 仅 当 ye<z<y+e, 


并 且 
lz 一 3 和 < 当 且 仅 当 y 一 =<<z 和 y 十 s， 
5.4.7 设 z 和 4 是 实数 . 证 明 , z &y + < 对 于 一 切实 数 es > 0 成 立 , 当 且 仅 当 z < y. 证 明 ， 
lz -yl <。 对 于 一 切实 数 = > 0 成 立 , 当 且 仅 当 > 一 y. 
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5.4.8 ” 设 (an) 吕 1 是 比例 数 的 Cauchy 序列 , 并 设 z 是 实数 ， 证 明 如 果 对 于 一 切 n > 1， 
an < 7;, 那么 
LIMn ,ooan < z. 
类 似 地 , 证 明 如 果 对 于 一 切 n > 1，an > z, 那么 
LIMn ooan > 7. 
(提示 : 用 反 证 法 . 使 用 命题 5.4.14 找 一 个 在 LIM。 -an 和 z 之 间 的 比例 数 , 然后 再 
用 命题 5.4.9.) 


85.5 ”最 小 上 界 性 质 


现在 给 出 实数 系 超过 比例 数 系 的 一 个 最 基本 的 优点 : 可 对 实数 集 及 的 任何 子 
集 互 取 最 小 上 界 sup(). 

定义 5.5.1( 上 界 ) 设 马 是 了 R 的 子 集 ,并且 M 是 实数 . 我 们 说 M 是 瑟 的 一 
个 上 界 , 当 且 仅 当 对 于 巨 的 每 个 元 素 > 都 有 zs M. 

例 5.5.2 设 记 是 区 间 忆 :={z ERR:0< zs1}. 那么 1 是 瑟 的 一 个 上 界 ， 
因为 互 的 每 个 元 素 都 小 于 或 等 于 1. 当然 2 也 是 妃 的 一 个 上 界 , 并 且 实际 上 每 个 
大 于 或 等 于 1 的 数 都 是 吾 的 一 个 上 界 . 另 一 方面 , 任何 其 他 的 数 , 如 0.5, 就 不 是 上 
界 , 因为 0.5 不 比 巨 的 每 个 元 素 都 不 小 . ( 仅 只 比 EB 的 某 些 元 素 大 还 不 足以 使 0.5 
是 上 界 .) 

例 5.5.3 设 R+ 是 正 实数 的 集合 : R+ := {z e R:z>0), 那么 民 + 根本 没有 
上 界 ". (为 什么 ?) 

例 5.5.4 设 2 是 空 集 . 那么 每 个 数 M 都 是 儿 的 上 界 , 因为 M 大 于 空 集 的 
每 个 元 素 . (这 是 一 个 空洞 的 真 命题 , 但 依然 是 真 的 .) 

很 清楚 , 如 果 M 是 的 上 界 , 则 任何 更 大 的 数 M' > M 也 是 妃 的 上 界 . 另 一 
方面 , 是 不 是 还 能 找到 比 M 小 的 数 仍 然 是 互 的 上 界 , 就 不 那么 清楚 了 . 这 启示 了 
下 述 定义 ; 

定义 5.5.5( 最 小 上 界 ) ” 设 马 是 民 的 子 集合 , 并且 M 是 实数 . 我 们 说 M 是 
已 的 最 小 上 界 , 当 且 仅 当 

(a) M 是 已 的 上 界 ， 

(b) 瑟 的 任何 上 界 M' 必定 大 于 或 等 于 M. 

例 5.5.6 设 巨 是 区 间 忆 := {ze 了 及 :0<zs 和 lj}. 那么 如 前 所 述 , 有 很 多 上 
界 , 实际 上 每 个 大 于 或 等 于 1 的 数 都 是 上 界 . 但 只 有 1 是 最 小 的 上 界 , 其 他 的 上 界 
都 比 1 大. 


@@ 更 准确 地 说 , 任何 实数 都 不 是 RR+ 的 上 界 . 在 86.2 我 们 将 引入 广义 实数 系 RR*, 它 允 许 +oo 作为 像 
R+ 这 样 的 集合 的 上 界 
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例 5.5.7 ” 空 集 没有 最 小 上 界 . (为 什么 ?) 

命题 5.5.8( 最 小 上 界 的 唯一 性 ) 设 妃 是 及 的 子 集 , 那 么 已 最 多 只 可 能 有 一 
个 最 小 上 界 . 

证 明 设 Mi 和 JM 是 两 个 最 小 上 界 . 由 于 Ma 是 最 小 上 界 而 Mo 是 上 界 , 那 
么 根据 最 小 上 界 的 定义 有 Ma > Mi. 由 于 M2 是 最 小 上 界 而 Mi 是 上 界 , 同样 得 到 
Mi > M2. 于 是 M2 = Mi. 那么 最 多 只 有 一 个 最 小 上 界 . a 

现在 我 们 来 考察 实数 集 的 一 个 重要 性 质 : 

定理 5.5.9( 最 小 上 界 的 存在 性 ) 设 巨 是 民 的 一 个 非 空子 集合 , 如 果 马 有 上 
界 ( 即 忆 有 某 个 上 界 M), 那么 它 恰 有 一 个 最 小 上 界 . 

证 明 ”证 明 此 定理 要 稍 花 些 力气 , 而 且 很 多 步骤 将 留 作 习题 . 

设 已 是 及 的 不 空子 集合 , 有 一 个 上 界 M. 根据 命题 5.5.8 知 , EE 最 多 有 一 个 最 
小 上 界 . 我 们 必须 证 明 E 至 少 有 一 个 最 小 上 界 . 由 于 忆 不 是 空 的 , 我 们 可 从 吾 中 
选 某 元 素 zo. 

设 n> 1 是 正 整数 . 我 们 知道 有 上 界 M. 根据 阿 基 米 德 性 质 (推论 5.4.13)， 
可 以 找到 整数 K, 使 得 > M, 并 且 < 仍 是 已 的 上 界 . 再 次 根据 阿 基 米 德 性 质 ， 
存在 另 一 整数 L, 使 上 < zo. 由 于 zo 在 中, 我们 看 到 不 是 已 的 上 界 . 由 
于 是 上 界 , 而 上 不 是 , 我 们 看 到 天 > 工 . 

由 于 下 是 巨 的 上 界 , 而 不 是 ,我 们 可 以 找到 一 个 整数 mn, 使 得 了 < mn < 
K, 而且 加 是 马 的 上 界 , 但 加 二 不 是 (习题 5.5.2). 事实 上 , 此 整数 是 唯一 的 ( 习 
题 5.5.3). 我 们 把 mn 附 以 下 标 n 意 在 强调 此 数 m 依赖 于 n 的 选择 . 这 给 出 了 一 
个 定义 成 功 的 (并 且 是 唯一 的 ) 整数 序列 mi, ma, ms,…, 每 个 到 是 上 界 而 2 二 
不 是 上 界 . 

现 设 N > 1 是 正 整数 , 并 设 wm' > N 是 大 于 或 等 于 N 的 整数 . 由 于 至 是 
巨 的 上 界 , 而 a! 不 是 , 必 有 


mn 本 mn 一 工 


n LL 
(为 什么 ?). 稍 经 代数 运算 就 推出 
mn mn 生 由 
nw > 
类 似 地 , 由 于 加 + 是 上 界 , 而 二 不 是 , 我 们 有 
mn 、 man 一 1 
n n 
于 是 
mn _ Mn 
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把 这 两 个 估计 式 合 起 来 , 我 们 看 到 
对 于 一 切 ww >N>1| |< 二 
n n’ N 


这 表明 ( 字 ) 吕 1 是 一 个 Cauchy 序列 (习题 5.5.4). 由 于 加 是 比例 数 , 我 们 现在 可 
以 定义 实数 S 为 


5 := LIM oo 空 . 
由 习题 5.3.5 我 们 断定 


S=LM, wt. 


n 
为 了 结束 定理 的 证 明 , 我 们 需要 验证 $ 是 EB 的 最 小 上 界 ， 首先 我 们 证 明 它 是 上 
界 . 设 z 是 互 的 一 个 元 素 . 那么 , 由 于 加 是 B 的 上 界 , 对 于 一 切 > 1 我 人 有 
Zz < 加 .使 用 习题 5.4.8, 我 们 断定 > < LIM, ,mw 加 = 39. 于 是 S 确实 是 EE 的 上 
界 


现在 我 们 证 明 它 是 最 小 上 界 . 设 y 是 忆 的 上 界 , 由 于 过 不 是 上 界 , 我 们 断 
定 对 于 一 切 几 > 1，y > 二. 使 用 习题 5.4.8, 我 们 断定 


y>LIM -1 -3 
n 


可 见 上 界 8 是 小 于 或 等 于 书 的 每 个 上 界 的 , 从 而 是 已 的 最 小 上 界 . a 

定义 5.5.10(supremum) ” 设 马 是 实数 系 的 一 个 子 集合 . 如 果 不 空 并 且 有 
上 界 , 我 们 定义 sup(E) 为 巨 的 最 小 上 界 (根据 定理 5.5.9, 此 定义 是 成 功 的 ). 我 
们 引入 两 个 附加 的 符号 ，+eo 和 oo， 如 果 马 不 是 空 集 并 且 没 有 上 界 , 我 们 令 
sup 人 (已 ) :一 +oo; 如 果 忆 是 空 集 , 我 们 令 sup(B) := -co 我们 把 sup( 瑟 ) 叫 作 的 
supremuma, 也 记 作 sup 5. 

注 5.5.11 目前 , +oo 和 -co 是 没有 意义 的 符号 , 眼下 还 没有 对 于 它们 的 运 
算 , 并 且 我 们 关于 实数 的 任何 结果 都 不 适用 于 +oo 和 -co, 因为 它们 不 是 实数 . 在 
86.2 我 们 把 +oo 和 -ce 加 进 实数 系 中 而 构成 广义 实数 系 , 但 这 个 系统 工作 起 来 并 
不 像 实数 系 那 样 方便 , 因为 很 多 代数 算 律 失败 . 例如 , 要 想 定义 (+oo0) 十 (00) 就 不 
是 好 事 , 把 它 定义 成 0 引起 一 些 麻烦 . 

现在 举 一 例 说 明 最 小 上 界 的 性 质 是 多 么 有 用 . 

命题 5.5.12 ”存在 正 实 数 z 使 得 z2 一 2. 

注 5.5.13 ”把 这 个 结果 与 命题 4.4.4 相 比较 , 我 们 就 看 到 肯定 有 实数 不 是 比例 
数 . 此 命题 的 证 明 还 表明 比例 数 集 Q 不 具有 最 小 上 界 性 质 , 否则 的 话 , 就 可 以 用 此 
性 质 在 @ 中 构 作 2 的 一 个 平方 根 , 但 根据 命题 4.4.4, 这 是 不 可 能 的 . 

@ supremum 通常 译作 上 确 界 也 译作 最 小 上 界 ( 见 《数学 名 词 ) ), 这 只 在 sup 已 e R 的 情况 下 运用 . 

一 一 译 者 注 
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证 明 设 已 是 集合 {yEsR:y>0 并 且 内 < 2}), 那么 忆 是 全 体 平方 小 于 2 的 
非 负 实 数 的 集合 . 注意 到 EE 有 一 个 上 界 为 2 (因为 如 果 y > 2 那么 y? > 4 > 2, 从 而 
yg 忆 ). 另外 , E 不 空 (例如 , 1 是 E 的 一 个 元 素 ). 于 是 根据 最 小 上 界 的 性 质 , 有 一 
个 实数 z := sup(E), 它 是 E 的 最 小 上 界 . 那么 z 是 大 于 或 等 于 1 的 (因为 1 e EE), 
并 且 是 小 于 或 等 于 2 的 (因为 2 是 巨 的 一 个 上 界 ). 现在 我 们 来 证 明 z? = 2. 

用 反 证 法 ， 我 们 来 证 明 z? < 2 和 z? > 2 两 种 情形 都 导致 矛盾 ， 首 先 假设 
22 <2. 设 0<e<1 是 一 个 很 小 的 数 , 那么 


(z+e)?=2z2+2er+e? < 2+4e+e—m 7+ $e, 


这 是 因为 z < 2 并 且 a? < e. 由 于 z? < 2, 可 以 取 0<e < 1 使 得 z2+5e <2, 于 是 
(z 十 e)? < 2. 根据 已 的 构造 , 这 表明 > + ee E. 但 这 与 z 是 妃 的 上 界 一 事 矛 盾 . 
现在 假设 z? > 2. 设 0 < =< 1 是 一 个 小 的 数 , 那么 有 


(2 -Ee) =22—2er+e? F272 —2er > 7 — 4e, 


这 是 因为 x < 2 并 且 se? > 0. 由 于 x? > 2, 我 们 可 以 取 一 个 e:， 0 < e < 1 使 得 
2 一 4e > 2. 于 是 (z -6)? > 2, 而 这 蕴含 着 , 对 于 一 切 ye EB，z -。 >>y. (为 什么 ? 
如 果 z-e<y, 那么 (z -ea)? <y<2, 是 牙 盾 的 .) 于 是 z- < 是 已 的 一 个 上 界 , 这 
与 z 是 瑟 的 最 小 上 界 矛 盾 . 

从 这 两 个 矛盾 我 们 看 到 z? = 2, 这 就 是 所 要 证 的 . 图 

注 5.5.14 ”在 第 6 章 我 们 将 用 最 小 上 界 性 质 来 建立 极限 理论 . 极限 理论 使 我 
们 能 做 很 多 事情 而 不 只 是 求 平方 根 . 

注 5.5.15 ”我 们 当然 可 以 谈论 集合 的 下 界 以 及 最 大 下 界 . 一 个 集合 已 的 
最 大 下 界 也 叫 作 E 的 infimum", 即 下 确 界 , 记 作 inf(5) 或 inf E. 我 们 对 于 上 确 界 
所 说 的 每 个 命题 , 对 于 下 确 界 都 对 应 一 个 相反 的 命题 , 把 这 样 的 命题 留 给 读者 . 两 
个 概念 之 间 的 精确 的 联系 在 习题 5.5.1 中 给 出 , 也 见于 86.2. 


习 题 5.5 


5.5.1 设 忆 是 实数 集 及 的 一 个 子 集 . 假设 召 有 最 小 上 界 M, 它 是 个 实数 , 即 M = sup(E). 
令 - 互 为 集合 
-E:={-zx:zxeBE), 


@ supremum 的 意思 是 “最 高 者 ”, 而 infimum 的 意思 是 “最 低 者 ”. 口语 形式 为 suprema 和 infima. 
supremum 指 的 是 上 方 的 ,infimum 指 的 是 下 方 的 , 这 就 像 maximum 指 大 的 ,minimum 指 小 
的 . 词根 分 别 是 “super” 和 “infer”, “super” 意 指 “上方 (above)” 而 “infer” 意 指 “下方 (below)” 
(这 个 用 法 只 在 极 少 的 英语 单词 中 出 现 , 例如 “infernal"， 在 英语 中 , 拉丁 语 前 级 “sub” 在 绝 大 多 
数 情况 下 取代 了 “infer”). 
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证 明 一 M 是 -已 的 最 大 下 界 , 即 ~-M = inf(E) 

5.5.2 设 妃 是 玉 的 一 个 不 空 的 子 集 , n > 1 是 整数 , 并 且 设 工 < K 是 两 个 整数 . 假设 攻 是 玖 
的 一 个 上 界 , 但 上 不 是 巨 的 上 界 . 不 要 使 用 定理 5.5.9, 证 明 存 在 整数 m, L<m < K 
使 得 及 是 已 的 上 界 , 但 zi: 不 是 妃 的 上 界 . (提示 : 用 反 证 法 , 并 使 用 归纳 法 . 画 个 
图 可 能 有 助 于 思考 .) 

5.5.3 设 已 是 下 的 不 空子 集 , n > 1 是 整数 , 并 设 m,m/ 是 具有 下 述 性 质 的 整数 : 到 和 型 
是 巨 的 上 界 ,但 = 和 下 不 是 已 的 上 界 . 证 明 mm = m’. 这 表明 在 习题 5.5.2 中 
构 作 的 整数 m 是 唯一 的 . (提示 : 还 是 画 个 图 有 所 助 益 .) 

5.5.4 设 gl, gz, qa,… 是 比例 数 的 序列 , 具有 这 样 的 性 质 : 只 要 M > 1 是 整数 并 且 n,n >> 
M, 就 有 |gn 一 9w| < 三: 证 明 gj, q2, 93,… 是 一 个 Cauchy 序列 . 进而 证 明 , 如 果 


5 := LIMn ,oo0gn, 


那么 对 于 每 个 M > 1， 
law -SI< 起 
(提示 : 用 习题 5.4.8.) 


85.6 ”实数 的 指数 运算 , 第 工 部 分 


在 84.3 中 我 们 对 于 比例 数 z 定义 了 指数 运算 z", 其 中 n 是 自然 数 , 或 者 当 > 
不 等 于 零 时 n 是 整数 . 既然 我 们 有 了 对 于 实数 的 一 切 算术 运算 (而 且 命 题 5.4.7 保 
证 了 比例 数 的 算术 性 质 对 于 实数 继续 成 立 ), 我 们 就 可 以 类 似 地 定义 实数 的 指数 运 
算 . 


定义 5.6.1( 实 数 的 自然 数 次 寡 ) ” 设 z 是 实数 . 为 使 z 升 到 0 次 宕 , 我 们 定义 
z0 := 1. 现 递归 地 假设 若 z" 对 于 其 自然 数 n 已 定 义 , 则 我 们 定义 rn+l := zr x z. 

定义 5.6.2( 实 数 的 整数 次 寒 ) ” 设 z 是 不 为 零 的 实数 .那么 对 于 任何 负 整数 
一 我 们 定义 2-7 := 去 . 

显然 , 这 些 定义 与 早先 定义 的 比例 数 的 指数 运算 是 相 容 的 . 我 们 现在 可 以 断定 

命题 5.6.3 ”命题 4.3.10 和 命题 43.12 中 的 全 部 性 质 当 7 和 3 以 实数 取代 比 
例 数 时 依然 成 立 . 

代替 实际 的 证 明 , 我 们 给 此 命题 一 个 超 证 明 (一 个 诉 之 于 证 明 的 特征 的 而 非 注 
意 于 实数 和 比例 数 的 特征 的 论述 ). 

超 证 明 ”如 果 审 视 命题 4.3.10 和 命题 4.3.12 的 证 明 , 我 们 就 看 到 它们 依赖 于 
比例 数 的 代数 算 律 和 序 的 规则 (命题 4.2.4 和 命题 4.2.9). 但 根据 命题 5.3.11、 命题 
5.4.7 以 及 恒等式 zz-! = z-1z = 1(z # 0), 我 们 知道 所 有 这 些 代 数 算 律 和 序 的 规 
则 继续 对 于 实数 成 立 , 就 如 同 对 比例 数 成 立 一 样 . 于 是 我 们 可 以 把 命题 4.3.10 和 命 
题 4.3.12 的 证 明 更 改 成 在 z 和 y 是 实数 的 情形 下 成 立 . 看 
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现在 我 们 来 考虑 非 整 数 次 察 运 算 . 我 们 从 n 次 根 的 概念 开始 , 可 以 用 上 确 界 的 
概念 来 定义 n 次 根 . 

定义 5.6.4” 设 x > 0 是 正 的 实数 , 并 设 n> 1 是 正 的 整数 . 我 们 定义 z*, 叫 
做 z 的 n 次 根 为 


zh:=supfy ER:y>20 有 yr" <z} 


我 们 常 把 z3 记 作 Vz. 

注意 , 此 刻 我 们 没有 定义 零 的 n 次 根 , 也 没有 定义 负数 的 n 次 根 . 前 者 我 们 很 
快 就 会 谈 到 . 而 对 于 后 者 , 我 们 将 不 在 本 书 中 定义 负数 的 ” 次 根 . (一 旦 定义 了 复 
数 , 就 可 以 定义 这 些 根 了 , 但 我 们 就 此 止步 .) 

引 理 5.6.5(n 次 根 的 存在 性 ) ” 设 z>0 是 正 的 实数 , 并 设 nn>1 是 正 的 整数 . 
那么 集合 


E:={yeR:y>0 有 y<2} 


是 不 空 的 . 特别 地 , z* 是 一 个 实数 . 

证 明 集合 巨 含 有 0( 为 什么 ?), 所 以 它 肯定 不 空 . 现在 我 们 证 明 它 有 上 界 . 我 
们 分 z < 1 和 z > 1 两 种 情况 来 考虑 . 首先 假设 = < 1, 那么 我 们 说 , 妃 有 上 界 1. 
为 了 证 实 此 事 , 假设 不 然 , 设 有 某 ye E，y > 1. 但 那 时 y" > 1 (为 什么 ?), 从 而 
y" > z, 出 现 矛 盾 . 于 是 已 有 上 界 1. 现在 假定 第 二 种 情形 , z > 1, 那么 我 们 说 已 
有 上 界 z. 为 了 证 实 此 事 , 假设 不 然 , 设 有 某 ye B，y > z. 由 于 z > 1, 于 是 我 们 
有 y>1. 由 于 y>z 上 且 y> 1 我们 有 yr > z( 为 什么 ), 出 现 矛 盾 . 

于 是 在 两 种 情况 下 B 都 有 上 界 , 从 而 z* 是 实数 . 国 

下 面 我 们 列 出 ”次 根 的 一 些 基本 性 质 . 

引 理 5.6.6 ” 设 z,y>0 是 正 的 实数 , 并 设 n,m 之 1 是 正 的 整数 

(a) 如 果 y = zt， 那么 y" = 工 . 

(b) 反之 , 如 果 全 一 Z, 那么 4 一 2 

(0) z 专 是 正 的 实数 . 

(d) 我 们 有 了 > y 当 且 仅 当 xz 二 > 4 去 

(e) 如 果 卫 > 1, 那么 z 壤 是 大 的 减 函 数 . 如 果 x< 工 那么 rz 去 是 大 的 增 函 数 ， 
如 果 z= 工 那么 对 于 一 切 名 Zz 二 1. 

(1) 我 们 有 (zy)* = zy 

(g) 我 们 有 (Zz 页 ， 

证 明 “见习 题 5.6.1. 一 

细心 的 读者 可 能 会 注意 到 , 当 x = 1 时 , 这 个 关于 z* 的 定义 会 不 会 与 前 面 定 
义 的 xn 发 生 不 相 容 的 现象 ? 然而 容易 验证 zt = z = z1( 为 什么 ?), 所 以 不 会 有 不 
相 容 的 情形 - 
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引 理 5.6.6(b) 的 一 个 结果 是 下 述 消 去 律 成 立 : 如 果 y" = z" 那么 y = z. (为 
什么 此 事 从 引 理 5.6.6(b) 推出 ?) 注意 , 此 事 仅 当 y 和 z 是 正 数 时 成 立 .作为 例子 ， 
(-3)2 = 32 但 我 们 不 能 由 此 推断 -3 = 3. 

现在 我 们 来 定义 如 何 把 一 个 正 数 升 到 比例 数 4 次 寡 . 

定义 5.6.7 ” 设 > > 0 是 正 的 实数 , 并 设 g 是 比例 数 . 为 定义 z4, 我 们 把 g 写 
成 某 整数 a 与 某 正 整数 的 比 , 9 = 多, 并 定义 


z= (zt)”. 


注意 , 每 个 比例 数 g 不 管 是 正 的 , 负 的 , 还 是 零 , 都 可 以 写成 的 形状 , 其 中 a 
是 整数 , b 是 正 整数 (为 什么 ?). 但 是 , 比例 数 4 的 这 种 表示 肯定 不 是 唯一 的 , 例如 
去 可 以 表示 成 3 或 3. 所 以 , 为 保证 此 定义 是 成 功 的 , 我 们 必须 验证 不 同 的 表达 式 
针对 于 za 给 出 同一 个 公式 : 

引 理 5.6.8 。 设 ao' 是 整 教 , b,b' 是 正 整数 , 使 得 名 二 影 ,并且 z 是 正 实数 . 
那么 我 们 有 


(25)" = (ri). 

证 明 ”有 三 种 情形 : a =0, a>0, a<0. 

如 果 a = 0, 那么 必 有 w = 0 (为 什么 ?), 于 是 (z 六 )” 和 (z3)* 都 等 于 1, 从 
而 我 们 证 得 等 式 . 

现 设 a>0. 那么 w > 0 (为 什么 ?), 并 且 oly = ba 记 y:=z 市 =z 赴 . 根据 
引 理 5.6.6(g) 有 

(0): ua (et) 

于 是 根据 引 理 5.6.6(a) 有 


那么 我 们 有 


如 所 要 证 的 . 
最 后 假设 a。< 0. 那么 我 人 有 邓 = 泾 . 但 是 -a 是 正 的 , 所 以 前 面 的 情况 发 
生 , 于 是 我 们 有 ， 
人 = 


两 边 取 倒数 , 我 们 就 得 到 所 要 的 结果 . 

于 是 z? 是 对 于 每 个 比例 数 都 定义 成 功 了 . 注意 这 个 新 的 定义 与 我 们 对 于 zz 
的 老 的 定义 是 相 容 的 (为 什么 ?), 并 且 也 与 我 们 对 于 z" 的 老 的 定义 是 相 容 的 (为 什 
么 ?). 
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仅 当 


时 定 


以 及 


5.6.1 


5.6.2 
5.6.3 


关于 比例 数 次 宕 的 一 些 基本 事实 是 : 

引 理 5.6.9 设 z, > 0 是 正 的 实数 , 并 设 9,7 是 比例 数 . 

(a) za 是 正 的 实数 . 

(b) zatr = zaxr7 并 且 (za)7 = 7". 

(0) z-2 = 十 . 

(d) 如 果 g > 0, 那么 > 4 当 且 仅 当 z > 如 . 

(e) 如 果 了 > 1 那么 x9 > yr7 当 且 仅 当 g>7. 如 果 z <1 那么 x9 >yr 当 且 
gqg<r. 

证 明 ”见习 题 5.6.2. 站 
我 们 还 必须 作 实 数 的 实 的 指数 运算 , 换 旬 话说 , 还 必须 在 z > 0 并 且 y 是 实数 
义 zy. 但 是 我 们 将 把 此 事 推迟 到 86.7, 在 我 们 正式 地 定义 了 极限 概念 之 后 . 
在 教材 的 其 他 部 分 , 我 们 现在 恰恰 要 假定 实数 遵从 通常 的 代数 算 律 、 顺 序 关 系 
指数 运算 算 律 . 


习 题 5.6 


证 明 引 理 5.6.6，( 提 示 : 复习 命题 5.5.12 的 证 明 . 而 且 , 你 会 发 现 反 证 法 是 有 用 的 工具 ， 
特别 是 在 把 命题 5.4.7 中 序 的 三 歧 性 与 命题 5.4.12 结合 起 来 的 时 候 ， 引 理 的 前 面 的 部 
分 可 用 来 证 明 引 理 的 后 面 的 部 分 , 对 于 (e) 款 , 先 证 当 z > 1 时 z > 1 以 及 当 z <1 
时 2 <1.) 

证 明 引 理 5.6.9， (提示: 主要 仰 仗 引 理 5.6.6 以 及 代数 算 律 .) 

如 果 x 是 实数 , 证 明 lz| = (2”). 
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86.1 ”收敛 及 极限 的 算 律 


上 一 章 中 , 我 们 把 实数 定义 为 比例 数 的 (Cauchy) 序列 的 形式 极限 , 然后 定义 
了 实数 的 各 种 运算 . 但 是 不 像 我 们 在 构造 整数 时 所 做 的 ( 那 时 我 们 最 终 用 真实 的 差 
取代 了 形式 的 差 ) 也 不 像 我 们 在 构造 比例 数 时 所 做 的 ( 那 时 我 们 最 终 用 真实 的 商 
取代 了 形式 的 商 ), 我 们 并 不 曾 真正 结束 构造 实数 的 工作 , 因为 我 们 并 不 曾 达 到 用 真 
实 的 极限 来 代 芝 形式 的 极限 这 一 步 . 事实 上 , 我 们 根本 不 曾 定义 极限 . 现在 我 们 就 
来 整 这 件 事 . 

我 们 从 再 次 重 述 e- 接近 序列 的 主要 结构 开始 . 但 此 刻 我 们 是 对 实数 序列 说 话 ， 
而 不 是 只 对 比例 数 序 列 来 讨论 , 于 是 这 样 的 讨论 将 涵盖 上 一 章 中 所 做 的 讨论 . 首先 
我 们 对 于 实数 定义 距离 . 

定义 6.1.1( 两 个 实数 间 的 距离 ) 给 定 两 个 实数 z 和 y, 我 们 定义 它们 的 距离 
d(z,9) 为 d(z,9) := |z 一 中. 

很 清楚 , 这 个 定义 与 定义 4.3.2 是 相 容 的 . 进一步 说 , 命题 4.3.3 对 于 实数 也 完 
全 成 立 , 就 像 它 对 比例 数 成 立 一 样 , 因为 实数 遵从 比例 数 所 遵从 的 一 切 代数 算 律 . 

定义 6.1.2(e- 接近 的 实数 ) ” 设 。 > 0 是 实数 . 我 们 说 两 个 实数 是 e- 接近 的 
当 且 仅 当 我 们 有 d(z,y) < e. 

再 次 说 明 , 很 清楚 , e- 接近 的 这 个 定义 与 定义 4.3.4 是 相 容 的 . 

现在 设 (a,)%2,, 是 一 个 实数 的 序列 0, 也 就 是 说 , 对 于 每 个 整数 n> m 我 们 指 
定 了 一 个 实数 on. 起 始 的 号 码 m 是 某 整数 , 通常 取 它 为 1, 但 有 时 我 们 将 从 不 是 1 
的 号 码 开始 .( 用 来 成 为 序列 的 号 码 的 标示 物 是 什么 是 无 关 紧 要 的 , 例如 我 们 可 使 
用 (ax) 喉 m! 也 可 用 (on) 筷 ww 它们 确切 地 表示 同一 个 序列 .) 我 们 可 以 像 以 前 完全 
一 样 地 定义 Cauchy 序列 的 概念 

定义 6.1.3( 实 数 的 Cauchy 序列 ) ” 设 s > 0 是 一 个 实数 . 一 个 实数 列 (an)%> wy 
叫做 是 e- 稳定 的 , 当 且 仅 当 对 于 一 切 j,k > N，aj,ax 都 是 e- 接近 的 . 一 个 从 某 号 
码 m 开始 的 序列 (an) 沁 wm 叫 作 是 终极 e- 稳定 的 , 当 且 仅 当 存 在 某 个 N > m, 使 得 
(an)s_w 是 e- 稳定 的 . 我 们 说 (a,)%,, 是 Cauchy 序列 , 当日 仅 当 对 于 每 个 a。>0 
它 都 是 终极 =- 稳定 的 . 


@ 以 后 简称 为 实数 列 . 一 一 译 者 注 
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用 另 一 种 方式 来 说 , 一 个 实数 列 (an)%2, 是 Cauchy 序列 , 如 果 对 于 每 个 实数 
< > 0, 都 存在 N > m, 使 得 对 于 一 切 n,n' > N，|an - avw| < e， 这 些 定义 与 关于 
比例 数 的 对 应 的 定义 (定义 5.1.3、 定 义 5.1.6 和 定义 5.1.8) 都 是 相 容 的 , 尽管 对 于 
Cauchy 序列 验证 相 容 性 要 稍微 仔细 一 点 . 

命题 6.1.4 设 (an) 缉 m 是 从 号 码 mm 开始 的 比例 数 的 序列 , 那么 (an)?2m 是 
按 定义 5.1.8 的 意义 的 Cauchy 序列 , 当 且 仅 当 它 是 按 定义 6.1.3 的 意义 的 Cauchy 
序列 . 

证 明 ” 先 设 (a,)%,, 依 定义 6.1.3 是 Cauchy 序列 . 那么 对 于 每 个 实数 = > 0， 
它 都 是 终极 e- 稳定 的 . 特别 地 , 对 于 每 个 比例 数 = > 0, 它 都 是 终极 e- 稳定 的 , 这 
使 它 按 定 义 5.1.8 的 意义 是 Cauchy 序列 . 

现在 假设 (an)%,, 按 定义 5.1.8 是 Cauchy 序列 . 那么 对 于 每 个 比例 数 e > 0， 
它 都 是 终极 =- 稳定 的 . 如 果 s > 0 是 实数 , 那么 根据 命题 5.4.14, 存在 一 个 比例 数 
s > 0, 它 比 = 小 . 由 于 *' 是 比例 数 , 我 们 知道 (on) 和 是 终极 e'- 稳定 的 . 由 于 
ec' < s, 这 表明 (a,)%,, 是 终极 =- 稳定 的 . 由 于 e 是 任意 的 正 的 实数 , 于 是 我 们 看 
到 (gn) 名 按 定义 6.1.3 的 意义 是 Cauchy 序列 mn 

根据 这 个 命题, 我 们 不 再 介意 定义 5.1.8 和 定义 6.1.3 之 间 的 区 别 , 而 把 Canchy 
序列 的 概念 看 作 是 一 个 单一 的 统一 的 概念 . 

现在 我 们 来 谈 谈 , 一 个 实数 列 收敛 到 某 极限 工 是 什么 意思 . 

定义 6.1.5( 序 列 的 收敛 ) 设 。 > 0 是 实数 , 并 且 工 是 实数 ， 一 个 实数 列 
(an)?2w 叫 作 是 e- 接近 工 的 当 且 仅 当 对 于 每 个 n” > N，a, 都 是 e- 接近 于 工 的 ， 
也 就 是 说 , 对 于 每 个 n > N，lon - L| < e. 我 们 说 序列 (an) 沁 是 终极 e- 接 
近 于 了 的 , 当 且 仅 当 存 在 N > m, 使 得 (a,)?%2y 是 =- 接近 于 工 的 . 我 们 说 序列 
(an) 和 mw 收敛 到 工 , 当 且 仅 当 对 于 每 个 实数 = > 0, 它 是 终极 e- 接近 于 工 的 . 

可 以 展开 这 里 的 全 部 定义 , 也 可 以 更 直接 地 写 出 收敛 的 概念 ; 见习 题 6.1.2. 

例 6.1.6 序列 


0.9, 0.99, 0.999, 0.999 9, + 


是 0.1- 接近 于 1 的 , 但 不 是 0.01 接近 于 1 的 , 这 决定 于 序列 的 第 一 项 . 但 是 它 是 终 
极 0.01- 接近 于 1 的 . 事实 上 , 对 于 每 个 = > 0, 这 个 序列 都 是 终 级 e- 接近 于 1 的 ， 
所 以 , 它 收敛 到 1 

命题 6.1.7( 极 限 的 唯一 性 ) ” 设 (on] 中 mw 是 从 整数 号 码 m 起 始 的 实数 列 , 并 
设 工 关 L' 是 两 个 不 同 的 实数 . 那么 , (an)8m 不 可 能 同时 收敛 到 工 和 卫 . 

证 明 ”用 反 证 法 . 设 (a%)% 同时 收敛 到 工 和 L'. 令 = = 吉 L -LI， 由 于 
工 基 ,所 以 e 是 正 数 . 由 于 (an)% 收敛 到 二 我 们 知道 (on)%， 是 终极 e- 接 
近 于 工 的 ; 于 是 存在 N > m 使 得 对 于 一 切 n > N 有 d(an, 7) < 6. 类 似 地 , 存在 
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M 之 m 使 得 对 于 一 切 n > M 有 don, 志 ) < e. 特别 地 , 如 果 令 m := max(N,M), 那 
么 有 dan, 站) 和 = 和 dan, 厂 ) < e. 于 是 根据 三 角形 不 等 式 d(L,L) < 2e = 引 L- 世 |. 
但 那样 的 话 , 就 有 
Le A A 

这 与 |L -5 > 0 矛盾 . 于是, 同时 收敛 到 L 和 L' 是 不 可 能 的 . mn 

既然 我 们 知道 极限 是 唯一 的 , 我 们 就 可 以 设置 一 个 记号 来 确定 它们 . 

定义 6.1.8( 序 列 的 极限 ) ”如 果 序 列 (4)%,, 收敛 到 某 实数 二 我 们 就 说 这 个 
序列 是 收敛 的 , 并 且 它 的 极限 是 L, 记 作 


贡 二 :ev 
no0 


如 果 序 列 (an)% 不 收敛 到 任何 实数 工 , 我 们 就 说 序列 (on) 只 wm 是 发 散 的 , 并 且 认 
为 im an 无 定义 ? 

注意 , 命题 6.1.7 保证 一 个 序列 最 多 可 以 有 一 个 极限 . 于 是 , 如 果 极 限 存在 , 它 
就 是 唯一 的 实数 , 否则 它 就 没有 定义 . 

注 6.1.9 ”记号 lm an 对 于 序列 的 起 始 号 码 m 没有 给 予 任何 标示 , 但 起 始 
号 码 是 毫 无 关系 的 (习题 6.1.3)， 所 以 在 我 们 往 后 的 讨论 中 , 我 们 将 不 太 关心 序列 
从 何 处 起 始 , 而 主要 集中 注意 它们 的 极限 . 

我 们 有 时 用 短语 “ 当 n 一 oo 时 an 一 z” 作为 语句 “(an)?2.。 收敛 到 z” 的 替 
代 写 法 . 应 记 住 , 虽然 单独 的 语句 an 一 z 和 nn 一 co 没有 任何 严格 的 意义 ; 这 个 短 
语 只 是 一 个 记号 , 然而 是 一 个 很 有 启发 性 的 记号 . 

注 6.1.10 ”用 以 代表 号 码 的 字母 (在 我 们 的 情况 下 , 是 mn) 的 具体 选取 是 无 关 
紧要 的 ; 例如 , 短语 lim ax 与 ,im。an 确切 地 具有 同样 的 意思 . 有 时 为 了 避免 符号 
的 冲突 而 改变 号 码 的 符号 是 很 方便 的 . 例如 我 们 可 能 要 把 n 换 成 ,如果 n 同时 用 
于 某 种 其 他 目的 , 而 我 们 要 减少 混淆 的 可 能 的 话 . 见习 题 6.1.4. 

命题 6.1.11 我 人 有 ,lim 二 = 0， 

证 明 ”我 们 必须 证 明 序列 (a,,)?21 收敛 到 0, 其 中 a := 去 换 句 话说 , 对 于 每 
个 s > 0, 需要 证 明 序列 (an)21 是 终极 e- 接近 于 0 的 . 于 是 , 设 s > 0 是 任意 的 一 
个 实数 . 我 们 必须 找 一 个 N 使 得 对 于 每 个 n> N，|a, - 0| < <. 但 是 如 果 n > N， 
那么 


lan -ol= 上 2-o|= 三 汪 
nn 


CD 通常 (en)?2. 发 散 到 oo 或 -oc 分 别 记 作 
,mon = oo 或 ,lim an = -oo 一 主考 注 
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于 是 , 如 果 我 们 取 N > 二 (此 事 可 根据 阿 基 米 德 原理 而 实现 ), 那么 方 < s， 从 而 
(an) 纪 mw 是 e- 接近 于 0 的 . 于 是 (an)%21 是 终极 e- 接近 于 0 的 . 由 于 < 是 全 窟 的 ; 
(an) 沁 :收敛 到 0. 
命题 6.1.12( 收 敛 的 序列 是 Cauchy 序列 ) 设 (an)js mw 是 一 pe 
么 (an)Em 是 Cauchy 序列 . 
证 明 ”见习 题 6.1.5. 国 
例 6.1.13 序列 1, 一 1, 1, -1 1, -1,… 不 是 Cauchy 序列 (因为 它 不 是 终极 
1 稳定 的 ), 所 以 根据 命题 6.1.12 它 不 是 收敛 的 序列 . 
注 6.1.14 ”对 于 命题 6.1.12 的 道 命题 , 见 下 面 的 定理 6.4.18. 
现在 我 们 来 证 明 , 形式 极限 可 以 被 实际 极限 所 包含 , 就 像 构造 整数 时 , 形式 减 
法 被 实际 减法 所 包含 , 以 及 构造 比例 数 时, 形式 除法 被 实际 除法 所 包含 那样 . 
命题 6.1.15( 形 式 极限 是 真实 的 极限 ) ” 设 (an)?2.; 是 比例 数 的 Cauchy 序列 ， 
么 (an)821 收 化 到 LIM。 an, 即 


LIMn_,o00n = lim an. 
eS 


证 明 ”见习 题 6.1.6. 国 

定义 6.1.16( 有 界 序列 ) ”一 个 实数 列 (a,)%2 是 界 于 实数 M 的 当 且 仅 当 对 
于 一 切 nm, 有 |an| < M. 我 们 说 (an)%。,, 是 有 界 的 , 当 且 仅 当 它 是 界 于 某 实数 
M>0 的 

这 个 定义 与 定义 5.1.12 是 相 容 的 ; 见习 题 6.1.7. 

从 引 理 5.1.15 回想 起 , 每 个 比例 数 的 Cauchy 序列 是 有 界 的 . 对 该 引 理 的 证 明 
进行 仔细 考察 就 可 发 现 , 同样 的 论证 对 于 实数 的 Cauchy 序列 也 适用 : 每 个 实数 的 
Cauchy 序列 是 有 界 的 . 特别 地 , 从 命题 6.1.12 我 们 得 到 

推论 6.1.17 ”实数 的 收敛 序列 是 有 界 的 . 

例 6.1.18 ”序列 1, 2, 3, 4, 5,.… 不 是 有 界 的 , 从 而 不 是 收敛 的 . 

我 们 现在 可 以 证 明 通常 的 极限 算 律 . 

定理 6.1.19( 极 限 算 律 ) 设 (on)2em 和 (bn)82m 是 收 敏 的 实数 序列 , 并 设 mg 
是 实数 

= lim an, Y= lim bn. 
(a) 序列 (on 十 bn)82 wm 收敛 到 了 十 纺 即 
s(n +0) = 
(bj 序列 (anbn)2nm 收敛 到 zy, 即 


lm, (anbn) = (lr, on)( lm, bo). 
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p 


(©) 对 于 任意 实数 c, 序列 (can,)?2m 收敛 到 cz, 即 


no0 


(d) 序列 (on 一 加) 只 wm 收 化 到 工 一 y, 即 


lim (can) = e lim an. 
0 


lim (an 一 加 ) = inan 一 lm bn. 
(e) 设 8 天 0 并 且 对 于 一 切 见 > mm， 妇 天 0. 那么 序列 (b71) 吕 ， 收 钙 到 y!， 


lim 81 一 ( lim 如) 


(人 设 y 关 0 并 且 对 于 一 切 n>m，bn 关 0. 那么 序列 (个 ) 兴 mw 收 伍 到 邓 ， 即 


(g) 序列 (max(an 加))zm 收 化 到 max(z,y), 即 
im max(an bn) = max( lim an, lim bn). 


人) 序列 (min(an, bn))?m 收敛 到 min(z,9), 即 
lim, min(an, bn) = min( lim an, li bn). 


证 明 ”见习 题 6.1.8. 四 


习 题 6.1 


设 (an)2o 是 一 个 实数 列 , 对 每 个 自然 数 n 满足 an+1 > an. 证明 只 要 和 mm 是 自然 
数 , 使 得 m > n, 我 们 就 有 am > an. (我 们 把 这 样 的 序列 叫 作 增 序列 .) 

设 (an)2m 是 一 个 实数 列 , 并 且 工 是 一 个 实数 . 证 明 : (an)%。，, 收敛 到 元, 当 且 仅 当 
对 于 任何 给 定 的 。 > 0 都 能 找到 N > m, 使 得 对 于 一 切 n> N，|an 一 工 | < 

设 (an) 喉 m 是 一 个 实数 列 , c 是 实数 , 并 且 设 m' > m 是 整数 . 证 明 : (an)2。, 收敛 到 
c 当 且 仅 当 (a)2 ww 收敛 到 c. 

设 (an) 窟 mw 是 一 个 实数 列 , 设 “ 是 实数 , 并 且 设 > 0 是 不 小 于 0 的 整数 ， 证 明 
(an) 吧 m 收敛 到 c 当 且 仅 当 (cn+k)S2m 收敛 到 c. 

证 明 命题 6.1.12. (提示 : 使 用 三 角形 不 等 式 或 命题 4.3.7.) 

技 下 面 的 步骤 证 明 命题 6.1.15， 设 (an) 吧 是 比例 数 的 Cauchy 序列 , 并 记 工 := 
LIMn 一 ~an. 我 们 必须 证 明 (a,)%， 收敛 到 工 . 设 s > 0. 用 反 证 法 , 假定 (as)% ,不 
是 终极 =- 接近 于 工 的 . 据 此 , 以 及 (an) 窟 m 是 Cauchy 序列 的 事实 , 证 明 存在 N > m， 
使 得 对 于 一 切 n > NN, an > L+#e, 或 者 对 于 一 切 n > N, an < 工 一 #6. 然后 使 用 习 
题 5.4.8. 
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6.1.7 ”证 明定 义 6.1.16 与 定义 5.1.12 是 相 容 的 ( 即 , 证 明 当 以 有 界 序列 代替 Cauchy 序列 时 ， 
与 命题 6.1.4 的 类 似 的 命题 ). 

6.1.8 ”证 明定 理 6.1.9. (提示 : 你 可 以 使 用 定理 的 某 些 部 分 去 证 明 另 一 些 部 分 , 例如 (b) 可 用 
来 证 明 (c); (a) 和 (c) 可 用 来 证 明 (d); 而 (b) 和 (e) 可 用 来 证 明 (f). 与 引 理 5.3.6、 
命题 5.3.10 以 及 引 理 5.3.15 的 证 明 类 似 . 对 于 [e), 你 可 能 需要 先 证 一 个 辅助 的 结果 : 
任何 其 项 非 零 而 收敛 到 非 零 极限 的 序列 是 限制 离开 零 的 .) 

6.1.9 ”解释 为 什么 定理 6.1.19(f) 当 分 母 的 极限 为 0 时 不 成 立 . (要 修正 此 问题 , 需要 LHopital 
法 则 , 见 810.5.) 

6.1.10 ”证 明定 义 5.2.6 中 , 等 价 的 Cauchy 序列 这 一 概念 当 <s 被 要 求 取 正 的 实数 以 代替 取 正 

的 比例 数 时 , 毫 不 改变 . 更 准确 地 说 , 如 果 (aw)Eo 和 (bn)32o 是 实数 列 , 证 明 它们 对 
于 每 个 比例 数 。 > 0 是 终极 e- 接近 的 当 且 仅 当 对 于 每 个 实数 = > 0 它们 是 终极 =- 接 
近 的 . (提示 : 修改 命题 6.1.4 的 证 明 ,) 


86.2 ”广义 实数 系 
有 些 序列 不 收 剑 到 任何 实数 , 但 似乎 要 趋 于 +oo 或 -co. 例如 , 直观 上 看 , 序 
列 
1, 2, 3, 4, 5 … 

应 该 趋 于 +oo, 而 

—1, —2, —3, —4, 一 5 
应 该 趋 于 -oo. 同时 , 序列 

Es We WE De Pe 


好 像 不 趋 于 任何 东西 (虽然 稍 后 我 们 将 看 到 它 有 “极限 点 "+1 和 一 1). 类 似 地 , 序 
列 


1, —2, 3, —4, 5, —6, + 


不 收敛 到 任何 实数 , 也 不 像 是 趋 于 +co 或 趋 于 -oo. 要 把 事情 弄 准确 , 我 们 需要 谈 
一 下 叫 作 广义 实数 系 的 东西 . 

定义 6.2.1( 广 义 实数 系 ) ”广义 实数 系 RR* 是 实 直线 R 附 上 两 个 叫做 +ce 和 
一 co 的 元 素 . 这 两 个 元 素 彼此 不 同 也 与 每 个 实数 不 同 . 一 个 广义 实数 z 叫 作 有 限 的 
当 且 仅 当 它 是 实数 , 而 叫做 无 限 的 当 且 仅 当 它 等 于 +oo 或 -co (这 个 定义 与 83.6 
中 定义 的 集合 的 有 限 和 无 限 并 不 直接 相关 , 虽然 它 在 精神 上 是 类 似 的 ,) 

这 些 新 的 符号 , +oo 和 -co, 眼下 还 没有 多 大 意思 , 因为 我 们 还 没有 操作 它们 
的 运算 (除了 等 于 “=” 和 不 等 于 “” 之 外 ). 现在 我 们 在 广义 实数 系 中 添置 一 些 运 
算 . 
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定义 6.2.2( 广 义 实数 的 负 运 算 ) ”我 们 把 玉 上 的 负 运 算 z 一 -2 推广 到 R*， 
定义 一 (+20) := -oo 以 及 一 (一 co) := +oo. 

于 是 每 个 广义 实数 z 都 有 一 个 负数 , 而 且 一 (一 x) 永远 等 于 zx. 

定义 6.2.3( 广 义 实数 的 编 序 ) ” 设 > 和 y 是 广义 实数 . 我 们 说 z < y, 即 xz 小 
于 或 等 于 y, 当 且 仅 当 以 下 三 命题 之 一 成 立 : 

(a) z,y 是 实数 , 且 作 为 实数 z < y. 

(b) y= 十 ce. 

(c) z = 一 co. 

我 们 说 z < y 如 果 我 们 有 z < y 以 及 z 关 y. 有 时 我 们 把 z < y 写成 y> z, 把 
z& 4 写成 y> z. 

例 6.2.4 3<5,3<+oo, 并 且 一 co <+oo, 但 3 关 一 oo. 

关于 广义 实数 系 的 序 和 负 运算 的 一 些 基 本 性 质 : 

命题 6.2.5 设 Z,y,z 是 广义 实数 . 那么 下 述 命题 成 立 : 

(a) ( 自 反 性 ) 我 人 有 2 < 

(b) (三 歧 性 ) 命题 < 纺 z= 妨 Z>3 中 恰 有 一 个 成 立 . 

(c) (传递 性 ) 如 果 z 和 2 纺 且 2 入 2 那么 工科 和. 

(d) ( 负 运 算 颠 倒 次 序 ) 如 果 了 和 2 那么 一 y < 一 z 

证 明 ”见习 题 6.2.1. 国 

也 可 以 在 广义 实数 系 中 引入 其 他 运算 , 如 加 法 和 乘法 等 . 但 是 , 这 是 有 点 危险 
的 , 因为 这 些 运算 几乎 肯定 不 遵从 熟悉 的 代数 法 则 . 例如 , 为 定义 加 法 , 好 像 有 理由 
(根据 对 应 于 无 限 的 直观 感觉 ) 令 +co +5 = +oo 以 及 +oo + 3 = +co, 但 这 就 推出 
+oo+5= +oo+3, 而 5 关 3. 于 是 , 像 消 去 律 之 类 的 东西 一 旦 要 施行 到 含有 无 限 的 
运算 就 要 失效 . 为 了 避免 此 类 事项 , 我 们 就 简单 地 对 广义 实数 系 不 定义 任何 算术 运 
算 , 除了 负 运 算 和 序 以 外 . 

记得 我 们 定义 了 实数 集 EE 的 supremum 的 概念 和 最 小 上 界 的 概念 ; 它 给 出 一 
个 广义 实数 sup( 忆 ), 或 为 有 限 的 或 为 无 限 的 . 我 们 现在 对 此 概念 稍 作 推 广 . 

定义 6.2.6( 广 义 实数 集 的 上 确 界 )” 设 忆 是 RR* 的 子 集合 , 我 们 用 下 面 的 法 则 
来 定义 互 的 上 确 界 或 最 小 上 界 sup(E).” 

(a) 如 果 巨 包 含 于 及 ( 即 +coe 和 -oo 不 是 已 的 元 素 ), 那么 我 们 令 sup(B) 由 
定义 5.5.10 确定 . 

(b) 如 果 已 含有 +co, 那么 我 们 令 sup(E) := +eo- 


外 定义 6.2.6 和 定义 5.5.10 的 一 个 重要 区 别 是 , R* 本 身 就 是 有 界 集 .有 ”的 任何 子 集 都 有 最 小 上 界 , 即 
上 确 界 . 而 按 定 义 5.5.10, 不 能 说 无 上 界 的 集合 有 .上 确 界 ， 所 以 在 取 中 , supP( 已 ) = 十 co 不 由 作 上 
确 界 ( 见 定义 5.5.10 的 脚注 ). 一 一 译 者 注 
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(ec) 如果 巨 不 含 +co 但 含有 -co, 那么 我 们 令 sup(E) := sup(B\ {00))( 而 
五 \{-oo}l 是 RR 的 一 个 子 集 , 从 而 落 入 情形 (a)). 
我 们 也 定义 EE 的 下 确 界 ( 即 最 大 下 界 ) 为 


inf(E) := 一 sup( 一 五 ). 


其 中 -EE 是 集合 -已 := {-z:ze 瑟 ]. 
例 6.2.7 设 已 是 负 整数 及 一 co 的 全 体 : 


B={-1, -2, -3,.…)}U{-%}. 
那么 sup(B) =sup(B\{-o0))= -1 而 
inf(E) := — sup(—E) = 一 co. 


例 6.2.8 ”集合 {0.9, 0.99, 0.999, 0.999 9,…} 的 上 确 界 是 1, 下 确 界 是 0.9. 注 
意 这 里 上 确 界 并 不 实际 属于 此 集合 , 但 它 在 一 定 意义 下 从 右 方 “触及 ”此 集合 . 

例 6.2.9 ”集合 {1, 2, 3, 4, 5.…} 有 下 确 界 1 和 上 确 界 (在 R* 中 ) +oo. 

例 6.2.10 ” 设 巨 是 空 集 . 那么 , sup( 五 ) := 一 00 并 且 inf(E) = +oo (为 什么 ?). 
这 是 supremum 小 于 infmum 的 唯一 情形 . (为 什么 ?) 

可 以 像 下 面 那样 直观 地 想象 EB 的 上 确 界 . 

想象 实 直 线 以 某 种 方式 在 最 右 端 安置 了 +oo 而 在 最 左 端 安置 了 -co. 想象 一 
个 活塞 从 +oo 处 向 左 移动 直到 遇 到 媚 为 止 ; 它 停 下 来 的 位 置 就 是 互 的 上 确 界 . 类 
似 地 , 如 果 想 象 一 个 活塞 从 -oo 处 向 右 移动 直到 遇 到 书 而 停 , 它 停 下 来 的 位 置 就 
是 的 下 确 界 . 当 EB 是 空 集 时 , 两 个 活塞 彼此 穿 过 , 上 确 界 落 在 -co, 而 下 确 界 落 
在 +oo. 

下 面 的 定理 为 术语 “最 小 上 界 ” 和 “最 大 下 界 ” 提 供 了 合理 的 解释 . 

定理 6.2.11 设 马 是 耻 * 的 子 集合 . 那么 下 述 各 命题 成 立 : 

(a) 对 于 每 个 ZE ,我 人 有 z < sup( 刀 ) 以 及 了 > inf( 盏 ). 

(b) 设 M 是 已 的 上 界 , 即 对 于 一 切 Z EB,z<M. 那么 我 们 有 sup( 已 ) < M. 

(b) 设 M 是 妃 的 下 界 , 即 对 于 一 切 ZE 忆 Z> AM, 那么 我 人 有 inf(E)>M. 

证 明 ”见习 题 6.2.2. 国 


习 题 6.2 


6.2.1 ”证 明 命题 6.2.5. (提示 : 你 可 能 用 得 着 命题 5.4.7.) 
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6.2.2 ”证 明 命题 6.2.11. (提示 : 可 能 要 分 +ee 或 -co 是 否 属于 已 的 情形 来 考虑 . 你 当然 可 
以 使 用 命题 5.5.10, 只 要 已 仅 由 实数 组 成 ,) 


86.3 ”序列 的 上 确 界 和 下 确 界 


定义 了 实数 系 的 上 确 界 和 下 确 界 之 后 , 我 们 现在 也 可 以 谈论 序列 的 上 确 界 和 下 
确 界 . 

定义 6.3.1( 序 列 的 sup 和 inf) ” 设 (an) 咏 w 是 一 个 实数 列 , 那么 我 们 定义 
sup(an)s2m 为 集合 {a : n > m} 的 上 确 界 , inf(a,)%2, 为 同一 集合 {an : n > m} 
的 下 确 界 . 

注 6.3.2 量 sup(a)? nn 和 inf(an)?%2, 有 时 分 别 写作 


sup an 和 inf an. 
n>m wom 

例 6.3.3 设 om := (-1)", 于 是 (an)%2i 是 序列 -1 1, -1 1,…. 那么 集合 
{an : n > 1} 恰 是 两 元 素 集 {一 1, 1}, 从 而 sup(an)s2; 等 于 1. 类 似 地 , inf(an)%21 
等 于 -1. 

例 6.3.4 设 on := 十 于 是 (an) 吕 1 是 序列 1, 3, 3, 二，…， 那么 集合 {on : 
n 之 1} 是 可 数 集 {1, 去 二 :}. 于 是 sup(an)%1 = 1 并且 inf(an)% 1 = 0 (习题 
6.3.1). 注意 , 这 里 序列 的 下 确 界 事实 上 并 不 是 序列 的 一 个 元 素 , 尽管 它 最 终 与 序列 
非常 接近 . (所 以 , 把 上 确 界 和 下 确 界 分 别 认为 是 “序列 最 大 元 素 ” 和 “序列 最 小 元 
素 ” 是 有 点 不 准确 的 .) 

例 6.3.5 设 an :=n, 于 是 (on)82.1 是 序列 1,2,3,4,…. 那么 集合 {an :n> 
1} 恰 是 正 整数 的 集合 {1, 2, 3, 4,…]. 那么 sup(an)%2% = +oo 而 inf(an)%1=1. 

如 上 例 所 示 , 一 个 序列 的 上 确 界 或 下 确 界 可 能 是 -+oo 或 -co. 但 是 , 如 果 一 个 
序列 (an)32m 是 有 界 的 , 比如 说 界 于 M, 那么 序列 的 全 部 元 素 都 介 于 -M 和 M 之 
间 , 从 而 集合 {an : n > m} 有 上 界 M 及 下 界 -M. 由 于 这 个 集合 明显 不 空 , 所 以 
我 们 可 以 断定 有 界 序列 的 上 确 界 和 下 确 界 都 是 实数 ( 即 , 不 是 +oo 和 -co). 

命题 6.3.6( 最 小 上 界 性 质 ) ” 设 (an)82.w 是 实数 列 , 并 设 z 是 广义 实数 了 :一 
sup(on)5.m。 那么 对 于 一 切 n 之 m 有 an < z. 另外 ,只 要 JE 有 * 是 (an) 人 on 
一 个 上 界 ( 即 对 于 一 切 n >>m，an < M), 就 有 z 和 M. 最 后 , 对 于 每 个 满足 < 了 
的 广义 实数 y, 至 少 存 在 一 个 nn 之 m, 使 得 1 < an < 

证 明 ”见习 题 6.3.2. 

注 6.3.7 ”对 于 下 确 界 , 有 相应 的 命题 , 只 需 把 一 切 序 关 系 颠倒 过 来 , 例如 ， 是 
界 要 换 成 下 界 , 等 等 . 证 明 完 全 相同 . 
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现在 我 们 给 出 一 个 上 确 界 和 下 确 界 概念 的 应 用 . 在 上 一 节 中 我 们 看 到 , 一 切 收 
敛 序 列 都 是 有 界 的 ,自然 会 问 , 逆 命 题 是 否 成 立 : 是 不 是 一 切 有 界 序列 都 是 收敛 的 ? 
回答 是 否定 的 . 作为 例子 , 序列 1, -1, 1, -1,.… 是 有 界 的 , 但 它 不 是 Cauchy 序列 ， 
因此 不 是 收 伍 的 . 但 是 , 如 果 我 们 让 序列 同时 是 有 界 的 和 单调 的 ( 即 , 增 的 或 减 的 )， 
那么 , 它 肯定 收敛 : 

命题 6.3.8( 单 调 有 界 序列 收敛 ) 设 (an)2m 是 具有 有 限 的 上 界 M E 民 的 实 
数列 , 而 且 它 也 是 单调 增 的 ( 即 对 于 一 切 ni >> mm，anti > an). 那么 (an)2,, 收 伊 ， 
并 且 事 实 上 


lim an = sup(an)%m < M. 
oo 


证 明 ”见习 题 6.3.3. 国 

可 以 类 似 地 证 明 , 如 果 一 个 序列 (a,)%2,, 是 有 下 界 的 并 且 是 减 的 ( 即 , as+i < 
an), 那么 , 它 是 收 全 的 , 并 且 极限 等 于 下 确 界 . 

一 个 序列 叫 作 是 单调 的 , 如 果 它 是 增 的 , 或 者 它 是 减 的 .从 命题 6.3.8 和 推论 
6.1.17 我 们 看 到 , 一 个 单调 序列 收敛 当 且 仅 当 它 是 有 界 的 . 

例 6.3.9 ”序列 3, 3.1, 3.14, 3.141, 3.141 5,… 是 增 的 并 且 有 上 界 4. 于 是 根据 
命题 6.3.8, 它 必 定 有 极限 , 此 极限 是 小 于 或 等 于 4 的 实数 . 

命题 6.3.8 断言 , 单调 序列 有 极限 , 但 并 没有 直接 说 出 这 个 极限 是 什么 . 但 是 ， 
一 旦 断定 极限 存在 , 常常 做 一 个 额外 的 工作 就 能 找 出 这 个 极限 . 例如 : 

命题 6.3.10 设 0<z<1. 那么 我 们 有 dm, 7" =0. 

证 明 ”由 于 0<zx<1, 可 以 证 明 序列 (xz,)%2; 是 减 的 (为 什么 ?). 另 一 方面 ， 
(zn)21 以 0 为 下 界 . 于 是 , 根据 命题 6.3.8 (用 下 确 界 代替 上 确 界 ), 序列 (zn)% 1 
收敛 到 某 极限 L. 由 于 z"+1 = z x z", 从 极限 的 算 律 (定理 6.1.19) 看 到 (z,)%2i 收 
敛 到 zL. 但 是 序列 (zn) 沁 1 恰 是 序列 (zn)%, 增加 一 项 , 从 而 它们 必定 有 同样 的 
极限 (为 什么 ?). 所 以 zL = 大 . 由 于 z 关 1, 我们 可 解 出 工 = 0. 于 是 (zn)?2; 收敛 
到 0. 国 

注意 , 这 个 证 明 当 z > 1 时 无 效 (习题 6.3.4). 


习 题 6.3 


6.3.1 ”验证 例 6.3.4 的 结论 . 

6.3.2 ”证 明 命 题 6.3.6. (提示 : 使 用 定理 6.2.11.) 

6.3.3 ”证 明 命 是 6.3.8. (提示 : 使 用 命题 6.3.6 以 及 (a,)%% 是 增 序列 的 假定 , 证 明 (an)% 
收敛 到 sup(an) 听 m.) 

6.3.4 ”解释 为 什么 命题 6.3.10 当 z > 1 时 不 成 立 . 事实 上 , 证 明 序列 (z")%1 当 z > 1 时 发 


112 第 6 章 序列 的 极限 


散 . (提示 : 用 反 证 法 以 及 恒等式 (2)"z" = 1, 并 且 使 用 定理 6.1.19 中 的 极限 算 律 .) 将 
此 与 例 1.2.3 中 的 论述 相 比 较 , 你 现在 能 解释 那个 例子 中 所 出 毛病 的 原因 吗 ? 


86.4 ”上 极限 、 下 极限 和 极限 点 


考虑 序列 
1.1, —1.01, 1.001, —1.000 1, 1.000 01,.…. 


如 果 画 出 这 个 序列 的 图 像 , 那么 就 能 看 到 ( 非 正式 地 ) 这 个 序列 不 收敛; 这 个 序 
列 中 有 一 半 接 近 1 而 另 一 半 接 近 -1, 但 它 既 不 收敛 到 1 也 不 收敛 到 -1; 例如 , 它 
不 会 终极 # 接近 1, 也 不 会 终极 亲 接近 -1. 但 是 , 即使 -1 和 1 完全 不 是 此 序列 
的 极限 , 好 像 它们 还 是 以 某 种 模糊 的 方式 “要 ”成 为 极限 . 为 把 这 个 观念 弄 清 楚 , 我 
们 引入 极限 点 的 概念 . 

定义 6.4.1( 极 限 点 ) ” 设 (an) 吕 是 实数 列 , z 是 实数 , 并 且 设 实数 e > 0. 我 
们 说 > 是 e- 附着 于 (a)% 的 , 当 且 仅 当 存 在 n > m, 使 得 on 是 e- 接近 于 z 的 . 
我 们 说 > 是 持续 e- 附着 于 (an)% 的 , 当 且 仅 当 对 于 每 个 N > m, 它 都 是 e- 附着 
于 (ow)8wv 的 . 我 们 说 = 是 (a%)2 的 极限 点 或 附着 点 , 当 且 仅 当 对 于 每 个 。 > 0， 
它 都 是 持续 e- 附着 于 (0%)%,, 的 . 

注 6.4.2 ”动词 “附着 (to adhere)” 与 “粘贴 (to stick to)” 大 体 上 同 义 ; 同样 
还 有 形容 词 “ 附 着 的 (adhesive)”. 

把 所 有 的 定义 展开 , 我 们 看 到 , z 是 (an)%2 的 极限 点 , 如 果 对 于 每 个 。> 0 和 
每 个 N > m, 都 存在 一 个 n > N 使 得 |an 一 z| < e. (为 什么 这 是 同一 个 定义 ?) 注 
意 序列 是 e- 接近 于 工 的 ( 它 指 的 是 序列 的 一 切 元 素 都 在 与 工 的 距离 为 < 的 范围 
之 内 ) 与 工 是 < - 附着 于 序列 ( 它 只 需 序列 的 一 个 单个 的 元 素 在 工 的 距离 为 = 的 
范围 之 内 ) 这 两 句 话 之 间 的 区 别 . 还 有 , 为 使 工 是 持续 =- 附着 于 (an)8 mw 的 , 它 必 
须 对 于 一 切 N > m 都 是 e 附着 于 (an)22w 的 , 而 为 使 (a%)2, 是 终极 e- 接近 于 
工 的 , 我 们 只 需要 对 于 某 个 N > m，(an)%w 是 e- 接近 工 的 . 于 是 , 在 极限 与 极限 
点 之 间 存 在 某 些微 妙 的 量化 的 差别 . 

注意 , 极限 点 只 定义 为 有 限 的 实数 . 严格 地 定义 +oo 或 -oo 为 极限 点 的 概念 
也 是 可 能 的 ; 见习 题 6.4.8. 

例 6.4.3” 设 (an)%2) 代表 序列 


0.9, 0.99, 0.999, 0.999 9, 0.999 99, .….. 


数 0.8 是 0.1- 附着 于 此 序列 的 , 因为 0.8 是 0.1- 接近 于 0.9 的 , 0.9 是 此 序列 的 一 
项 . 但 是 , 0.8 不 是 持续 0.1- 附着 于 这 个 序列 的 , 因为 一 旦 把 序列 的 第 一 项 删 掉 , 就 
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没有 序列 的 元 素 是 0.1- 接近 0.8 的 . 所 以 0.8 不 是 这 个 序列 的 极限 点 . 另 一 方面 ， 
数 1 是 0.1- 附着 于 这 个 序列 的 , 而 且 事实 上 是 持续 0.1- 附着 于 这 个 序列 的 , 因为 不 
管 删 去 这 个 序列 多 少 个 开头 的 项 , 依然 有 与 1 是 0.1- 接近 的 项 . 事实 上 , 对 于 每 个 
6 > 0, 数 1 都 是 持续 =- 附着 于 这 个 序列 的 , 从 而 是 这 个 序列 的 一 个 极限 点 . 

例 6.4.4 ”现在 考虑 序列 


1.1, —1.01, 1.001, ~1.000 1, 1.000 01,.…-. 


数 1 是 0.1- 附着 于 这 个 序列 的 ; 事实 上 它 是 持续 0.1- 附着 于 这 个 序列 的 , 因为 不 管 
删 去 序列 的 多 少 (有 限 ) 项 , 仍 有 某 些 项 是 0.1- 接近 于 1 的 . (如 早先 讨论 过 的 , 不 
需要 全 部 元 素 都 0.1- 接近 于 1, 而 只 需要 一 些 ; 于 是 0.1- 附着 弱 于 0.1- 接近 , 而 持 
续 0.1- 附着 是 与 终极 0.1- 接近 不 同 的 概念 .) 事实 上 , 对 于 每 个 e > 0, 数 1 都 是 持 
续 e- 附着 于 这 个 序列 的 , 于 是 它 是 这 个 序列 的 极限 点 . 类 似 地 , -1 也 是 这 个 序列 
的 极限 点 ; 但 是 0 作为 例子 不 是 这 个 序列 的 极限 点 , 因为 它 不 是 持续 0.1- 附着 于 这 
个 序列 的 . 

极限 当然 是 极限 点 的 特殊 情形 . 

命题 6.4.5( 极 限 是 极限 点 ) ” 设 (an) 沁 mw 是 收敛 到 实数 c 的 序列 . 那么 c 是 
(an)8。 的 极限 点 , 并 且 事 实 上 它 是 (an)]82n 的 仅 有 的 极限 点 . 

证 明 ”见习 题 6.4.1. 

现在 我 们 来 考察 两 种 特殊 的 极限 点 : 上 极限 (lim sup) 和 下 极限 (liminf). 

定义 6.4.6( 上 极限 和 下 极限 ) ” 设 (an)%;, 是 一 个 序列 . 我 们 定义 一 个 新 的 序 
列 (oh) 答 mm 其 中 


:sup(an) Pw. 
更 不 正式 地 说 o 是 序列 中 从 aw 往 后 的 全 体 元 素 的 上 确 界 . 然后 我 们 定义 
序列 (an)%2 的 上 极限 为 


lim sup an := inf (gh) n, 
类 似 地 , 我 们 可 以 定义 


ax := inf(an)2v, (N22m), 


并 定义 序列 (on)22. 的 下 极限 为 


timinf en := sup(an) Sm. 
例 6.4.7 设 a1, qz, as,… 代表 序列 


1.1 一 101 1.001, 一 1.000 1, 1.000 01, "WN 
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那么 叶 , 叶 , 叶 ,…… 是 序列 
1.1, 1.001, 1.001, 1.000 01, 1.000 01 … 


(为 什么 ?), 它 的 下 确 界 是 1. 因此 , 这 个 序列 的 上 极限 是 1. 
类 似 地 , a7, az , az,… 是 序列 


一 1.01, 一 1.01, 一 1.000 1, 一 1.000 1, —1.000 001,…: 


(为 什么 ?), 它 的 上 确 界 是 -1. 因此 . 这 个 序列 的 下 极限 是 -1. 应 该 将 此 与 序列 的 
上 确 界 和 下 确 界 进行 比较 , 序列 的 上 确 界 和 下 确 界 分 别 是 1.1 和 一 1.01. 


例 6.4.8 ” 设 a1, az, oa:… 代表 序列 
1, —2, 3, —4, 5, 一 6, 7, 一 8…. 
那么 叶 , od ,a+ ,… 是 序列 
十 oo, 十 oo, 十 oo 十 oo …… 


(为 什么 ?), 从 而 上 极限 是 +co. 
类 似 地 , a7, az, az,…… 是 序列 


一 00, 一 00, 一 00, 一 00，…， 
从 而 下 极限 是 一 co. 


例 6.4.9 ” 设 al, az, as,… 代表 序列 


上 
Oa 
那么 呈 , 叶 , 叶 ,，… 是 序列 


它 的 下 确 界 是 0( 为 什么 ?), 所 以 上 极限 是 0. 类 似 地 , of , a , a3,… 是 序列 


2 
它 的 上 确 界 是 0, 所 以 下 极限 也 是 0. 
例 6.4.10 ” 设 al oz, a3,… 代表 序列 


1, 2, 3, 4, 5, 6 
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那么 导 , 叶 , 十, 是 序列 
十 co, 十 co, 十 co 十 co 
从 而 上 极限 是 +oo. 类 似 地 , ol , az , a3，,… 是 序列 
1, 2, 3, 4 5, 6, 


它 的 上 确 界 是 +ce, 所 以 下 极限 也 是 +oo. 

注 6.4.11 ， 有 些 作者 使 用 记号 -Hm an 代替 limsupan， 使 用 记号 lm_ an 代 

蔡 liminf aa. 注意 , 序列 的 起 始 号 码 mm ,是 无 关 紧 要 的 侈 习 题 6.4.2). 
司 色 活塞 比喻 . 想象 一 个 活塞 从 oo 处 开始 , 沿 着 实数 辅 向 左 方向 移动 , 直到 它 
遇 到 序列 a1, az, aa, … 的 元 素 而 停止 . 它 停 下 的 位 置 就 是 a1, oo, as,… 的 上 确 界 ， 
即 我 们 新 记号 下 的 af. 现在 我 们 把 第 一 项 al 从 序列 中 移 掉 ; 这 可 能 引起 我 们 活塞 
左 滑 并 停 在 一 个 新 位 置 (显然 在 很 多 情况 下 , 活塞 保持 原 位 , 而 a+ 恰 与 ot 相 
同 ). 然后 移 掉 第 二 项 oz, 引起 活塞 又 左 滑 一 点 . 如 果 我 们 继续 这 样 做 下 去 , 活塞 就 
保持 左 滑 . 但 是 有 某 个 位 置 使 活塞 停止 而 不 再 左 移 . 这 个 位 置 就 是 序列 的 上 极限 . 
类 似 的 比喻 可 描述 序列 的 下 极限 . 

我 们 现在 来 描述 上 极限 和 下 极限 的 某 些 基本 性 质 . 

命题 6.4.12 ” 设 (an) 和 mw 是 实数 列 , 设 L+ 是 此 序列 的 上 极限 , 并 设 L” 是 此 
序列 的 下 极限 (于 是 Lt 和 工 - 都 是 广义 实数 ). 

(a) 对 于 每 个 z > Lt, 存在 一 个 N > m 使 得 an < 工 对 于 一 切 几 之 NN 成立. 
( 换 身 话说 , 对 于 每 个 了 > Lt+, 序列 (an)2,, 的 元 素 终 究 小 于 x.) 类 似 地 , 对 于 每 
个 y<L, 存在 一 个 NN 之 m, 使 得 an >y 对 于 一 切 nn 之 和 N 成 立 . 

(b) 对 于 每 个 Z< Z+, 以 及 每 个 NN > m, 存在 一 个 n> NN 使 得 un > z.( 搁 各 
话说 , 对 于 每 个 工 二 工 +， 序 列 (an) 人 mm 的 元 素 无 限 多 次 超过 z.) 类 似 地 , 对 于 每 个 
4 > 了 -和 每 个 N mm, 存在 一 个 n> N 使 得 an < 人. 

(c) 我 人 有 inf(an)Em D7 < Lt < sup(an)Rom: 

(d) 如 果 c 是 (an)?2m 的 极限 点, 那么 L- < c< Lt. 

(e) 如 果 + 是 有 限 的 , 那么 它 是 (an)%n 的 极限 点 . 类 似 地 , 如 果 工 - 是 有 限 
的 ,那么 它 是 (an)?2m 的 极限 点 . 

(1) 设 c 是 实数 如 果 (an)?2m 收 伊 到 c 那么 必 有 Lt+ = 二 工 - ==c. 反之 , 如 果 
L+ 二 上- =c 那么 (an)2 mw 收 全 到 c. 

证 明 ”我 们 将 证 明 (a) 和 (b) 而 把 其 他 几 条 留 作 习 题 . 

先 设 z > L+, 那么 根据 L+ 的 定义 , 有 z > inf(o 太 )%3_,. 根据 命题 6.3.6, 必 存 
在 一 个 整数 N > m 使 得 = > a 在 . 根据 四 的 定义 , 这 意味 着 z > sup(an)se_N. 于 
是 再 次 根据 命题 6.3.6, 有 zx > an 对 于 一 切 n > N 成 立 . 这 就 是 所 要 证 的 . 
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现在 我 们 证 明 (b). 设 zx < L+, 那么 有 z < inf(o 太 )%_,,， 如 果 固 定 任意 的 
NN 之 m, 那么 根据 命题 6.3.6, 有 z < 吃 . 根据 由 的 定义 , 这 意味 着 zx < sup(an)22_w. 
再 次 根据 命题 6.3.6, 必 存 在 n > NN 使 得 a > z. 这 证 明了 (b) 的 第 一 部 分 . (b) 的 
第 二 部 分 可 类 似 地 证 明 . 

(c), (qd), (e), (f) 的 证 明 留 作 习 题 6.4.3. 

命题 6.4.12 的 (c) 款 和 (d) 款 特别 表明 L+ 是 (an) 人 2 的 最 大 的 极限 点 ， 
工 - 是 最 小 的 极限 点 , 只 要 L+ 和 L- 是 有 限 的 . 命题 6.4.12(f) 则 说 , 如 果 Z+ 和 
工 - 重合 (从 而 只 有 一 个 极限 点 ), 那么 序列 事实 上 是 收敛 的 . 这 给 出 了 一 个 判别 序 
列 是 否 收敛 的 方法 : 算出 它 的 上 极限 和 下 极限 , 看 它们 是 否 相 等 . 

我 们 现在 给 出 一 个 上 极限 和 下 极限 的 基本 比较 性 质 . 

引 理 6.4.13( 比 较 原理 ] 设 (an)%, 和 (bn) 名 ,, 是 两 个 实数 列 , 使 得 对 于 一 
切 n>m，an < bn. 那么 我 们 有 不 等 式 


sup(an)mm < sup(bn)nem， 
inf(an)8 < inf (brn), 
lim sup(an) < lim sup(bn), 
liminf (on) < liminf(b). 
证 明 ”见习 题 6.4.4. 国 
推论 6.4.14( 挤 压 判别 法 ?) 设 (on) 只 mw，(bn) 窟 mw，(cn) 沁 wm 是 实数 列 ， 满足 
Qn & bn < cn 对 一 切 n >m. 
著 (an) 和 (cn)XEm 都 收 化 到 同一 极限 L. 那么 (bmn) 吕 也 收 合 到 卫 . 
证 明 ”见习 题 6.4.5. 
例 6.4.15 ”我 们 已 经 知道 ( 见 命题 6.1.11) ,lim = 0. 根据 极限 算 律 (定理 
6.1.19), 这 也 蕴含 Jim 2=0 和 im 如 =0. 那么 挤 于 判别 法 判定 任何 满足 


2 
— brs-, n>1 
n nn 


的 序列 (on) 吕 mw 都 收敛 到 0. 例如 , 我 们 可 以 用 此 事 证 明 序列 ((--1) 中 十 雯 ) 站 , 收 
伍 到 零 , 序列 (2-")%， 也 收敛 到 零 . 注意 , 可 用 归纳 法 证 明 0 < 2-” < 2 对 于 一 切 
nn 之 1 成立 . 

注 6.4.16 ” 挤 压 判 别 法 与 极限 算 律 , 以 及 单调 有 界 序列 总 存在 极限 的 原理 联 
合 使 用 , 使 我 们 能 计算 大 量 的 极限 . 我 们 在 下 一 章 给 出 一 些 例子 . 


@ squeeze test, 有 的 中 文书 上 叫 作 夹 逼 定 理 . 一 一 译 者 注 
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挤 压 判别 法 的 一 个 常用 的 结果 是 
推论 6.4.17( 序 列 的 零 判别 法 ) ” 设 (an) 兴 是 实数 列 . 那么 极限 lim_ an 存 
在 并 等 于 零 当 且 仅 当 极限 lim |an| 存在 并 等 于 零 . 
证 明 “见习 题 047 中 
我 们 以 命题 6.1.12 的 下 述 加 强 来 结束 这 一 节 . 
定理 6.4.18( 实 数 集 的 完全 性 ) ”一 个 实数 列 (an)21 是 Cauchy 序列 当 且 仅 
当 它 是 收敛 的 . 
注 6.4.19 ”注意 , 此 定理 实质 上 非常 类 似 于 命题 6.1.15, 但 它 稍 许 一 般 一 些 ， 
为 命题 6.1.15 只 谈 比 例 数 的 Cauchy 序列 而 不 是 实数 的 Cauchy 序列 . 
证 明 ”命题 6.1.12 已 经 告诉 我 们 , 每 个 收敛 的 序列 是 Cauchy 序列 , 所 以 只 要 
证 明 每 个 Cauchy 序列 是 收敛 的 就 可 以 了 . 
设 (om) 吧 ;是 一 个 Cauchy 序列 . 我 们 从 推论 6.1.17 知道 ,序列 (on)82., 是 有 界 
的 . 根据 引 理 6.4.13 (或 命题 6.4.12(c)), 这 蕴含 L+ := limsup an 和 工 - := liminf an 
都 是 有 限 的 . 要 证 序列 收 使, 根据 命题 6.4.12(), 内需 证 工 二 工 +. 
现 设 e > 0 是 任意 的 一 个 实数 . 由 于 (an) 吕 1 是 Cauchy 序列 , 它 必定 是 终极 
e- 稳定 的 , 所 以 存在 一 个 N > 1 使 得 (a,)%_ 是 e- 稳定 的 . 特别 地 , 对 于 一 切 
即 2> N 我 们 有 an 一 e < an < an +e. 根据 命题 6.3.6 (或 引 理 6.4.13) 这 蕴含 


av ~ e < inf(an)%y < sup(an)2y < an +e, 
从 而 根据 L- 和 L+ 的 定义 (及 再 次 使 用 命题 6.3.6) 有 
an-e<L- <L+gante, 


于 是 得 到 


0gLt-L «2. 


但 这 对 于 所 有 的 。> 0 都 成 立 , 而 L+ 和 L- 不 依赖 于 e, 所 以 必 有 L+ = L-. (如 
果 L+ > 工 - 那么 我 们 可 以 令 e := 3(L+ -- 工 -) 而 得 到 矛盾 ), 根据 命题 6.4.12(f) 我 
们 就 知道 序列 收敛. 四 

注 6.4.20 ”用 度量 空间 的 语言 来 说 ( 见 第 12 章 ), 定理 6.4.18 断言 实数 集 是 
一 个 完全 的 度量 空间 , 它 不 像 比 例 数 集 那样 含有 “ 洞 ”. (之 无 疑问 ， 比 例 数 集中 有 
大 量 的 Cauchy 序列 不 收敛 到 任何 比例 数 ， 作 为 例子 的 是 序列 1, 1.4, 1.41, 1.414， 
1.4142,… 它 收 全 到 非 比例 数 V2.) 这 个 性 质 紧密 联系 于 最 小 上 界 性 质 (定理 5.5.9). 
在 从 事 分 析 学 (如 取 极 限 、 取 导数 和 积分 、 求 函 数 的 零点 及 诸如 此 类 的 工作 ) 时 , 完 
全 性 是 实数 优 于 比例 数 的 主要 特征 之 一 , 我 们 将 在 后 面 各 章 中 着 清 此 事 . 


118 第 6 章 序列 的 极限 
习 题 6.4 

6.4.1 ”证 明 命题 6.4.5. 

6.4.2 ”对 于 极限 点 、 上 极限 和 下 极限 , 叙述 并 证 明 与 习题 6.1.3 及 习题 6.1.4 相似 的 命题. 

6.4.3 ”证 明 命题 6.4.12 的 (c), (d), (e), (f). (提示 : 可 利用 命题 的 先 证 了 的 部 分 来 证 明 后 面 
的 部 分 .) 

6.4.4 ”证 明 引 理 6.4.13. 

6.4.5 ”用 引 理 6.4.13 来 证 明 推论 6.4.14. 

6.4.6 ”给 出 一 个 这 样 的 例子 : 两 个 有 界 序列 (an) 吕 1 和 (bn) 窟 1 对 于 一 切 n> 1 满足 on < 
bn, 但 是 

sup(an)21 天 sup(bn)S 

解释 为 什么 这 并 不 与 引 理 6.4.13 相 矛 盾 . 

6.4.7 ”证 明 推论 6.4.17. 如 果 我 们 把 这 个 推论 中 的 零 换 成 某 个 其 他 的 数字 , 此 推论 还 照样 成 
立 吗 ? 本 

6.4.8 ”我 们 说 , 一 个 实数 列 (an)2,, 以 +ce 为 极限 点 当 且 仅 当 它 没 有 有 限 的 上 界 ; 说 它 以 
一 oo 为 极限 点 当 且 仅 当 它 没有 有 限 的 下 界 . 用 这 个 定义 证 明 lim sup an 是 (on) 沁 wm 
的 一 个 极限 点 ,并 进一步 证 明 它 比 (a,) 吕 ,的 一 切 其 他 的 极限 点 者 大; 换 句 话说 ,上 
极限 是 序列 的 最 大 的 极限 点 . 类 似 地 , 证 明 下 极限 是 序列 的 最 小 的 极限 点 . 《证明 过 程 
中 可 以 使 用 命题 6.4.12.) 

6.4.9 ”使 用 习题 6.4.8 中 的 定义 , 构 作 一 个 序列 (an) 听 1, 使 它 恰 有 三 个 极限 点 -co， 0 和 
十 oo. 

6.4.10 ” 设 (oa) 沁 w 是 一 个 实数 列 , 并 设 (bm)%_m 是 另 一 个 实数 列 ， 其 中 每 个 bm 都 是 


(an) 写 N 的 极限 点 ， 设 c 是 (如 ) 守 =wr 的 极限 点 ， 证 明 c 也 是 (an) 吕 wy 的 极限 
点 .( 换 句 话说 , 极限 点 的 极限 点 还 是 原 序列 的 极限 点 .) 


86.5 ” 某 些 基本 的 极限 


以 极限 算 律 和 挤 压 判别 法 为 工具 , 我 们 现在 可 以 计算 大 量 的 极限 . 
一 个 特别 简单 的 极限 是 常 序列 c, c, c, c … 的 极限 ; 显然 有 


lim c=c 
no0 


对 于 任何 常数 c 成 立 (为 什么 ?). 
还 有 , 在 命题 6.1.11 中 我 们 证 明了 lim 支 一 0. 已 党 训 让 
推论 6.5.1 中 于 过 个 本数 1 1, 我 们 有 im 闲 =0. 
证 明 ”从 引 理 5.6.6 我 们 知道 记 是 n 的 减 函数 , 而 且 有 下 界 0 根据 命 古 
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6.3.8( 以 减 序列 代替 增 序列 ) 知 , 这 个 序列 收 剑 到 某 极限 L > 0: 


1 
L= lim 一 . 
no nk 


将 此 升 至 次 罕 并 使 用 极限 算 律 (更 确切 些 说 , 使 用 定理 6.1.19(b) 和 归纳 法 ), 得 


he ji 半 . 


n=o0N 


于 是 根据 命题 6.1.11 有 L* = 0, 但 这 表明 二 不 能 是 正 的 (否则 L* 将 是 正 的 ), 所 以 
工 = 0. 我 们 搞定 . 国 

其 他 的 一 些 基本 极限 : 

引 理 6.5.2 ” 设 z 是 实数 . 那么 极限 dm rs" 当 lz| <1 时 存在 并 等 于 零 ， 当 
Z=1 时 存在 并 等 于 1, 当 z = 一 1 或 |z| > 工时 发 散 . 

证 明 ”见习 题 6.5.2. 

引 理 6.5.3 ”对 于 任意 的 了 > 0, 有 lim, Z 寺 一 | 

证 明 ”见习 题 6.5.3. 

稍 后 当 我 们 建立 了 对 于 级 数 和 对 于 序列 的 根 式 判别 法 和 比 式 判别 法 之 后 ， 
将 导出 稍 多 一 些 基本 极限 . 


习 题 6.5 


6.5.1 ”证 明 对 于 任何 比例 数 g > 0， 
lm 上 =0. 


nn 
(提示 : 用 推论 6.5.1 及 极限 算 律 , 并 用 定理 6.1.19.) 断定 极限 lim ne 不 存在 . (提示 
用 反 证 法 , 使 用 定理 6.1.19(e).) 

6.5.2 ”证 明 引 理 6.5.2. (提示 : 用 命题 6.3.10、 习 题 6.3.4 和 挤 压 判别 法 .) 

6.5.3 ”证 明 引 理 6.5.3，( 提 示 ， 可 能 要 分 别处 理 z > 1 和 z < 1 的 情形 . 你 可 能 愿意 先 用 引 
理 6.5.2 证 明 预 备 性 的 结果 : 对 于 每 个 es > 0 和 每 个 实数 M >0, 存在 一 个 n 使 得 
M* <1+e.) 


86.6 子 序 列 


这 一 章 的 目的 是 研究 实数 的 序列 (an)21 及 其 极限 . 某 些 序列 是 收敛 到 单个 的 
极限 的 , 而 另 一 些 则 有 多 个 极限 点 . 例如 , 序列 


1.1 0.1, 1.01, 0.01, 1.001, 0.001, 1.000 1，… 
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有 两 个 极限 点 , 0 和 1( 它 们 恰巧 也 分 别 是 下 极限 和 上 极限 ), 但 并 不 真正 收敛 (因为 
上 极限 和 下 极限 不 相等 ) 但 是 , 即使 这 个 序列 不 收敛 , 它 却 包含 两 个 分 支 ; 它 像 是 
两 个 收敛 的 序列 , 即 

1.1, 1.01, 1.001, 1.000 1,... 
和 

0.1, 0.01, 0.001, 0.000 1,... 


的 混合 物 . 为 把 这 个 意思 说 准确 , 我 们 需要 子 序列 的 概念 . 

定义 6.6.1( 子 序列 )” 设 (an)?o 和 (b,) 吕 0 是 实数 列 ， 我 们 说 (如 )22.。 是 
(an)8。 的 一 个 子 序列 , 当 且 仅 当 存在 一 个 函数 f : N 一 N, 它 严 格 增 ( 即 对 于 一 切 
neEN，f(n 二 1) > f(n)) 使 得 对 于 一 切 neN 


bn = af(n): 


例 6.6.2 ”如 果 (an)%o 是 一 个 序列 , 那么 (azn) 吧 。 是 (an)2o 的 一 个 子 序 
列 , 因为 由 f(n) := 2n 定义 的 函数 f : N  N 是 从 N 到 N 的 严格 增 函 数 . 注意 , 我 
们 不 假定 f 是 双 射 , 虽然 它 必 须 是 单 射 (为 什么 ?). 更 非 正 式 地 说 , 序列 


Q0, 02, 04, 06， 


是 

Qo，Q1，02，Q3，04， ** 
的 一 个 子 序列 

例 6.6.3 ”早先 提 到 的 两 个 序列 

1.1, 1.01, 1.001,.…. 

和 
0.1, 0.01, 0.001, 0.000 1,... 
都 是 
1.1, 0.1, 1.01, 0.01, 1.001, 0.001, 1.000 1,.. 

的 子 序列 . 


成 为 子 序列 这 一 性 质 是 自 反 的 和 传递 的 , 虽然 不 是 对 称 的 . 

引 理 6.6.4。 设 (an) 吕 0， (Bn)E0， (cn)2o 是 实数 序列 ， 那 么 ，(an)S2.0 是 
(an) 给 0 的 子 序列 . 进而 , 如 果 (如 ) 中 0 是 (an)?2o 的 子 序列 , 而 (cn) 吕 0 是 (bn)S2o 
的 子 序列 , 那么 (cn) 吕 0 是 (an) 吧 o 的 子 序列 . 
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证 明 ”见习 题 6.6.1. 国 

我 们 现在 把 子 序列 的 概念 和 极限 及 极限 点 的 概念 联系 起 来 . 

命题 6.6.5( 与 极限 相 联 系 的 子 序列 ) ” 设 (an)82o 是 实数 的 序列 , 并 设 工 是 实 
数 . 那么 下 述 两 命题 在 远 辑 上 是 等 价 的 (每 个 昔 含 另 一 个 ): 

(a) 序列 (an) 认 0 收效 到 二. 

(b) (an)8o 的 每 个 子 序列 都 收敛 到 工 . 

证 明 ”见习 题 6.6.4 [ 

命题 6.6.6( 与 极限 点 相 联系 的 子 序列 ) ” 设 (an)82。 是 实数 的 序列 , 并 设 工 是 
实数 . 那么 下 述 两 命题 在 远 辑 上 是 等 价 的 : 


(b) 存在 (on)82o 的 子 序列 收敛 到 工 . 

证 明 ”见习 题 6.6.5. 国 

注 6.6.7 ”上 述 两 个 命题 给 出 了 极限 与 极限 点 两 个 概念 之 间 的 尖锐 的 对 比 . 当 
一 个 序列 有 极限 L 时 , 一 切 子 序列 都 收敛 到 L. 但 当 序列 有 极限 点 工时 , 仅 某 些 子 
序列 收敛 到 工 . 
现在 我 们 可 以 证 明 实 分 析 中 的 一 个 重要 定理 : 每 个 有 界 序列 都 含有 收敛 的 子 序 
列 , 它 是 由 Bernarad Bolzano(1781 一 1848, 捷克 人 ) 和 Karl Weierstrass(1815 一 1897， 
德国 人 ) 建立 的 . 
定理 6.6.8(Bolzano-Weierstrass 定理 ) ” 设 (an) 人 名 0 是 有 界 序列 ( 即 , 存在 实数 
M > 0 使 得 对 于 一 切 n EN，|an| < M). 那么 (on)22.o 至 少 有 一 个 子 序列 收 化. 
证 明 ” 设 工 是 序列 (a)2o 的 上 极限 . 由 于 对 于 一 切 nEN 有 一 M < an < M,， 
从 比较 原理 ( 引 理 6.4.13) 推出 -M < L < M. 特别 地 ,了 是 一 个 实数 (不 是 +co, 也 
不 是 -co). 于 是 , 根据 命题 6.4.12(e), 了 是 (an)%2o 的 极限 点 . 那么 根据 命题 6.6.6， 
(an)%o 有 一 个 子 序列 收敛 (事实 上 , 它 收敛 到 万 )， 

注意 , 我 们 在 上 面 的 论述 中 完全 可 以 用 下 极限 代替 上 极限 . 

注 6.6.9 ”Bolzano-Weierstrass 定理 说 的 是 , 如 果 一 个 序列 是 有 界 的 , 那么 终 
究 它 非得 收敛 到 一 些 地 方 不 可 ;“ 没 有 地 方 ”让 它 散 布 开 , 使 它 停留 而 不 被 捕捉 到 极 
限 点 去 . 对 于 无 界 序列 就 不 是 这 样 了 ; 作为 例子 , 序列 1, 2, 3,… 根本 没有 收敛 的 
子 序列 (为 什么 ?). 用 拓扑 学 的 语言 来 说 , 这 就 是 说 区 间 {z ER:-M <z<M} 是 
紧 致 的 , 而 无 界 集 , 如 实 直线 R, 不 是 紧 致 的 . 紧 致 集合 与 非 紧 致 集合 之 间 的 区 别 在 
以 后 各 章 中 将 是 很 重要 的 , 就 如 同 有 限 集合 与 无 限 集合 之 间 的 区 别 的 重要 性 那样 . 


习 题 6.6 


6.6.1 ”证 明 引 理 6.6.4. 
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6.6.2 ”你 能 找到 两 个 不 同 的 序列 (an) 总。 和 (bo) 息 。 使 它们 的 每 一 个 是 另 一 个 的 子 序列 吗 ? 

6.6.3 ” 设 (an)?2o 是 一 个 序列 , 它 不 是 有 界 的 . 证 明 它 有 一 个 子 序列 (bn)2o 使 得 Jim 去 存 
在 并 等 于 零 . (提示 : 对 于 每 个 自然 数 j, 定义 号 码 nj := min{n e N : |an| > 办 , 首先 
解释 为 什么 集合 {n < N : |an| > j) 不 是 空 集 , 然后 令 := anj.) 

6.6.4 ”证 明 命题 6.6.5，( 注 意 两 个 蕴含 关系 中 有 一 个 的 证 明 是 非常 简短 的 .) 

6.6.5 ”证 明 命题 6.6.6，( 提 示 : 为 了 证 明 (a) 蕴含 (b), 对 于 每 个 正 的 自然 数 7 用 公式 nj := 
min{n < N : lan 一 | < 3} 定义 一 个 号 码 . 解释 为 什么 集合 {n E N : lan 一 L| < 3} 
是 非 空 集合 , 然后 考虑 序列 (on )21.) 


86.7 ” 实 的 指数 运算 , 第 I 部 分 


最 终 我 们 转向 实数 的 指数 运算 这 个 题目 . 此 题目 是 在 $5.6 中 开始 讨论 的 . 在 
那 一 节 我 们 对 于 一 切 比例 数 a 和 正 的 实数 zx, 定义 了 za, 但 是 还 没有 对 于 a 是 实 
数 的 情形 定义 ze. 现在 我 们 使 用 极限 来 整 这 个 事 (用 类 似 的 方式 , 就 像 我 们 对 于 实 
数 定义 一 切 其 他 的 基本 的 运算 一 样 ). 首先 我 们 需要 一 个 引 理 . 

引 理 6.7.1( 指 数 运算 的 连续 性 ) 设 zx > 0, 并 设 a 是 实数 . 设 (qn)22.1 是 收 
化 到 a 的 比例 数 序列 . 那么 (T")?1 也 是 收敛 序列 . 进而 , 如 果 (的 )S21 也 是 收 仇 
到 a 的 比例 数 序列 , 那么 (zo' )92.1 与 (zo)2. 有 相同 的 极限 ; 


lim zs = lim z9n. 
no no0 


证 明 ”有 三 种 情形 : > < 1, zx = 1, z > 1. 情形 z = 1 时 最 简单 (因为 那 时 对 
于 一 切 比例 数 9，z? = 1). 我 们 只 考虑 > > 1 的 情形 , 而 把 z < 1 的 情形 (与 x > 1 
的 情形 非常 类 似 ) 留 给 读者 . 

首先 证 明 (zm ) 纪 ， 收敛 . 根据 命题 6.4.18, 只 要 证 明 (zm")%) 是 Cauchy 序列 
就 可 以 了 

为 此 , 我 们 需要 估计 ze” 和 za" 之 间 的 距离 ; 我 们 估 且 认为 g,> gm, 于 是 
zw > zm( 因 为 z > 1). 我 们 有 


dz mgm) = za" 一 Zem = pom (Lan am — 1). 


由 于 (qn)%1 是 收敛 的 序列 , 所 以 它 有 某 个 上 界 M. 由 于 z > 1, 我 们 有 zom < zx. 
于 是 

d(z™, Tm) = | 一 4m| < pM (pam 一 1). 
现在 设 s > 0. 根据 引 理 6.5.3 知 , 序列 (zt)2， 是 终极 ez-M- 接近 于 1 的 . 于 是 存 
在 某 K >1 使 得 


| 一 1| 人 2 
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由 于 (qn)%2%1 是 收敛 的 , 所 以 它 是 Cauchy 序列 , 于 是 存在 N > 1 使 得 对 于 一 切 
m,n > N，qdm 和 gn 都 是 去 - 接近 的 . 于 是 , 对 于 一 切 使 gn > qm 的 m,m > N, 有 


d(z%", zm) < TM(Z 1) < IMer-M = 6. 


由 对 称 性 知 , 当 m,n > N 且 gn < qm 时 , 此 估计 依然 成 立 ， 于 是 序列 (zz)22w 
是 e- 稳定 的 . 那么 , 对 于 每 个 = > 0, 序列 (ze )%2| 都 是 终极 =- 稳定 的 , 从 而 它 是 
Cauchy 序列 . 这 证 明了 (ze)s2， 的 收敛 性 . 

现在 我 们 证 明 第 二 个 结论 . 只 要 证 明 


lm Tl 


就 够 了 , 因为 由 此 使 用 极限 算 律 (由 于 ze = zz- 和 %z) 就 可 推出 所 要 的 结果 . 

记 mm := gn 的 ， 由 极限 算 律 , 我 们 知道 (mw)se1 收敛 到 0， 我 们 必须 证 明 
对 于 每 个 。 > 0, 序列 (z"")%1 都 是 终极 e- 接近 于 1 的 . 但 从 引 理 6.5.3 知 序列 
(z 二 )Se_1 是 终极 < 接近 于 1 的 . 由 于 根据 引 理 6.5.3， am z- 志 也 等 于 1, 我 们 知 
道 (z-)%%， 也 是 终极 < 接近 于 1 的 ， 于 是 可 以 找到 KR 使 得 c 才 和 xz- 才 都 
接近 于 1. 但 由 于 (rmjse; 是 收 全 到 0 的 , 它 是 终极 去 - 接近 于 0 的 , 所 以 终极 地 
-和 区 区 于 从 而 全 三 arr 《xz 友 特别 地 ，(zrnjss ,也 是 终极 = 接近 于 1 的 
( 见 命题 4.3.7(f)), 这 就 是 要 证 的 . 国 

我 们 现在 可 以 作出 下 述 定义 . 

定义 6.7.2( 实 指数 的 指数 运算 ) ” 设 x > 0 是 实数 ,并 设 a 是 实数 ， 我 们 
定义 ze 为 (zm)%， 的 极限 , 其 中 (qs)s.， 是 任何 收敛 到 a 的 比例 数 的 序列 , 即 
人 lim a 

我 们 来 验证 这 个 定义 是 成 功 的 . 首先 , 给 定 任何 实数 a, 我 们 总 能 找到 至 少 一 
个 收敛 到 a 的 比例 数 序列 (q,)se.i, 这 是 根据 实数 的 定义 (及 命题 6.1.15). 其 次 , 给 
定 任何 这 样 的 序列 (gn)%>, 根据 引 理 6.7.1, 极限 lim zm” 存在 (有 限 ). 最 后 , 即使 
对 于 序列 (q,)%1 有 多 种 选择 , 但 根据 引 理 6.7.1, 它们 都 有 同一 个 极限 . 于 是 这 个 
定义 是 成 功 的 . 

如 果 a 不 仅 是 实数 还 是 比例 数 , 即 a = 4 对 于 某 比例 数 4 成 立 , 那么 这 个 定义 
原则 上 说 来 , 可 以 与 早 在 85.6 中 对 指数 运算 的 定义 不 一 致 但 是 这 时 a 显然 是 序 
列 (q) 绾 1 的 极限 , 于 是 根据 定义 , z* = lim_z = zx. 那么 指数 运算 的 新 定义 与 旧 
定义 是 相 容 的 . 

命题 6.7.3 ” 引 理 5.6.9 的 对 于 比例 数 g 和 7 成 立 的 全 部 结果 , 保持 对 于 实数 
Q 和 7 成立 . 

证 明 ”我 们 对 于 恒等式 z+" = zazr 进行 证 明 ( 即 引 理 5.6.9(b) 的 第 一 部 分 ); 
其 他 部 分 都 是 类 似 的 , 并 留 作 习 题 6.7.1. 


124 第 6 章 序列 的 极限 


证 明 的 思想 是 从 对 于 比例 数 的 引 理 5.6.9 出 发 , 然后 取 极限 来 得 到 对 于 实数 的 
相应 的 结果 . 
设 g 和 > 是 实数 . 那么 根据 实数 的 定义 (和 命题 6.1.15) 我 们 可 以 写 


qg = lim gn, r= lim Ys 
noo no0 


其 中 (qn)%%l 和 (rn)%, 是 比例 数 的 序列 . 
那么 , 根据 极限 算 律 , +r 是 (qn + mm) 只 1 的 极限 根据 实 指数 的 指数 运算 的 
定义 , 我 们 有 


gtr = lim zt"™; T= lim sm; "= lm ari 
但 根据 引 理 5.6.9(b)( 适 用 于 比例 数 指数 ), 我 们 有 
Ztrn pan prn, 
于 是 根据 极限 算 律 我 们 有 za+" = 24z", 为 所 欲 证 者 . nm 
习 题 6.7 


6.7.1 ”证 明 命 题 6.7.3 的 剩 下 的 结论 . 


第 7 章 级 数 
既然 已 经 建立 了 关于 序列 的 极限 的 合理 的 理论 , 我 们 就 可 以 使 
立 如 下 无 限 级 数 的 理论 ， 


过 
Dan =am 十 am+l 十 am+2 十 :… 


这 个 理论 来 建 


n=m 


但 在 我 们 建立 无 限 级 数 之 前 , 必须 先 建 立 有 限 级 数 的 理论 . 
87.1 有 限 级 数 


定义 7.1.1( 有 限 级 数 ) ” 设 m,n 是 整数 , 并 设 (ai)f-,, 是 实数 的 有 限 序列 , 它 
把 每 个 介 于 m 和 n 之 间 的 整数 i 对 应 于 一 个 实数 ui (m < i < n). 那么 我 们 用 下 


面 的 递归 公式 来 定义 有 限 和 (或 有 限 级 数 ) 汉 ai 


5 :二 0， 如 果 n < m; 


i=m 


nt1 n 
Da (Pe) to 如 果 nzm 一 1. 
于 是 作为 例子 我 们 有 恒等式 
mm 一 2 m1 m 
Di=0 Do=0 Dai=an, 


m+1 m+2 
Da = Qm 十 m+1; Da = Qm 十 Amt1it+ amt2 


此 , 有 时 我 们 把 从 a 不 太 正 式 地 写成 


(为 什么 ?). 
n 
Da = am 十 am+l 十 … 十 an. 


i=m 


注 7.1.2 “和 ”与 “级 数 " 之 间 的 差别 是 语言 学 上 的 微妙 之 物 . 严格 地 说 , 一 个 
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级 数 是 一 个 形 如 的 表达 式 , 这 个 级 数 在 数学 上 (但 不 是 从 语义 上 ) 等 于 一 个 实 
数 , 此 实数 就 叫做 这 个 级 数 的 和 . 例如 , 1+2-+3 十 4+5 是 一 个 级 数 , 它 的 和 是 15. 要 
是 在 语义 上 过 于 挑剔 的 话 , 就 不 会 把 15 看 作 是 一 个 级 数 , 也 不 会 认为 1+2+3+4+5 
是 一 个 和 , 尽管 两 个 表达 式 具 有 同一 个 值 . 但 是 我 们 将 不 太 在 乎 这 种 差别 , 因为 它 
纯粹 是 语言 学 的 , 而 与 数学 无 关 . 表达 式 1+2+3+4+5 与 15 是 同一 个 数 , 因此 ， 
数学 上 在 代入 公理 ( 见 SA.7) 的 意义 下 是 可 以 相互 替代 的 , 即使 它们 在 语义 上 是 不 
可 相互 替代 的 . 

注 7.1.3 ”注意 变 元 i (有 时 叫 作 求 和 指标 ) 是 一 个 粘 附 变 元 (bound variable) 
(有 时 叫 作 佛 介 变 元 (dummy variable)), 表达 式 过 ai 并 不 实际 依赖 于 任何 叫做 i 的 


量 . 特别 地 , 可 以 用 任何 其 他 符号 替换 求 和 指标 i 而 得 到 同一 个 和 : 


SD Of 二 > Qj. 
i=m j=m 
下 面 我 们 列 出 求 和 的 一 些 基本 性 质 . 


引 理 7.1.4 
(a) 设 友 过 凡 < 了 是 整数 , 并 设 ui 是 实数 ,对 应 于 每 个 整数 m < i<p. 那么 我 
们 有 


(b) 设 m<n 是 整数 ,hh 是 另 一 个 整数 , 并 设 ai 是 对 应 于 每 个 整数 二 i nn 
的 实数 . 那么 我 们 有 


ntk 


Yas 


i=m j=m+k 


(0) 设 m < n 是 整数 , 并 设 ui, bi 是 对 应 于 每 个 整数 m < i < n 的 实数 . 那么 


我 们 有 
六 全] 人) 


(d) 设 m < n 是 整数 , 并 设 ai 是 对 应 于 每 个 整数 mm <i <n 的 实数 , 设 c 是 实 
数 . 那么 我 们 有 


(>) 
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(e) (关于 有 限 级 数 的 三 角形 不 等 式 ) 设 m < n 是 整数 , 并 设 a; 是 对 应 于 每 个 
整数 mm <i<n 的 实数 . 那么 我 们 有 
Da 

(f) (有 限 级 数 的 比较 法 则 ) 设 m < nn 是 整数 , ai 是 对 应 于 每 个 整数 i<n 
的 实数 . 并 设 对 于 一 切 m < i< n，ai < bi. 那么 我 们 有 


n 


过 > |ail. 


i=m 


证 明 ”见习 题 7.1.1. 
注 7.1.5 ”将 来 我 们 可 以 略 去 级 数 表达 式 中 的 某 些 括号 , 例如 , 我 们 可 以 把 和 
式 中 os 二 加 简写 成 基 o 二 这 不 会 引起 误解, 因为 变样 的 解释 ( 号 os] + 
没有 任何 意义 ( b; 的 号 码 i 在 求 和 运算 之 外 没有 意义 , 因为 它 只 是 一 个 侈 偏 变 元 ). 
也 可 以 把 有 限 级 数 用 于 定义 有 限 集合 上 的 求 和 . 
定义 7.1.6( 有 限 集合 上 的 求 和 ) ” 设 X 是 具有 个 元 素 的 有 限 集合 (ne N), 并 
设 j:X 一 下 是 从 X 到 实数 集合 的 函数 ( 即 对 于 X 的 每 个 元 素 z, f 指定 一 个 实数 
f(z)). 那么 我 们 可 以 定义 有 限 和 并 f(z) 如 下 . 首先 任 选 一 个 从 {ie N:1<ign} 
TEA 
到 X 的 双 射 g; 这 样 的 双 射 是 存在 的 , 因为 X 被 假定 含有 n 个 元 素 . 然后 我 们 定 
义 
DF) := > 1loG). 
PEX i=1l 
例 7.1.7 ” 设 X 是 三 个 元 素 的 集合 : X := {a, b,c}, 其 中 a, b,c 是 互 不 相同 的 
对 象 . 令 f :XX 一 民 是 函数 f(a) :=2, f(b) :=5,f(c) := -1. 为 了 计算 和 3 few)， 
PE. 


我 们 选 一 个 双 射 g : {1,2,3} 一 X, 例如 g(1) := a, g(2) := bg(3) := c. 那么 我 们 有 
> 1(z) := Dre 让 = fo) +70) +f(0) = 
ZEX 


也 可 以 取 另 一 个 从 {1,2,3} 到 XX 的 双 射 六 例如 h(1) := c h(2) := bh(3) :=a. 但 
最 终 的 结果 依然 不 变 : 


D0 = DAR = + 0 + (0) = 


EX il 
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为 验证 此 定义 确实 对 于 3 f(z) 给 出 一 个 单一 的 确定 的 值 , 必须 验证 从 {i e 
ZE 
N:1<i<qj 到 X 的 不 同 的 双 射 9 给 出 相同 的 和 . 换 句 话说 , 我 们 必须 证 明 
命题 7.1.8( 有 限 求 和 是 定义 成 功 的 ) ”设立 是 具有 n 个 元 素 的 的 有 限 集 合 
(ceN), 设 矿 :天 一 及 是 函数 ,并 设 g:{icN:1<i<k 对 一 和 和 hfieN:1LI< 
i<n} 一 和 都 是 双 射 . 那么 我 们 有 


> HG)= > jnG)). 
t=1 i=1 


注 7.1.9 ” 当 在 无 限 集 上 求 和 时 , 情形 有 点 复杂 ; 见 88.2. 

证 阴 ”我 们 对 n 用 归纳 法 , 更 准确 地 说 , 我 们 让 P(n) 是 如 下 断言 : 

“对 于 任何 n 个 元 素 的 集合 X, 任何 函数 了 : 义 一 取 以 及 任意 两 个 从 {ieN: 
1<ign} 到 XX 的 双 射 g,h, 有 B00) = 下 JaGD)" 


(更 不 正式 地 说 , P(n) 是 说 命 古 7.18 对 于 所 有 自然 数 ”成 立 .) 我 们 要 证 P(n) 
对 于 所 有 自然 数 nn 成立 . 

首先 检验 基础 情形 P(0). 此 时 , 根据 有 限 级 数 的 定义 , 中 fa) 和 中 FLh() 
都 等 于 0, 所 以 我 们 完成 了 检验 . 让 

现 归纳 地 假设 P(n) 成 立 ; 我 们 要 证 明 P(n + 1) 成 立 

于 是 设 X 是 n+ 1 个 元 素 的 的 集合 , / : X 一 R 是 函数 , 并 设 9 入 是 从 
{iEN:1<ign++1} 到 X 的 双 射 . 我 们 必须 证 明 


ntl n+l 
2 HG)= > F(A). (7.1) 
i=1 i=l 


设 z 一 gm+ 1), 于 是 z 是 X 的 一 个 元 素 , 根据 有 限 级 数 的 定义 ,我 们 可 以 把 (7.1) 
的 右 端 展开 成 


ntl 


2 = (Sr) + 


现在 我 们 来 看 (7.1) 的 右 端 . 在 理想 的 情况 下 我 们 希望 有 h(n 十 1) 也 等 于 z 一 一 这 
不 能 假设 如 此 . 然而 , 由 于 h 是 双 射 , 我 
们 知道 有 某 个 7，1 < 了 < nn 十 1, 使 得 h(j) = z. 我 们 现在 使 用 引 理 7.1.4 以 及 有 限 
级 数 的 定义 写 出 


i=j+1 


mn 十 1 n+l 
Es (B00) ) + + (mo) 
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i=j+1 


1 
= 区 flh oj)+7 (h(D) + (s flh( 中 
了 n 
= 人 rog)) 十 z 十 全 ro- 


现在 我 们 定义 函数 及 : {ieN:1<i<n} 一 XX\ {z} 如 下 : 
当 i<j 时 , h(i) := h(i)， 当 i2j7 时 有 h(i) := h(i+1). 
于 是 我 们 把 (7.1) 右 端 写成 


了 一 1 n nn 
位 0) 于 (Br) 全 100)) 
de t=1 


i=j 


其 中 我 们 再 次 使 用 了 引 理 7.1.4. 于 是 , 为 了 结束 (7.1) 的 证 明 , 我 们 必须 证 明 


Df(90) = > Ap) (7.2) 
但 是 函数 g( 当 限制 在 {ie N :1<ign} 上 时 ) 是 一 个 从 {ieN:1<igsn} 到 
XX \ {z} 的 双 射 (为 什么 ? ). 函数 九 也 是 从 {ieN:1<i<ojy 到 和 N\{fzl 的 双 射 
(为 什么 ? 参阅 引 理 3.6.9). 由 于 X\ {z} 有 n 个 元 素 (根据 引 理 3.6.9), 那么 结论 
(7.2) 直接 从 归纳 假定 P(n) 得 出 . 丁 
注 7.1.10” 设 X 是 集合 P(z) 是 一 个 关联 于 X 的 元 素 z 的 性 质 , 并且 

f: {yeEX:P(y) 成 立 } 一 及 是 函数 . 那么 我 们 将 常常 把 


> f(z) 
zeEfyeX:P(y) 成 立 } 
简写 成 沁 ,exp(w) 成 立 了 (2)， 甚 至 当 不 致 引起 混淆 时 简写 成 一 pz 成 立 flz)， 例 如 
f(n) 或 二 fm 是 二 fl(n)=f(2)+f(3)+f(4) 的 简写 . 

nEN:2<n<4 2<ng4 nE{2,3,4} 

在 有 限 集合 上 求 和 的 下 述 性 质 是 相当 明显 的 , 但 还 是 需要 一 个 严格 的 证 明 . 

命题 7.1.11( 在 有 限 集合 上 求 和 的 基本 性 质 ) 

(a) 如 果 外 是 空 集 , 并且 / :天 一 尺 是 函数 ( 即 有 是 空 函 数 ), 那么 ,我们 有 


> ftz) = 


EX 
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(b) 如 果 关 是 由 一 个 单个 的 元 素 组 成 : 久 = {zo}, 并 且 六 : 大 一 及 是 函数 , 那 
么 我 们 有 
flz) = flzo). 


EX 


(0) (代入 法 了 如果 不 是 有 限 集合 , 1 : 关 一 民 是 函数 , 并 且 g:Y 一 XX 是 双 


射 , 那么 
> 1(%) = 3 f(g(y)) 


zEX 3EY 


(d) (代入 法 ID 设 n<m 是 整数 , 并 设 X 是 集合 
X:={ieZ:ngigm}. 


如 果 ai 是 实数 , 对 应 于 每 个 整数 ie 多, 那么 
DD 
i=n iEX 

(6) 设 X,Y 是 不 相交 的 有 限 集合 (于 是 XX 门 Y = 四 ), 并 且 了:X 站 YY 一 及 是 
函数 , 那么 
> JG)= 人 站 ) 十 ( 何 
zEXUY TEX yEY 


(1) (线性 性 质 ID) 设 于 是 有 限 集合 , 设 1 :XX 一 恨 和 9 :XX 一 民 都 是 函数 . 屠 


UW +e0) = 区 19)+ (ro 


ZEX 


(g) (线性 性 质 IT) 设 多 是 有 限 集合 , 设 1 : 贸 一 民 是 函数 , 并 设 c 是 实数 . 那 


> f(z) =cy fc) 


ZEX ZE 大 
(h) (单调 性 ) 设 区 是 有 限 集 合 , 并 设 了 :一 及 和 9 :大 -及 都 是 函数 , 它们 
对 于 一 切 TEX 满足 f(z) < g(z). 那么 


Dy f(z) < > on). 


EX EX 


(i) (三 角形 不 等 式 ) 设 X 是 有 限 集合 , 并 设 让 :和 X 一 及 是 函数 , 那么 


> fo < 》 fa) 
了 EX TEX 


N 
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证 明 “ 见 题 7.1.2. 四 

注 7.1.12 命题 7.1.11(c) 中 的 代入 法 可 以 被 看 作 是 代入 z := g(y) (以 此 得 
名 ). 注意 对 于 9 是 双 射 的 假定 是 本 质 的 ; 你 能 看 出 当 9 不 是 1 对 1 的 或 者 不 是 满 
射 时 为 什么 法 则 失效 吗 ? 从 命题 7.1. 11(c) 和 (d) 我 们 看 到 


对 于 从 集合 {ie Z:n < i< m} 到 自身 的 任何 双 射 /都 成 立 . 不 正式 地 说 , 这 指 的 
是 我 们 可 以 随意 重 排 一 个 有 限 级 数 的 元 素 而 依然 得 到 同一 个 和 . 

现在 我 们 看 看 二 重 有 限 级 数 一 一 有限 级 数 的 有 限 级 数 一 一 以 及 它们 如 何 与 
笛 卡 儿 乘 积 相 联系 . 

引 理 7.1.13 设 XX,Y 是 有 限 集 , 并 设 :XXXxXY 一 民 是 函数 . 那么 


> (Se = 3 fz,y). 
zEX \yeY (zy)EXKY 

证 明 设 n 是 XX 的 元 素数 目 . 我 们 对 施用 归纳 法 (参阅 命题 7.1.8); 即 设 
P(n) 是 下 述 命题 : 

“ 引 理 7.1.13 的 结论 对 于 任何 ” 个 元 素 的 集合 X, 任何 有 限 集 Y, 以 及 任何 函 
数 f:XXxY 一 民 成 立 .” 

我 们 要 证 P(n) 对 于 一 切 自然 数 n 成 立 . 

基础 情形 P(0) 是 容易 的 , 从 命题 7.1.11(a) 推出 为什么? ). 现在 假设 P(n) 
成 立 , 我 们 来 证 明 P(n + 1) 成 立 . 

设 X 是 n+1 个 元 素 的 集合 . 特别 地 , 根据 引 理 3.6.9, 我 们 可 以 写 X = 
XX'U{zo}, 其 中 zo 是 X 的 元 素 , 而 X’ := X \{zo} 含有 n 个 元 素 . 那么 根据 
命题 7.1.11(e), 有 


bb G3 re] = 外 : te) + GE he 


TEX NUEY ZEX’ NEY 


根据 归纳 假设 , 此 式 等 于 


3 je 人 +》 Fro,y). 
VEY 


(ZW)EX' XY 


根据 命题 7.1.11(c), 这 等 于 
2 TWP fw. 


(zsWEX’'xY (ze{zo}xY 
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根据 命题 7.1.11(e), 这 等 于 
> fy). 


(xvV)EXXY 


(为 什么 ?). 这 就 是 所 要 的 . 


推论 7.1.14( 关 于 有 限 级 数 的 Fubini 定理 ) ” 设 X,Y 是 有 限 集合 , 并 设 f: 


天 x 世 一 到 是 函数 . 那么 


TH) 和 fy) 


zEX yeY (zy)EXxY 


= 》 Hz 


(wz)EYxX 


3 reey). 
yEY \zéX 
证 明 ”由 引 理 7.1.13 知 , 只 需 证 明 


> Fon)= > jz 幼 . 


(zy)EXxY (yr)EYxX 


但 这 从 命题 7.1.11(c) 经 使 用 双 射 h : X xY 一 Y x X 而 得 , 其 中 h(z,y) := (y, Zz). 


(为 什么 这 是 双 射 ? 为 什么 命题 7.1.11(c) 给 出 我 们 所 要 的 结果 ? ) 


注 7.1.15 ”应 将 此 结果 与 例 1.2.5 相 比照; 那么 我 们 预料 , 当 从 有 限 和 转向 无 


限 和 时 会 有 有 趣 的 事情 发 生 . 不 管 怎样 , 可 参见 定理 8.2.2. 


习 题 7.1 


7.1.1 ”证 明 引 理 7.1.4，( 提 示 : 要 用 归纳 法 , 但 基础 情形 未 必 在 0 处 .) 


7.1.2 ”证 明 引 理 7.1.11. (提示 : 这 并 不 像 乍 一 看 上 去 那么 长 , 重要 之 处 是 选择 恰当 的 双 射 把 这 


些 有 限 集 上 的 和 转化 成 为 有 限 级 数 , 然后 使 用 引 理 7.1.4.) 
7.1.3 。 构 作 有 限 苇 可 立 a 及 了 f(z) 的 定义 . 
i ke 


上 述 关 于 有 限 级 数 的 结果 中 , 哪些 对 于 有 限 乘积 有 类 比 的 结论 ? (注意 , 使 用 对 数 是 危险 


的 , 因为 某 些 ai 或 f(z) 可 能 是 零 或 负数 . 此 外 , 我 们 还 不 曾 定义 对 数 . ) 


7.1.4 ”对 于 自然 数 n, 用 递归 的 定义 来 定义 阶乘 函数 m1 : 0! := 1, (nn 十 1 := Rx (n 十 1). 如 


果 z 和 是 实数 证 明 二 项 公式 
RS nl! ni 
re 


对 于 一 切 自然 数 n 成 立 . (提示 : 对 n 进行 归纳 .) 
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7.1.5 “” 设 X 是 有 限 集合 , 设 m 是 整数 , 并 且 对 于 每 个 + € X, 令 (as(7))2,, 是 一 个 收敛 的 


实数 序列 证 明 皮 列 ( 习 。 olo)】 是 收 约 ,并 且 
C73 Hm 


= 


(提示 : 对 X 的 基数 进行 归纳 , 并 使 用 定理 6.1.19(a).) 于 是 我 们 总 可 以 交换 有 限 和 与 
收 委 极限 的 次 序 . 但 对 于 无 限 和 , 事情 就 复杂 多 了 ; 见习 题 19.2.11. 


87.2 无 限 级 数 


我 们 现在 转向 无 限 级 数 . 
定义 7.2.1( 形 式 无 限 级 数 ) (形式 的 ) 无 限 级 数 是 如 下 形状 的 表达 式 : 


其 中 m 是 整数 , 对 于 任何 n> m，an 是 实数 . 我 们 有 时 把 此 级 数 写成 


am 十 am+l 十 am+2 十 …… 


目前 , 这 个 级 数 只 是 被 形式 地 定义 的 , 我 们 还 没有 让 这 个 和 等 于 任何 实数 . 记 
号 


Qm 十 am+1 + Qm+2 十 … 


当然 看 上 去 非常 像 是 要 作 一 个 和 , 但 它 并 不 真是 一 个 有 限 的 和 , 因为 有 符号 “……” 
为 了 严格 地 定义 级 数 实际 求 和 到 什么 东西 , 我 们 需要 


定义 7.2.2( 级 数 的 收敛 ) 设 号 on 是 一 个 形式 的 无 限 级 数 , 对 于 任意 的 整数 
> mm 我 们 定义 此 级 数 的 第 N 部 分 和 Sm 为 
N 
SN := Dan. 
当然 Sw 是 实数 .如 果 序列 (Sy) 轩 -m 当 N 一 00 时 收敛 到 某 极限 5, 那么 我 们 说 无 
限 级 数 沈 on 是 收 伍 的 , 并 且 收敛 到 L; 而 且 我 们 记 


oo 
0 二 
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并 说 工 是 无 限 级 数 党 a 的 和 . 如 果 部 分 和 序列 (Sw) 名 ,是 发 散 的 , 那么 我 们 
说 无 限 级 数 立 an 是 发 散 的 ; 并 且 不 赋予 此 级 数 任何 实数 值 . 


注 7.2.3 ”注意 到 命题 6.1.7 表明 , 如 果 一 个 级 数 是 收敛 的 , 那么 它 有 唯一 的 
和 , 所 以 谈论 收敛 级 数 的 和 上 二 法 on 是 不 会 出 毛病 的 . 
例 7.2.4 ”考虑 形式 无 限 级 数 


oo 
2 一 2 十 2 2 +2 3+ 


n=1 


可 以 容易 地 归纳 验证 (或 用 下 面 的 引 理 7.3.3), 部 分 和 为 


N 
Sw=D 2 一 1 一 2 


n=1 


当 NN 一 co 时 序列 1 一 2-N 收敛 到 1, 所 以 我 们 有 
六 2 1 


n=1 


当然 , 这 个 级 数 是 收敛 的 . 另 一 方面 , 如 果 我 们 考虑 级 数 


oo 
D2"=2+22+23+ 


n=1 


那么 部 分 和 是 和 
Sw = ,2 =2N+t!—2, 


n=1 


容易 证 明 (Sw) 史 -1 是 无 界 序列 , 因此 发 散 . 于 是 级 数 2 2" 是 发 散 的 . 


现在 我 们 提出 何 时 级 数 收 敛 的 问题 . 下 述 全 是 表明 , 级 数 收 全 当 是 公 当 它 它 的 “ 尾 
巴 ”对 于 每 个 e > 0 都 终极 地 小 于 <. 


命题 7.2.5 ”设置 an 是 实数 的 形式 级 数 , 那么 中 an 收 化 当 且 仅 当 对 于 每 
个 实数 e > 0 都 存在 整数 N > mm 使 得 


an|<e， 对 于 一 切 肪 4 人 


证 明 ”见习 题 7.2.2. 图 
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这 个 命题 本 身 不 是 很 好 用 , 因为 实际 计算 部 分 和 > an 并 不 容易 , 但 是 它 却 有 


一 堆 有 用 的 推论 . 例如 : 总 
推论 7.2.6( 零 判别 法 ) ” 设 2 an 是 收敛 的 实数 级 数 , 那么 必 有 


dim on 一 0. 
换 一 种 方式 来 说 , 如 果 ,lim_ an 不 是 零 ， 或 者 (on)8.; 发 散 ， 那么 级 数 中 an 发 散 


证 明 见习 题 7.2.3. 风 
例 7.2.7 序列 on 一 工 当 一 co 时 不 收敛 到 0, 所 以 吕 1 是 发 散 的 级 娄 . 


(注意 尽管 1,1,1,.… 是 收 敏 的 序列 ; 级 数 的 收 剑 与 序列 的 收 伍 是 不 同 的 概念 ) 类 
似 地 , 序列 an = (1)" 发 散 , 当然 不 收 策 到 零 ;所 以 级 数 如 (0)” 也 发 数 . 

如 果 序列 (aw)%%,s 确实 收敛 到 0, 那么 级 数 宇 on 可 以 是 收敛 的 ,也 可 以 不 
是 收敛 的 , 这 取决 于 级 数 . 例如 , 我 们 将 很 快 见 到 级 数 总 # 是 发 散 的 , 尽管 二 当 
nn 一 co 时 收敛 到 0. 

定义 7.2.8( 绝 对 收敛 ) ” 设 加 an 是 实数 的 形式 级 数 , 我 们 说 这 个 级 数 是 绝对 
收敛 的 , 当 且 仅 当 污 las| 是 收敛 的 . 


为 了 区 分 收敛 和 绝对 收敛 的 情形 , 我 们 有 时 把 前 者 叫 作 是 条 件 收敛 . 
命题 7.2.9( 绝 对 收敛 判别 法 ) ” 设 > on 是 实数 的 形式 级 数 . 如 果 这 个 级 数 是 


绝对 收敛 的 , 那么 它 也 是 条 件 收敛 的 , 在 这 种 情形 下 还 有 三 角形 不 等 式 
bp an|< 3 lanl: 


证 明 ”见习 题 7.2.4. 
注 7.2.10 ”此 命题 之 逆 不 真 . 存在 条 件 收敛 但 不 绝对 收敛 的 级 数 . 见 例 7.2.13. 
注 7.2.11 ”我 们 把 条 件 收 敛 的 级 数 收集 为 一 个 类 (class), 把 绝对 收敛 的 级 数 


的 全 体 看 作 是 它 的 一 个 子 类 (subclass). 于 是 , 当 我 们 说 “ 立 o 是 条 件 收敛 的 * 时 ， 
决 不 自动 地 认为 器 不 是 绝对 收敛 的 如果 我 们 要 说 一 个 级 数 是 条 件 收敛 的 而 


t=m 


不 是 绝对 收 全 的 , 我 们 将 代 而 言 之 为 “ 学 au 仅 是 条 件 收 化 的 ”, 或 “ 鞠 o 条 件 
地 但 不 绝对 地 收敛 ”. 
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命题 7.2.12( 交 错 级 数 判别 法 ) ” 设 (an)%2,, 是 实数 序列 , 对 于 一 切 n > my， 
an > 0 并 且 on > anti. 那么 级 数 中 (-1)"a 是 收 全 的 当 且 仅 当 多 一 oo 时 序列 
an 收 化 到 零 Ee 

证 明 ”从 零 判别 法 知 , 如 果 器 (1)"a。 是 收敛 的 级 数 , 那么 (-1)"a 收敛 到 
0, 它 昔 含 on 也 收敛 到 0, 因为 (1)"an 和 an 与 0 有 相同 的 距离. 

现在 假设 反 过 来 , a 收敛 到 0. 对 于 每 个 N, 让 Sy 是 部 分 和 


N 
SN := > (—l)"an, 


我 们 的 事 是 证 明 Sw 收敛 . 注意 


Sw+2=Syw + (1D) Mtlavr+ (—1) Nt?av+s 


=Sw +(-1)"tl(anvri — an+2). 
而 根据 假设 , (w+l - av+z) 不 是 负 的 . 于 是 我 们 有 
当 N 是 奇数 时 Sw+2 > Sw; 当 NN 是 偶数 时 Sw+2 < Sw. 
现 假定 N 是 偶数 , 从 上 述 讨论 及 归纳 法 我 们 看 到 
对 于 一 切 自 然 数 k SN+2k < SN 


(为 什么 ?). 还 有 Sw+2k+l > SN+1 = Sw 一 aN+l (为 什么 ?). 最 后 ,我 们 有 Swj2k+1 = 
SN+2k 一 QN+2k+1 < SN+2k (为 什么 ?). 于 是 对 于 一 切 大 有 


SN — aN+1 & SN+2k+1 & SN+2k < SN, 

当然 有 

SN —aN+i & Sn < SN, n>N. 

(为 什么 ? ). 于 是 5 是 终极 w+i- 稳定 的 . 但 当 N 一 oo 时 序列 a 收敛 到 0, 所 
以 这 表明 对 于 每 个 。> 0, Sn" 是 终极 = 稳定 的 (为 什么 ? ). 于 是 Sn 收敛, 从 而 级 
数 营 (1)"a 是 收敛 的 - 四 
例 7.2.18 ”序列 (+) 名 , 是 正 的 、 减 的 , 并 且 收 全 到 零 . 所 以 器 (-D)" 世 是 
收 敏 的 《但 它 不 是 绝对 收 全 的 , 因为 江 3 发散, 见 推论 7.3.7). 于 是 , 绝对 发 散 


不 蕴含 条 件 发 散 , 尽管 绝对 收敛 蕴含 着 条 件 收敛 . 


本 
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下 面 收集 了 一 些 涉及 收敛 级 数 的 恒等式 . 
命题 7.2.14 (级 数 算 律 ) 


(8) 如果 里 an 是 实数 级 数 , 收 争 到 z, 并 且 吴 bn 是 实数 级 数 , 收 化 到 那 


n=m n=m 


么 器 (os 十 by) 也 是 收 争 级 数 , 并 且 收 敛 到 工 十 Y. 即 


n=m 


Dontbn) = Dant Dbn. 


多 如 果 器 ow 是 安吉 级 才 , 收 全 到 ,并且 是 实数 那么 器 (can) 也 是 收 
黎 级 数 ， 并 且 收 北 到 cz. 即 芝 (can) = < 3 Qn 


n=m 


(Q) 设 器 a 是 实数 级 数 ， 并 设 大 > 0 是 整数 . 如 果 两 级 数 器 mm 和 器 an 


mm n=m 一 到 十 大 


中 的 一 个 是 收 化 的 ， 则 另 一 个 也 是 收敛 的 , 并 且 我 们 有 


m+k—l 


= > om+ D3 an. 
n=m n=m+k 
(d) 设 里 a 是 实数 级 数 , 收 伊 到 mr 并 设 是 整 教 . 那么 “里 ”an_k 也 收 钱 
n=m n=m+k 
到 z. 
证 明 “见习 题 7.2.5. 四 


从 命题 7.2.14(c) 我 们 看 到 , 级 数 的 收敛 性 与 此 级 数 的 前 面 有 限 项 无 关 (当然 那 
些 项 要 影响 级 数 收敛 到 的 值 ). 由 于 这 个 缘故 , 我 们 将 经 常 不 大 注意 级 数 的 起 始 指标 
m 是 多 少 . 

有 一 种 级 数 , 叫 作 霸 套 级 数 (telescoping series), 容易 求 和 . 

引 理 7.2.15( 撕 套 级 数 ) ” 设 (an)Po 是 实数 序列 , 收敛 到 0， 即 lim an =0. 


么 级 数 (an 一 ani1) 收敛 到 oo， 


证 明 ”见习 题 7.2.6. 国 
习 题 7.2 
7.2.1 ”级 数 汉 (1)” 是 收敛 的 还 是 发 散 的 ? 证 明 你 的 结论 . 现在 你 能 解决 例 1.2.2 中 的 困难 
#1 
吗 ? 


7.2.2 ”证 明 命题 7.2.5. (提示 : 使 用 命题 6.1.12 和 定理 6.4.18.) 
7.2.3 ”用 命题 7.2.5 证 明 推论 7.2.6. 
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7.2.4 ”证 明 命 题 7.2.9. (提示 : 用 命题 7.2.5 及 命题 7.1.4(e).) 
7.2.5 ”证 明 命 题 7.2.14. (提示 : 用 定理 6.1.19.) 


7.2.6 ”证 明 引 理 7.2.15. (提示 : 先 找 出 部 分 和 过 (an 一 ant1) 应 该 是 什么 , 然后 用 归纳 法 证 
n=0 
明 你 的 判断 .) 


87.3 ” 非 负 实数 的 和 


现在 我 们 把 上 面 的 讨论 专门 用 来 考虑 所 有 的 项 ov 都 不 是 负数 的 级 数 号 a 
作为 例子 , 从 绝对 收敛 判别 法 就 导致 这 种 情形 , 因为 实数 a 的 绝对 什 lan| 总 不 是 
负 的 . 注意 , 当 级 数 的 每 项 都 不 是 负数 时 ,条 件 收敛 与 绝对 收敛 就 没有 区 别 了 . 

设 总 on 是 一 个 非 负 实 数 的 级 数 . 那么 部 分 和 


x 
Sw := Don 


是 增 的 , 即 对 一 切 N > m，Sw+1 > Sw (为 什么 ). 于 是， 从 命题 6.3.8 和 推论 
6.1.7 知 , (Sw) 窜 -m 是 收敛 的 当 上 且 仅 当 它 有 上 界 M. 换 句 话说, 我 们 恰恰 证 明了 
命题 7.3.1 设 2 am 是 一 个 非 负 实数 的 形式 级 数 . 那么 这 个 级 数 是 收敛 的 ， 
当 且 仅 当 存在 实数 M, 使 得 
N 
Don<M， 对 于 一 轨 N>m. 


此 命题 的 一 个 简单 的 推论 是 
推论 7.3.2( 比 较 判别 法 ) 设 里 on 和 器 bn 是 两 个 实数 的 形式 级 数 ， 并 设 


对 于 一 切 风 之 mm，|an| < bm. 如果 芝 如 是 站 会 的 ， 那么 器 on 绝对 收 癸 ,并 且 


DD oD 
证 明 ”见习 题 7.3.1. 


我 们 还 可 以 从 相反 的 方向 来 施行 比较 判别 法 : 如 果 对 于 一 切 n > m 有 |an| < 
bn, 以 及 > an 不 是 绝对 收敛 的 , 那么 加 bn 是 发 散 的 . (为 什么 这 可 直接 从 推论 
7.3.2 推出 ? ) 
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对 于 使 用 比较 判别 法 非常 有 用 的 一 个 级 数 是 几何 级 数 De 其 中 z 是 实数 . 


引 理 7.3.3( 几 何 级 数 ) 设 > 是 实效 ,如 林 |z| > 1 那么 级 数 吕 zr 是 发 
的 . 但 是 如 果 |z| < 1, 那么 此 级 数 是 绝对 收 伊 的 , 并 且 
So 
> 一 1 
证 明 ”见习 题 7.3.2. 图 
现在 我 们 给 出 一 个 有 用 的 准则 , 叫做 Cauchy 准则 , 它 用 来 判断 由 非 负 递减 的 
项 构成 的 级 数 是 否 收敛. 
命题 7.3.4(Cauchy 准则 ) 《” 设 (on)81 是 一 个 非 负 实数 的 减 序列 (于 是 对 于 一 
切 n 之 1，an 之 0 并且 an < an). 那么 级 数 器 on 收敛 当 且 仅 当 级 数 
Ee 


oo 
> 2*aox 一 al 十 2a2 十 4a4 十 8ags 十 …. 
k=0 


是 收敛 的 . 
注 7.3.5 ”此 判别 法 的 一 个 有 趣 的 性 质 是 , 它 只 用 到 序列 (0,)% 1 的 少量 元 素 
( 即 号 码 n 为 2 的 备 n = 2* 的 元 素 ) 来 确定 整个 级 数 是 否 收敛 . 
N oo K ee 
证 明 设 Sv := Dm 是 2 an 的 部 分 和 , 并 设 Ti := 2 是 忌 2kaox 
n= n=1 一 一 0 
的 部 分 和 . 根据 命题 7.3.1, 我 们 的 任务 是 证 明 序列 (Sw) 中-， 是 有 界 的 当 且 仅 当 
(Tk) 器 -1 是 有 界 的 . 为 做 这 件 事 我 们 需要 下 述 结论 . 
引 理 7.3.6 ”对 于 任何 自然 数 KK, 有 
Sorti_1 < Tk & 252x. 
证 明 ”对 K 进行 归纳 . 首先 证 明 K = 0 时 结论 成 立 , 即 
和 TD< 295， 


这 乃 是 
al 和 al 和 2al， 
它 明显 成 立 , 因为 al 不 是 负数 
现在 假定 结论 已 对 K 证 实 , 我 们 现在 要 证 明 它 对 天 十 1 成 立 ; 


Sort2_1 二 THKHL < 2S2kt1. 


很 清楚 , 我 们 有 


Tk+1 = Tk 十 28+laok+i. 
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同时 , 有 (使 用 引 理 7.1.4(a) 和 (f), 并 用 a， 减 的 假定 ) 


2K+1L 


Sorti=S2r 十 > an 
n=2K+1 
xd 


>Sok 二 》 aortl = Hor +2 art. 
n=2K+1 
于 是 


2S2k+: > 252k 十 2K+1ao2k+1。 


类 似 地 , 我 们 有 
2x+a_ 


Sart2 1=52rti i+ 》 an 
nan 
ata_1 


<Soxr li+ 》 oart 


n=2K+1 


一 Sok+l_l + 2 tlayrn. 
联合 这 些 不 等 式 , 以 及 归纳 假定 
Sarti_1 & Tk & 252kr 


就 得 到 所 要 的 结果 
Sok+a_1 < TK+1 < 292x+l. 

这 就 完成 了 证 明 . 

命题 7.3.4 的 证 明 ”从 引 理 7.3.6 我 们 看 到 , 如 果 (SN)8_; 是 有 界 的 , 那么 
(Sz) 器 -o 是 有 界 的 , 从 而 (Tk) 品 o 是 有 界 的 ， 反 过 来 , 如 果 (TK) 完 -o 是 有 界 的 ， 
那么 引 理 7.3.6 的 结论 丝 含 52x+1_1 是 有 界 的 , 即 存在 M 使 对 一 切 自 然 数 K 有 
Sok+-_l < M. 但 是 容易 证 明 25+1 一 1 之 天 十 1) 于 是 SKk+1 < M 对 于 一 切 自然 数 
K 成 立 , 那么 (SN)! 是 有 界 的 . 加 

推论 7.3.7 设 g>0 是 比例 数 , 那么 级 教 汉 避 当 g>1 时 收敛 而 当 g 1 
时 发 表 . 

证 明 ”序列 (去 )%; 是 正 的 减 的 (根据 引 理 5.6.9(d)), 于 是 Cauchy 准则 适用 . 
那么 这 个 级 数 是 收敛 的 当 且 仅 当 


— 1 
D2 
各 2) 


87.4 ”级 数 的 重 排 ”141 


是 收敛 的 . 但 由 指数 运算 的 法 则 ( 引 理 5.6.9) 知 , 我 们 可 把 这 个 级 数 重新 写作 几何 
级 数 


De 


如 早先 提 到 的 ， 几何 级 数学 区 收敛 当 且 仅 当 |z| < 1. 于 是 , 级 数 六 5 收敛 当 且 


仅 当 |21-9| < 1， 此 事 成 立 当 且 仅 当 gq > 1 (为 什么 ? 试 证 此 事 ， 只 用 引 理 5.6.9 而 
不 要 用 对 数 ). mm 


特别 地 , 级 数 SE (也 叫 作 调和 级 数 ) 是 发 散 的 , 此 事 早先 已 说 过 . 但 是 级 数 
号 二 是 收敛 的 
注 7.3.8 当 说 十 收敛 时 , 其 和 记 作 c(q), 叫 作 g 的 Riemann-Zeta 函数 ， 


这 个 函数 在 数论 中 是 特别 重要 的 , 特别 是 对 于 研究 素数 的 分 布 , 非常 重要 . 关于 这 
个 函数 , 有 一 个 非常 著名 的 未 解决 的 问题 , 叫 作 Riemann 猜测 , 但 继续 讨论 此 事 
将 远 超出 本 书 的 范围 . 但 我 愿意 提 一 提 , 解决 Riemann 猜测 将 获得 一 百 万 美元 的 奖 
励 并 立即 在 当代 数学 家 中 赢得 巨大 声誉 . 


习 题 7.3 


7.3.1 ”用 命题 7.3.1 证 明 推论 7.3.2. 


7.3.2 ”证 明 引 理 7.3.3，( 提 示 : 对 于 第 一 部 分 使 用 零 判别 法 , 对 于 第 二 部 分 先 用 归纳 法 建立 几 
何 级 数 公式 
NM 。 | 
一 


n=0 


L 
而 后 使 用 引 理 6.5.2.) 
7.3.3 。 设 二 an 是 绝对 收敛 的 实数 级 数 ,使 得 学 la.| = 0， 证明 对 于 每 个 自然 数 m on 一 0 


87.4 ”级 数 的 重 排 
有 限 级 数 的 一 个 特征 是 , 不 管 怎样 排列 它 的 各 项 , 总 和 永远 不 变 . 例如 ， 
al 十 az 十 as 十 a4 十 a5 一 4 十 03 十 5 十 al 十 a2. 


此 事 的 较为 严格 的 叙述 , 用 到 双 射 , 早已 出 现 过 , 见 注 7.1.12. 
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读者 也 许 会 问 , 对 于 无 限 级 数 , 同样 的 事情 是 否 成 立 ? 如 果 所 有 的 项 都 不 是 负 
的 , 那么 答案 是 肯定 的 . 


命题 7.41 设 Eo 是 收敛 的 非 负 实 数 级 数 ,并 设 有 :NN 是 双 射 那么 
这 wm 也 收敛 ,并 有 同样 的 和 : 


oo oo 
Do = > ore 


n=0 m=0 


证 明 ”引入 部 分 和 


N M 
SN := 》 on， Tw := > Qf(m): 


n=0 m=0 
我 们 知道 序列 (SN)%_。 和 (Tw) 各 _o 都 是 增 的 . 写 
工 := sup(SN)Ro, 二 := sup(TM)®o: 


根据 命题 6.3.8, 我 们 知道 工 是 有 限 的 , 而 且 事 实 上 工 = DR 还 是 根据 命题 6.3.8， 


我 们 看 到 , 一 旦 能 够 证 明 L = L', 我 们 就 将 搞定 . 
固定 M, 让 Y 是 集合 


Y:={meN:ms M}. 


注意 , f 是 Y 和 f(Y) 之 间 的 双 射 . 根据 命题 7.1.11, 我 们 有 


M 
Tu = 2 arm= Donm= 2 on 
m=0 meY nEf(Y) 


序列 (f(m))M_。 是 有 限 的 , 从 而 是 有 界 的 , 即 , 存在 N 使 得 对 于 一 切 m < M 有 
f(m) < N. 于 是 f(Y) 是 fn e N :ns N} 的 一 个 子 集合 . 再 次 根据 命题 7.1.11 (以 
及 一 切 a 都 不 是 负数 的 假定 ) 


Tu= >》 ang an=D an=Sy. 
nef(Y) ne{nEN:n<N} n=0 
但 由 于 (Sw)8_o 有 上 确 界 L, 于 是 我 们 看 到 Sy < 二 从 而 对 于 一 切 M，Tw < 工 . 
由 于 是 (Tu)%3_o 的 最 小 上 界 , 这 就 推出 L < 工 . 
类 似 的 论证 (用 逆 映 射 1-! 取代 户 表明 每 个 Sw 都 以 L' 为 上 界 , 从 而 得 到 
工科 也. 将 两 个 不 等 式 联合 起 来 就 得 到 所 要 证 明 的 工 = 忆 . 国 
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例 7.4.2 ”从 推论 7.3.7 知 , 级 数 


Sg 
nm 4 9 16 25 36 


n=1 


是 收敛 的 . 于 是 , 如 果 逐 步 换 序 , 就 得 到 
he a De 
4 16 9 36 25 ” 
我 们 知道 , 这 个 级 数 也 是 收敛 的 , 并 且 有 同样 的 和 . (其 实 此 和 的 值 为 ((2) = 和 我 
们 将 在 习题 16.5.2 中 证 明 这 个 事实 .) 
现在 我 们 问 , 当 级 数 不 是 每 项 都 非 负 时 , 会 发 生 什么 情形 . 如 果 级 数 是 绝对 收 
化 的 , 我 们 仍 可 重 排 . 时 
命题 7.4.3( 级 数 的 重 排 ) 设 2 on 是 绝对 收 全 的 实数 级 数 ,并 设 :一 时 
是 双 射 . 那么 时 qj(m) 还 是 绝对 收 佑 的 , 并 具有 同样 的 和 : 


0 


这 
Don = om 


n=0 m=0 


证 明 (选读 ) 我 们 对 无 限 级 数 学 lov| 应 用 命题 7.4.1 根据 假设 , 此 级 数 收 化 
如 果 写 


L:=D lonl 
n=0 
那么 根据 命题 7.4.1, 三 lorem| 也 收敛 到 工 . 
现在 写 后 
机 
n=0 


我 们 必须 证 明 三 wm 也 收敛 到 声 换 名 话说 , 给 定 任意 的 = > 0, 必须 找到 M， 
使 当 M' > M 时 ay 是 -接近 于 /的 , 


由 于 器 len| 是 收敛 的 , 由 命题 7.2.5, 我 们 可 以 找到 Ni 使 得 对 于 一 切 pg > 
Ni, 


< 

€ 
Dlenl < 3 
和 
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由 于 器 on 收 全 到 ,那么 部 分 和 六 as 也 收 全 到 [所 以 存在 N > Ni 使得 
So 是 5- 接近 于 L 的 . 

现在 ,序列 (f-1(m))X_。 是 有 限 的 , 从 而 是 有 界 的 , 于 是 存在 M, 使 得 对 于 一 切 
0<nxN 有 /-1i(n) < M. 那么 当 M' > M 时 ,集合 {f(m):meN;m<M' 包 
含 {neEN:n<}( 为 什么 ? ). 于 是 根据 命题 7.1.11, 对 于 任何 M' > M 都 有 


M’ N 
> oztm = 汐 an = Dy ant 》 an， 


m=0 ne{f(m:meN;:m<M'} n=0 nex 
其 中 X 是 集合 
X:={f(m:meNms MI}\{neN:ngN}. 
集合 X 是 有 限 的 , 因而 界 于 某 自然 数 g. 于 是 必 有 
XCc{tneN:N+1i<ngg}y 


(为 什么 ?). 那么 根据 N 的 选取 , 有 


9 
Dl< Dols 》 hen) < je 
n=N+1 


nex nex 


于 是 总 or 是 接近 于 的 , 而 后 者 如 前 所 述 是 $- 接近 于 L/ 的 . 因此， 
m=0 n={ 
只 要 Mi > M, 和 om 就 是 e- 接近 于 的 . 这 就 是 要 证 的 . 站 


令 人 惊奇 的 是 , 当 级 数 不 是 绝对 收敛 的 时 候 , 级 数 重 排 的 性 质 是 非常 恶劣 的 . 
例 7.4.4 ”考虑 级 数 


二 ,二 dd 


和 
了 


这 个 级 数 不 是 绝对 收敛 的 (为 什么 ? ), 但 根据 交错 级 数 判 别 法 它 是 条 件 收敛 的 . 事 
实 上 , 可 以 看 出 级 数 收敛 到 一 个 正 数 (事实 上 , 它 收敛 到 ln(2) -了 = 0.193 147…， 
见 例 15.5.7). 为 何 级 数 的 和 是 正 的 , 基本 上 是 因为 量 (3 一), (3 一 当 3),(# 一 等 都 
是 正 的 , 可 以 用 此 事 证 明 每 个 部 分 和 都 是 正 的 ，( 为 什么 ? 你 需要 分 部 分 和 是 由 偶 
数 项 组 成 的 及 由 奇数 项 组 成 的 两 种 情况 来 考虑 .) 

但 是 , 如 果 我 们 重 排 这 个 级 数 让 一 个 正 项 接着 两 个 负 项 , 那么 得 到 
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于 是 部 分 和 立即 变 成 负 的 (这 是 因为 (3 一半 一 当 ), (一 吉 一 让), 及 一 般 地 5 一 击 一 


6 


让 都 是 负 的 ), 从 而 此 级 数 收敛 到 一 个 负数 ; 事实 上 它 收敛 到 


3 (In(2) — 1) = —0.153 426.... 


令 人 惊讶 的 是 Riemann 的 结果 , 此 结果 表明 , 一 个 条 件 收敛 而 不 绝对 收敛 的 级 数 ， 
事实 上 , 可 以 经 过 适当 重 排 而 收敛 到 任何 指定 的 值 (或 经 重 排 后 而 发 散 -一 见习 
题 8.2.6), 详 见 定理 8.2.8. 

总 而 言 之 , 当 级 数 绝对 收敛 时 , 可 随意 重 排 而 不 改变 其 和 , 但 当 级 数 不 绝 对 收 
敛 时 , 重 排 是 相当 危险 的 . [这 并 不 是 说 , 重 排 一 个 绝对 发 散 的 级 数 必 定 给 出 错误 的 
结果 一 一 例如 , 在 理论 物理 中 常常 实施 类 似 的 花招 , (通常 ) 最 后 却 仍 得 到 正确 的 
结果 一 一 但 这 样 做 是 冒险 的 , 除非 以 一 个 像 命 题 7.4.3 那样 严格 的 结果 作为 依据 .] 


习 题 7.4 
7.4.1 设 ba 是 绝对 收敛 的 实数 级 数 , 并 设 /: N -，N 是 严格 增 函数 ( 即 对 于 一 切 ne€ 
Ri Ta + 1) > 7(9)， 证 明 其 at 也 是 绝对 收 全 的 级 数 ，( 提 示 : 试 把 时 artm 
的 每 个 部 分 和 与 时 o 的 (稍微 不 同 的 ) 部 分 和 进行 比较 .) 
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现在 我 们 可 以 叙述 并 证 明 级 数 收敛 的 方 根 判别 法 和 比例 判别 法 . 
定理 7.5.1( 方 根 判别 法 ) 设 中 a 是 实数 的 级 数 ， 并 设 


二 
a := limsup lan|™. 
no0 


(a) 如 果 a < 了 那么 级 数 三 an 是 绝对 收 敏 的 (从 而 是 条 件 收 化 的 )、 


(b) 如 果 > 1, 那么 级 数 号 an 是 条 件 发 散 的 (从 而 是 绝对 发 散 的 )、 

(9 如 果 a 二 1, 那么 我 们 不 能 给 出 任何 断言 . 

证 明 ” 先 设 a < 1. 注意 , 必 有 a > 0, 因为 对 于 一 切 n, |an|* > 0. 那么 , 可 以 
找到 = > 0 使 得 0 < a+e<1 (例如 可 令 =。 = (1 一). 根据 命题 6.4.12(a), 存在 
和 > m 使 得 对 于 一 切 n> NN 


lanl* <ate. 
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换 句 话说 , 对 于 一 切 n> N, 有 
lan| < (a + e)™. 


但 从 关于 几何 级 数 的 讨论 知 , 由 于 0 < a +e < 1, 级 数 


co 


> (at+e)” 


n=N 
是 绝对 收敛 的 注意 , 根据 命题 72.14(o), 我 们 从 号 码 N 开始 是 没关系 的 ]. 于 是 根 
据 比较 判别 法 , 我 们 看 到 荔 o 是 绝对 收 伍 的 , 再 次 根据 命题 7.2.14(e)， 芝 oa 是 


绝对 收敛 的 . 

现在 假设 a > 1. 那么 根据 命题 6.4.12(b), 对 于 每 个 N > m, 存在 一 个 n>N 
使 得 |an|* > 1, 从 而 |an| > 1. 那么 (a,)%2y 对 于 每 个 N 都 不 是 1- 接近 于 0 的 ， 
于 是 (an)2, 不 是 终极 1- 接近 于 0 的 . 那么 (an)2， 不 收敛 到 零 . 从 而 根据 零 判 
别 法 ， 吕 a, 是 条 件 发 散 的 

对 于 w= 1 见习 题 7.5.3. 

方 根 判别 法 是 用 上 极限 的 语言 给 出 的 . 当然 如 果 ,lim |on|* 收敛 , 那么 极限 与 
上 极限 是 一 样 的 . 所 以 也 可 以 用 极限 的 语言 代替 上 极限 浅 给 出 方 根 判别 法 ， 不 过 仅 
当 极 限 存在 时 方 可 . 

方 根 判别 法 有 时 难于 使 用 , 但 我 们 使 用 下 述 引 理 就 可 以 用 比例 来 代替 方 根 . 

引 理 7.5.2” 设 (cn)8m 是 正 数 序列 . 那么 我 们 有 


Cnt1 
cn 


,Cntl -和 去 上 去 
liminf 一 一 和 liminf oi < limsupcn < limsup 
oo Cn i no0 nm00 


证 明 ”这 里 有 三 个 不 等 式 待 证 . 中 间 的 不 等 式 从 命题 6.4.12(c) 推出 . 我 们 只 
证 明 最 后 一 个 不 等 式 , 而 把 第 一 个 留 作 习 题 7.5.1. 

令 工 一 limsup 5 入. 如 果 了 = +oo, 那么 没有 什么 可 证 的 (因为 对 于 每 个 广义 
实数 z 都 成 立 = < +co)， 所 以 我 们 可 以 假设 二 是 有 限 的 实数 (注意 工 不 可 能 是 
一 00; 为 什么 ? ). 由 于 ss 世 总 是 正 的 , 从 而 二 > 0. 

设 。 > 0. 根据 命题 6.4.12(a) 知 , 存在 W > m 使 得 对 于 一 切 n> N， 


Cnt1 
on 


gL+e. 


这 蕴 合 着 对 于 一 切 n> NN， 
cnt1 < (L +e)cn. 


87.5“ 方 根 判别 法 与 比例 判别 法 
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用 归纳 法 知 , 此 式 蕴含 , 对 于 一 切 n> N， 
cn Sen(L+e)™™ 

(为 什么 ?). 如 果 令 4 := cw(L+e)-™, 那么 

cn < A(L +e)", 
从 而 A 

< Ar(L+e) 
对 于 一 切 n > N 成 立 . 但 根据 极限 算 律 (定理 6.1.19) 及 引 理 6.5.3, 有 

lim, A*(L +6) =L+e. 


于 是 根据 比较 原理 ( 引 理 6.4.13), 有 


1 
limsupca# < Li+e. 


no0 


但 此 式 对 于 一 切 = > 0 成 立 , 所 以 它 必 蕴含 所 要 的 不 等 式 


4 
limsupci < L 


neo 


(为 什么 ? 用 反 证 法 证 明之 ). 
从 定理 7.5.1 和 引 理 7.5.2( 以 及 习题 7.5.3), 我 们 得 到 


推论 7.5.3( 比 例 判别 法 ) 设 号 on 是 元 素 不 为 零 的 级 数 ( 非 零 的 假定 用 以 保 


证 下 面 出 现 的 比例 名 让 | 有 意义 .) 


(a) 如 果 limsup 名 覃 < 1, 那么 级 数 中 a 是 绝对 收 化 的 (从 而 是 条 件 收 做 


的 ). 


(b) 如 果 limsup 种 绒 > 1 那么 级 数 吕 an 是 条 件 发 散 的 (从 而 不 是 绝对 收 


化 的 ). 
(c) 在 其 他 情形 下 , 我 们 不 能 断定 什么 . 
引 理 7.5.2 的 另 一 个 结果 是 下 述 极限 . 
命题 7.5.4 我 人 有 ,lim n* =1. 
证 明 ”根据 引 理 7.5.2, 使 用 命题 6.1.11 及 极限 算 律 (定理 6.1.19), 有 


n—00 no0 n—o0 


6 六 和 1 
limsupn™ < limsup = limsup (i+) =1. 
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类 似 地 有 b 
liminf nt > liminf S++ = liminf 人 + :1) EE 
记 


n—oo nm nn nm 


那么 , 所 需 结论 从 命题 6.4.12(c) 和 (f) 推出 . 国 
注 7.5.5 ”除了 比例 判别 法 及 方 根 判别 法 外 , 另 一 个 很 有 用 的 收敛 判别 法 是 积 
分 判别 法 , 我 们 将 在 命题 11.6.4 中 予以 介绍 . 


习 题 7.5 


7.5.1 ”证 明 引 理 7.5.2 中 的 第 一 个 不 等 式 . 
7.5.2 ” 设 > 是 实数 , |z| < 1, 并 设 9 是 实数 ， 证 明 级 数 > n?z" 是 绝对 收敛 的 , 并 且 
ri 


lim nr” = 0. 


7.5.3 。 举 一个 正 数 an 的 发 散 级 元 3 an 的 例子 , 使 


(提示 : 用 推论 7.3.7.) 这 表明 , 即使 求 和 项 是 正 的 并 且 上 式 两 个 极限 都 存在 (等 于 1)， 
比例 判别 法 及 方 根 判别 法 也 可 能 不 解决 问题 
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我 们 现在 转向 集合 论 的 研究 , 特别 是 无 限 集合 ( 即 不 以 任意 自然 数 为 基数 的 集 
合 ) 的 基数 的 研究 . 这 个 题目 起 源 于 83.6 


88.1 可 数 性 


从 命题 3.6.14(c) 我 们 知道 , 如 果 X 是 有 限 集合 , 而 Y 是 X 的 真子 集 , 那么 
Y 不 能 和 X 有 同样 的 基数 . 但 是 , 对 无 限 集合 , 情况 就 不 是 这 样 。 例 如 ,从 定理 
3.6.12 知 , 自然 数 的 集合 N 是 无 限 的 . 根据 命题 3.6.14(a), 集合 N \ {0} 也 是 无 限 
的 (为 什么 ?), 它 是 N 的 真子 集 , 尽管 比 N“ 更 小 ”, 还 是 与 N 有 同样 的 基数 , 因为 由 
fln) := n+1 确定 的 映射 了:N 一 N\{0} 是 双 射 (为 什么 ?). 这 是 无 限 集合 的 一 个 
特征 ; 见习 题 8.1.1. 

我 们 现在 来 区 分 两 种 无 限 集合 : 可 数 集 与 不 可 数 集 . 

定义 8.1.1( 可 数 集 ) ”集合 XX 叫 作 可 数 无 限 的 (或 简称 为 可 数 的 ), 当 且 仅 当 它 
与 自然 数 集 有 相同 的 基数 . 集合 X 叫 作 最 多 可 数 的 当 且 仅 当 它 或 者 是 可 数 的 , 或 
者 是 有 限 的 . 我 们 说 一 个 集合 是 不 可 数 的 , 如 果 它 是 无 限 的 但 不 是 可 数 的 . 

注 8.1.2 ”可 数 无 限 (countably infinite) 的 集合 也 叫 作 denumerable 集合 . 

例 8.1.3 ”从 前 面 的 讨论 我 们 看 到 N 是 可 数 的 , N \ {0} 也 是 可 数 的 . 另 一 个 
例子 是 偶 自 然 数 集 {2n : n & N}, 因为 函数 f(n) := 2n 是 N 到 偶 自然 数 集 的 双 射 
(为 什么 ?). 

设 X 是 可 数 集 . 那么 从 定义 知 , 存在 一 个 双 射 了 : N 一 XX. 于 是 X 的 每 个 元 
素 恰 由 一 个 自然 数 ”决定 而 写成 形状 f(n). 于 是 我 们 不 正式 地 得 到 


X= {7(0), F(1), f(2), f(3),…}. 


于 是 , 可 数 集 可 被 排 成 一 个 序列 ， 使 得 我 们 有 第 零 个 元 素 (0), 接着 第 一 个 元 素 

j(D, 然后 第 二 个 元 素 f(2), 依 此 类 推 . 这 样 , 全 体 这 些 元 素 f(0), f(1), f(2), … 是 

彼此 不 同 的 , 并 且 取 遍 了 X 的 一 切 元 素 . (这 就 是 为 什么 这 些 集合 叫 作 可 数 的 ; 因 

为 可 以 逐个 地 一 个 接 一 个 地 数 它们 , 从 f(0) 开始 , 然后 f(1),…, 依 此 类 推 ) 
依 此 看 来 , 很 清楚 为 何 自然 数 集 


N= {0, 1, 2 3,.…}, 
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正 整 数 集 

N\ {0} = {1, 2, 3,.…} 
以 及 偶 自然 数 集 

{0,2,4,6,8 
都 是 可 数 的 . 但 是 整数 集 
Z={", 32 —1,0,1,2;3,...} 
或 比例 数 集 
过 

= 人- } 

或 实数 集 


R= {0, V2, —n, 2.5, …} 


是 可 数 的 还 是 不 可 数 的 , 就 不 那样 明显 了 . 例如 , 现在 还 不 清楚 , 是 否 能 把 实数 排 成 
一 个 序列 f(0), f(1), f(2), …… 我 们 很 快 就 要 回答 这 些 问 题 . 

从 命题 3.6.4 和 定理 3.6.12 知 , 可 数 集 是 无 限 集 ， 但 是 , 无 限 集 是 否 都 是 可 数 
集 , 并 不 那么 清楚 . 再 说 一 遍 , 我 们 很 快 就 要 回答 这 些 问题 . 我 们 首先 需要 下 述 重要 
原理 . 

命题 8.1.4( 良 序 原理 ) 设 和 是 自然 数 集合 N 的 一 个 不 空 的 子 集合 . 那么 恰 
存在 一 个 元 素 n EX, 使 得 对 于 一 切 m EX 成 立 n< m. 换 句 话说 , 每 个 不 空 的 自 
然 数 的 集合 都 有 最 小 元 . 

证 明 ”见习 题 8.1.2. 国 

我 们 把 由 良 序 原理 给 出 的 元 素 n 叫 作 义 的 最 小 元 , 并 记 之 为 min(X). 于 是 ， 
作为 例子 , 集合 {2, 4, 6, 8, …} 的 最 小 元 是 2. 这 个 最 小 元 显然 与 依 定义 5.5.10 定 
义 的 X 的 下 确 界 是 同一 个 元 素 (为 什么 ?) 

命题 8.1.5 设 久 是 自然 数 集合 的 一 个 无 限于 集合 , 那么 存在 唯一 一 个 双 
射 1: 和 一 义 , 它 依 下 述 意义 是 增 的 : 


对 于 一 知 n EN,，f(nt+1)> f(n). 


当然 ,XX 与 N 具有 同样 的 基数 , 从 而 是 可 数 集 . 

证 明 ”我 们 给 出 证 明 的 一 个 不 完全 的 框架 , 其 中 留 下 一 些 待 补 充 的 细节 用 问 
号 (?) 标 出 ; 这 些 细节 需 在 习题 8.1.3 中 予以 填补 . 

现在 用 下 述 公式 递归 地 定义 自然 数 的 一 个 序列 oo al a2,… -. 


an := minfz EX : 对 于 一 切 m < mw zam}. 
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直观 地 说 , ae 是 X 的 最 小 元 ; at 是 X 的 第 二 最 小 元 , 即 把 ae 从 XX 中 移 除 后 
的 最 小 元 ; aa 则 是 第 三 最 小 元 ; 依 此 类 推 ， 注 意 到 , 为 了 确定 on, 只 需 对 于 一 切 
m < n 知道 on 的 值 , 于 是 , 这 个 定义 是 递归 的 ， 还 有 , 由 于 X 是 无 限 集 , 集合 
好 EX: 对 于 一 切 m < n, z 关 am} 也 是 无 限 集 (?), 从 而 不 空 . 于 是 , 根据 良 序 原 
理 , 最 小 元 minfz EX : 对 于 一 切 m < n,z 关 am} 是 定义 成 功 的 . 

可 以 证 明 (?) (an)%2o 是 一 个 增 序列 , 即 


ao<a<a2<…， 


从 而 对 于 一 切 呈 关 mm，an 关 am(?). 另外 , 对 于 每 个 自然 数 n, 都 有 (?)an EX. 

现在 定义 函数 f : N 一 和 使 f(n) := an. 从 上 一 段 所 说 的 事实 知 , f 是 1 对 1 
的 . 现在 来 证 明 f 是 映 上 的 . 换 名 话说 , 我 们 要 证 明 对 于 每 个 > < X, 存在 一 个 n 
使 得 an = zx. 

设 ze X. 假设 不 是 这 样 , 那么 对 于 每 个 n 都 有 an 地 z. 这 蕴含 (?) 对 于 一 
切 n，z 都 是 集合 {fz e XX : 对 于 一 切 m < mw z 关 am} 的 一 个 元 素 . 根据 on 的 定 
义 , 这 表明 对 于 自然 数 n 都 成 立 x > an. 但 是 , 由 于 (an)%2>o 是 一 个 增 序列 , 我 们 
有 an > n(?), 从 而 z > n 对 于 每 个 自然 数 n 成 立 . 那么 我 们 有 z > z +1, 这 是 一 
个 矛盾 . 于 是 必定 对 于 某 些 自 然 数 nn 有 an = z, 从 而 f 是 映 上 的 . 

由 于 了 :N 一 X 既是 1 对 1 的 也 是 映 上 的 , 所 以 它 是 双 射 , 于 是 找到 了 从 
到 X 的 至 少 一 个 增 的 双 射 . 现在 假定 存在 从 N 到 X 的 另 一 个 增 的 双 射 g, 它 不 同 
于 f. 那么 集合 {n Ee N : g(n) 关 f(n)} 不 空 . 定义 


m:= min{n € N:g(n) # f(n)}, 


那么 g(m) 关 f(m) = am, 并 且 对 于 一 切 n < m, g(n) = f(n) = an. 那样 的 话 , 必定 
有 (?) 


g(m) = min{z EX : 对 于 一 切 上 < m, zr #0t} = am, 
这 是 一 个 矛盾 . 从 而 不 存在 与 f 不同 的 从 N 到 X 的 增 的 双 射 . a 

根据 定义 , 有 限 的 集合 是 至 多 可 数 的 , 于 是 得 到 

推论 8.1.6 自然数 集 合 的 一 切 子 集合 都 是 至 多 可 数 的 . 

推论 8.1.7 如果 X 是 至 多 可 数 的 集合 , 而 了 是 义 的 子 集合 , 则 了 也 是 至 
多 可 数 的 . 

证 明 “如果 X 是 有 限 的 , 那么 结论 从 命题 3.6.14(c) 推出 . 假定 X 是 可 数 的 ， 
那么 存在 X 与 N 之 间 的 一 个 双 射 了: X 一 N. 由 于 Y 是 XX 的 子 集合 , 并 且 了 是 
从 和 到 的 双 射 , 那么 当 把 /限制 于 Y 上 时 , 我 们 得 到 Y 和 f(Y) 之 间 的 一 个 
双 射 (为 什么 这 是 双 射 ?). 于 是 f(Y) 与 Y 具有 相同 的 基数 , 但 是 f(Y) 是 N 的 一 
个 子 集合 , 从 而 根据 推论 8.1.6, 它 是 至 多 可 数 的 . 所 以 Y 也 是 至 多 可 数 的 . a 
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命题 8.1.8 设 Y 是 集合 , 并 设 1:N 一 了 是 函数 . 那么 f(N) 是 至 多 可 数 的 . 

证 明 ”见习 题 8.1.4. 图 

推论 8.1.9 设 久 是 可 数 集 , 并 设 :XX 一 Y 是 函数 . 那么 f(X) 是 至 多 可 
数 的 . 


证 阴 ”见习 题 8.1.5. 
命题 8.1.10 设 久 是 可 数 集 , 并 设 Y 是 可 数 集 . 那么 XUJY 是 可 数 集 . 
证 明 ”见习 题 8.1.7. 国 


总 结 一 下 , 一 个 可 数 集 的 任何 子 集 或 者 象 集合 , 都 是 至 多 可 数 的 , 并 且 可 数 集 
的 有 限 并 依然 是 可 数 集 , 

我 们 现在 可 以 建立 整数 集 的 可 数 性 

推论 8.1.11 整数 集 Z 是 可 数 集 . 

证 明 ”我 们 已 经 知道 自然 数 集 合 N = {0,1,2, 3,….} 是 可 数 集 . 那么 集合 


-N:= {—n:neN}= {0,-1,-2,—3,...} 


也 是 可 数 集 , 这 是 因为 映射 f(n) := -n 是 N 与 -N 之 间 的 双 射 . 由 于 整数 集 是 N 
与 -N 的 并 集 , 所 以 根据 命题 8.1.10, 它 是 可 数 集 . 国 

为 了 建立 比例 数 集 的 可 数 性 , 需要 把 可 数 性 与 笛 卡 儿 乘 积 (Cartesian product) 
联系 起 来 . 我 们 需要 证 明 N x N 是 可 数 集 . 

首先 需要 一 个 预备 引 理 . 

引 理 8.1.12 集合 


A:={(mn)EeNxN:0<ngm} 


是 可 数 集 . 
证 明 ”递归 地 定义 一 个 序列 oo, at a2,…, 令 ao := 0, 并 对 一 切 自然 数 n, 令 
an+1 :一 an 十 由 十 1. 于 是 


a0=0, Qa=0+1, a2=0+1+2, as=0+1+2+3,.…. 


可 用 归纳 法 证 明 (on)?2.。 是 增 的 , 即 当 n> m 时 an > am( 为 什么 ?) 
现在 定义 一 个 函数 / : 4 一 N 令 


fln,m) := an + m. 


我 们 来 证 明 了 是 1 对 1 的 . 换 名 话说 , 如 果 (n,m) 和 (n,m/) 是 4 的 两 个 不 同 的 
元 素 , 那么 我 们 要 证 明 f(n,m) zf (n,m’). 
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为 此 , 设 (n,m) 和 (nm/) 是 4 的 两 个 不 同 的 元 素 . 有 三 种 可 能 的 情形 : nm/ 一 
mp ml > n,n <n. 首先 假定 n' =n. 那么 必 有 m 关 m’, 否则 (n,m) 与 (n,m ) 将 
是 相同 的 . 于 是 oi 十 m 关 an 十 m, 从 而 f(n,m) 关 f(n,m'), 这 就 是 所 需 的 . 
现在 假定 n>n. 那么 w >m 十 1 从 而 
fm)=an +m' an > on =ant+nt+l1. 
但 由 于 (n,m) e 4h, 我 人 有 mm <n <n+1, 从 而 


fn m) Fan+nt+1l > ant+m= fn,m), 


那么 f (wm) # fn,m). 

mv < n 的 情形 的 证 明 是 类 似 的 , 只 需 更 换 上 述 论证 中 与 mw 的 角色 . 于 是 我 
们 就 证 明了 f 是 1 对 1 的 . 从 而 f 是 从 4 到 (4) 的 双 射 , 那么 4 与 f(4) 有 相 
同 的 基数 . 但 是 f(4) 是 N 的 子 集合 , 所 以 根据 推论 8.1.6, 它 是 至 多 可 数 的 . 因此 
A 是 至 多 可 数 的 . 但 是 4 明显 地 不 是 有 限 集合 . (为 什么 ? 提示 : 如 果 4 是 有 限 集 

合 , 那么 4 的 每 个 子 集合 也 都 是 有 限 的 , 当然 {(n,0) :me N} 也 必定 是 有 限 的 ， 入 
它 明 显 是 可 数 无 限 的 , 这 是 一 个 矛盾 .) 于 是 4 必定 是 可 数 集 . 

推论 8.1.13 集合 NxNN 是 可 数 的 . 

证 明 ”我 们 已 经 知道 集合 


A:={(nm) ENxN:0<m<n} 
是 可 数 的 . 这 蕴含 着 集合 
B:={(nm)eNxN:0<ngm} 
也 是 可 数 的 , 这 是 因为 映射 
14 一 B,， jum 一 (mm 


是 从 4 到 B 的 双 射 (为 什么 ?). 但 由 于 NxN 是 4 与 B 的 并 集 (为 什么 ?), 那么 


从 命题 8.1.10 就 推出 所 要 的 结论 . 
推论 8.1.14 如 果 久 和 YY 都 是 可 数 的 , 那么 义 xY 是 可 数 的 . 
证 明 ”见习 题 8.1.8. 国 


推论 8.1.15 ”比例 数 集 @Q 是 可 数 的 . 
证 明 ”我 们 已 经 知道 整数 集 Z 是 可 数 的 . 这 蕴含 非 零 整数 集 Z \ {0} 是 可 数 
的 (为 什么 ?). 根据 推论 8.1.14, 集合 


Zx(Z\{0)) = {(0,b):a,beZ,b#0} 
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是 可 数 的 . 如 果 令 f :ZHx (ZN\{0}) 一 Q@ 是 函数 
fla,b) 二 人 


(注意 f 是 定义 成 功 的 , 因为 我 们 已 禁止 5 = 0), 就 从 推论 8.1.9 看 到 j(Zx (ZN\{0})) 
是 至 多 可 数 的 . 但 是 f(Z x (Z\ {0})) = Q (为 什么 ? 这 基本 上 就 是 比例 数 集 Q 的 
定义 ), 于 是 Q 是 至 多 可 数 的 . 但 Q 不 是 有 限 集 , 因为 它 包含 无 限 集 N. 所 以 @@ 是 
可 数 的 . ms 

注 8.1.16 ”由 于 比例 数 集合 是 可 数 的 , 我 们 知道 , 原则 上 可 以 把 比例 数 集 排 成 
一 个 序列 : 

Q = {a0, 01, 02,03,.…*}, 

使 得 这 个 序列 的 元 素 彼此 不 同 , 并 且 取 遍 Q 的 元 素 ( 即 , 每 个 比例 数 必 为 这 个 序列 
的 一 个 元 素 an). 但 是 , 实际 明确 地 排出 这 样 一 个 序列 是 相当 困难 的 (虽然 不 是 不 
可 能 的 ), 见习 题 8.1.10. 


习 题 8.1 


8.1.1 设 义 是 集合 .证明 X 是 无 限 集 当 且 仅 当 存 在 X 的 一 个 真子 集 Y S X, 它 与 XX 有 同 
样 的 基数 . 

8.1.2 ”证 明 命 题 8.1.4. (提示 : 可 使 用 归纳 法 , 或 使 用 无 限 下 降 原理 (习题 4.4.2); 或 使 用 最 小 
上 界 (或 最 大 下 界 ) 原理 (定理 5.5.9).) 如 果 用 整数 集 取代 自然 数 集 , 良 序 原理 还 成 立 
吗 ? 如 果 用 正比 例 数 集 取 代 自 然 数 集 , 情况 又 将 如 何 ? 请 解释 . 

8.1.3 ” 补 上 命题 8.1.5 证 明 中 标 出 (?) 的 细节 . 

8.1.4 ”证 明 命题 8.1.8. (提示 : 这 里 基本 的 问题 是 并 未 假定 了 是 1 对 1 的 . 定义 4 为 集合 


A := {nEN: 对 于 一 切 0 < m <n, f(m)#f(n)}, 


不 正式 地 说 , 4 是 使 f(n) 不 出 现在 序列 f(0), (1), … , f(n 一 1) 中 的 自然 数 ”的 集 
合 . 证 明 当 f 限制 在 4 上 时 , 它 成 为 从 4 到 f(4) 的 双 射 . 然后 使 用 命题 8.1.5.) 

8.1.5 ”用 命题 8.1.8 证 明 推 论 8.1.9. 

8.1.6 ” 设 4 是 集合 . 证 明 4 是 至 多 可 数 的 当 且 仅 当 存在 从 4A 到 N 的 单 射 了 : 4 一 N. 

8.1.7 ”证 明 命 题 8.1.10，( 提 示 : 根据 假定 , 有 双 射 f : N 一 X 和 双 射 g : N 一 Y. 现在 定 
义 了 :一 XUY 为 : 对 于 每 个 自然 数 几 h(2n) := f(n),h(2n 十 1) := g(n), 证 明 
h(N) = XXUY. 然后 使 用 推论 8.1.9 并 证 明 XUY 不 可 能 是 有 限 集 .) 

8.1.8 ”使 用 推论 8.1.13 证 明 推论 8.1.14. 

8.1.9 ” 设 了 是 至 多 可 数 的 集合 , 并 且 对 于 每 个 a € I, 设 4。 是 一 个 至 多 可 数 的 集合 . 证 明 集 
合 User ha 也 是 至 多 可 数 的 . 那么 可 数 集 的 可 数 并 是 可 数 的 . 

8.1.10 ” 找 出 一 个 从 自然 数 系 N 到 比例 数 集 Q 的 双 射 了: N 一 Q@. (警告 : 明显 地 做 出 f 实际 

上 是 非常 需要 技巧 的 , 很 难 让 f 同时 是 单 射 和 满 射 .) 
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88.2 ”在 无 限 集合 上 求 和 


我 们 现在 引入 在 可 数 集 上 求 和 的 概念 , 只 要 和 是 绝对 收敛 的 , 它 就 是 定义 成 功 

的 . 

定义 8.2.1( 可 数 集 上 的 级 数 ) ” 设 X 是 可 数 集 并 设 f : X 一 及 是 函数 . 我 们 
说 级 数 D2 f(z) 是 绝对 收敛 的 当 且 仅 当 对 于 某 双 射 g : N 一 X, 级 数 


oo 


Df(9(n)) 


n=0 
是 绝对 收敛 的 . 那 时 我 们 定义 
> ftz) = > floln)). 
EX n=0 
从 命题 7.4.3( 和 命题 3.6.4), 可 以 证 明 这 些 定义 不 依赖 于 g 的 选取 , 从 而 是 定义 
成 功 的 . 
我 们 现在 可 以 给 出 一 个 关于 二 重 求 和 的 重要 定理 . 
定理 8.2.2( 关 于 无 限 和 的 Fubini 定理 ) 设 /:NxN 一 民 是 函数 , 使 得 


> fm) 


(nm)ENxN 


是 绝对 收敛 的 . 那么 


( > mm)- 5 fm) 


n=0 \m=( (n,m)ENXN 


= (Se). 
(mn)ENxXN m=0 \n=0 
换 句 话说 , 只 要 整个 和 是 绝对 收敛 的 , 我 们 就 可 以 交换 无 限 和 的 次 序 . 你 应 该 

将 此 与 例 1.2.5 进行 比较 . 
证 明 ( 仅 给 出 证 明 的 框架 . 这 个 证 明 比 起 其 他 的 证 明 来 可 认为 更 为 复杂 , 因 
此 作为 选读 材料 .) 第 二 个 等 式 容易 从 命题 7.4.3( 及 命题 3.6.4) 推出 . 由 于 第 三 个 等 
式 与 第 一 个 非常 类 似 (基本 上 只 是 交换 n 和 m 的 角色 ), 所 以 我 们 只 证 明 第 一 个 等 
起 
我 们 先 考虑 f(n,m) 总 不 取 负 值 的 情形 ( 稍 后 将 处 理 一 般 情形 ). 记 

三 PB Ff (n,m). 


(n,m)ENxN 


156 第 8 章 无 限 集 合 


我 们 的 任务 是 证 明 级 数 2 
立 区 jt 四) 


n=0 \m=0 
收敛 到 工 . 
可 以 容易 地 证 明 对 于 一 切 有 限 集合 XCNxN 
> fm)<L. 
(nm)ex 


(为 什么 ? 使 用 Nx N 与 N 之 间 的 一 个 双 射 9, 然后 使 用 g(X) 是 有 限 集 , 从 而 是 有 
界 集 的 事实 .) 当然 , 对 于 每 个 ne N 和 每 个 M e N, 有 


M 
2 fm) < 
m=0 


根据 命题 6.3.8, 此 式 斑 含 对 于 每 个 n， 三 yw， m) 都 收敛 ， 类 似 地 , 对 于 任意 的 
N e N 和 任意 的 M e N, 有 (由 推论 7.1.14) 


N M 
DD,ms > fm)<L, 


n=0m=0 (nm)ex 


其 中 X 是 集合 {(n,m) e N x N :n < N,m < M}, 根据 命题 3.6.14, 这 个 集合 是 有 
限 的 . 对 此 式 当 M 一 oo 时 取 上 确 界 (根据 极限 算 律 及 对 N 的 归纳 ), 有 

N oo 

DD fm) < 


n=0m=0 


根据 命题 6.3.8, 这 落 含 另 如 f(mm) 收 化 ,以 及 


> > imm)<L. 


n=0 m=0 


为 结束 证 明 , 只 需 对 于 每 个 < > 0 证 明 
DD /wm)> 工 一 <. 


n=0m=0 
(为 什么 这 就 够 了 ? 用 反 证 法 证 明 一 下 .) 那么 设 < > 0. 根据 工 的 定义 , 可 以 找到 一 
个 有 限 集合 XCN x N 使 得 

D2 fn,m)2>L-e 


(mm)ex 
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(为 什么 ?), 这 个 集合 X, 作为 一 个 有 限 集合 , 必定 包含 在 某 个 形 如 
Y:={omeNxNin<Nm<M} 
的 集合 之 中 (为 什么 ? 用 归纳 法 证 一 下 ). 于 是 根据 推论 7.1.14， 


NM 
DVmm= Dum> DD fm2L-e, 


n=0 m=0 (mm)eY (mm)ex 


从 而 


这 就 是 所 需要 的 . 
这 就 证 明了 当 f(n,m) 都 不 是 负数 时 , 结论 成 立 . 类 似 的 论证 当 f(n,m) 都 不 
是 正 数 时 也 成 立 (事实 上 , 可 以 简单 地 使 用 刚刚 得 到 的 结果 于 函数 -了 , 再 使 用 极限 
算 律 消去 负 号 ). 
对 于 一 般 情 形 , 注意 到 函数 /可 以 被 写成 片 + 广 ,其 中 方 是 的 正 部 ( 即 当 
f(n,m) 是 正 数 时 , fi(n,m) = f(n,m), 否则 fi = 0), f- 是 了 的 负 部 ( 当 fl(n,m) 是 
负数 时 广 (nm)] = f(n,m), 否则 广 (nm) = 0). 容易 证 明 ， en fmm) 
是 绝对 收敛 的 , 那么 D5 Am 和 5 fn,m) 也 是 绝对 政信 的 


nm)ENxN (n,m)ENxN 
是 , 把 刚才 得 到 的 结果 应 用 于 f-- 和 f-, 然后 使 用 极限 算 律 把 它们 加 起 来 , 就 得 到 
对 于 一 般 的 7 的 结果 . 国 
对 于 绝对 收敛 级 数 有 另外 一 种 刻画 . 
引 理 8.2.3 ” 设 X 是 至 多 可 数 的 集合 , 并 设 了 : X 一 及 是 函数 . 那么 级 数 
2 J(z) 是 绝对 收 化 的 当 且 仅 当 


sup 位 f(z)|:AEX, 4 二 有 了 条 全] < oo 
TEA 
证 明 ”见习 题 8.2.1. 
受 这 个 引 理 的 启发 , 我 们 现在 可 以 定义 绝对 收敛 级 数 的 概念 , 甚至 在 集合 X 四 
不 可 数 的 情形 下 也 适用 . (在 下 一 节 中 我 们 给 出 不 可 数 集 的 一 些 例子 .) 
定义 8.2.4 ， 设 X 是 集合 ( 它 可 以 是 不 可 数 的 ), 并 设 / : X 一 及 是 函数 . 我 
们 说 级 数 三 f(z) 是 绝对 收 敏 的 , 当 且 仅 当 


Ry bale 二 GG 注 ， 4 是 由 的 ) < 


2€EA 
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注意 , 我 们 还 没有 说 级 数 到 7) 等 于 什么 . 这 将 由 下 述 引 理 来 完成. 
了 ZE. 
引 理 8.2.5 ” 设 X 是 集合 ( 它 可 以 是 不 可 数 的 ),， 并 设  : 和 一 及 是 函数 , 使 
得 级 数 2 jz) 是 绝对 收 化 的 . 那么 ,集合 {z Ee 久 : f(z) 尖 中 是 至 多 可 数 的 ， 
证 明 ”见习 题 8.2.2. 国 
根据 这 个 引 理 , 我 们 可 以 把 任何 一 个 在 不 可 数 集 X 上 绝对 收敛 的 级 数 3 7 
ZE. 


的 值 定义 为 
并 Ja:=- 5 yo， 


ZEX TEX:f(T)#0 
其 中 我 们 已 把 在 不 可 数 集 X 上 的 和 替代 为 在 可 数 集 {z e XX : f(z) 了 0} 上 的 和 . 
(注意 , 如 果 前 一 个 和 是 绝对 收敛 的 , 那么 后 一 个 和 也 是 绝对 收敛 的 .) 还 应 注意 , 这 
个 定义 与 我 们 已 有 的 在 可 数 集 上 的 级 数 的 定义 是 相 容 的 . 

我 们 给 出 关于 在 任意 集合 上 绝对 收敛 的 级 数 的 一 些 算 律 . 

命题 8.2.6( 绝 对 收敛 级 数 的 算 律 ) 设 X 是 任意 的 集合 (可 以 是 不 可 数 的 ), 并 
设 了 :外 一 腿 和 9g:XX 一 民 是 函数 ,使 得 到 f(z) 与 如 (四 者 绝对 收 全 


名 级 数 (7(z) + g()) 是 绝对 收 线 的 , 并 且 
TE. 
D2) + 92) = >》 Fz) + Do g(a). 
PEX ZEX zzEX 
(b) 如 果 “ 是 实数 ,那么 了 cf(2) 是 绝对 收 全 的, 并且 
YE- 
和 cj(lz)=<》 /Ho). 
了 EX 了 EX 
(e) 如 果 瑟 = Xi UX2, 其 中 Xi 与 X2 不 相交 , 那么 f(z) 与 及 f(z) 都 
TEXL EXa 
是 绝对 收敛 的 ， 并且 


> f= 9 fr)+ 》 f(z). 
ZEXL DTEX2 


zEXa U Xa 
反 过 来 ,如果 六 : 瑟 一 及 使 得 弓 h(z) 和 有 h(z) 都 是 绝对 收敛 的 ， 那 么 
xEXL zEX» 
2 “RMz) 也 是 绝对 收 伊 的 , 并且 


ZEXIU Xz 
3 hls)= Dh(z)+ DD hz). 


rEX1U Xe TEX1 EXs 
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(9) 如 果 了 了 是 另 一 个 条 合 , P :了 一世 是 双 射 ,那么 忆 f(e() 是 绝对 收 北 
VE 
的 ,， 并且 
Je))= > jc). 
yeY rEX 
证 明 见习 题 8.2.3. m 
回忆 例 7.4.4, 如 果 一 个 级 数 是 条 件 收敛 的 但 不 是 绝对 收 伍 的 , 那么 它 关于 重 排 
的 性 状 是 很 粮 料 的 . 我 们 现在 进一步 分 析 这 种 现象 . 
引 理 8.2.7 设 号 an 是 实数 级 数 , 它 是 条 件 收敛 的 但 不 是 绝对 收 全 的 , 定义 


A+:={neN:an20}, 4-_:={neN:a, <O0), 
那么 4+U4- =NN 并 且 A+ 门 4- 一 纪 . 那么 两 级 数 总 an 与 3 an 都 不 是 条 
nEA+ néeA- 


件 收 钙 的 (从 而 都 不 是 绝对 收 化 的 ). 
证 明 ”见习 题 8.2.4. 
我 们 现在 已 准备 好 建立 Georg Riemann(1826 一 1866) 的 著名 的 定理 , 它 断 言 一 
个 条 件 收敛 而 不 绝对 收敛 的 级 数 , 可 经 重 排 而 收敛 到 任意 预先 指定 的 值 ! 
定理 8.2.8 。 设 级 数 吕 a 是 条 件 收效 但 不 绝对 收 铸 的 级 数 ， 并 设 [是 任意 


的 一 个 实数 . 那么 存在 双 射 J :N 一 N, 使 得 SS am 条 件 收敛 到 工 . 

证 明 (可 选读 ) ”我 们 给 出 证 明 的 一 个 框架 , 把 细节 留 作 习 题 8.2.5. 设 4， 和 
4_ 是 引 理 8.2.7 中 的 集合 . 从 引 理 8.2.7 我 们 知道 级 数 加 on 与 2 an 都 是 绝 
对 发 散 的 . 当然 4 和 4_ 都 是 无 限 集合 (为 什么 ?). 那么 , 根据 命题 8.1.5, 可 以 找 
到 增 的 双 射 fi : N 一 A 及 广 : N 一 4_. 于 是 和 式 ane 及 2 ar_om 都 
是 绝对 发 散 的 (为 什么 ?). 我 们 的 计划 是 ， 以 成 功 选取 的 顺序 从 发 散 级 数 守 ey 


与 astm 中 选择 各 项 , 保持 它们 的 和 收敛 到 二 
我 们 递归 地 定义 自然 数 的 序列 no, nz, nz,… 如 下 . 
假定 j 是 自然 数 , 并 且 mi 对 于 一 切 i < j 已 定义 好 (如 果 7 = 0, 这 是 一 个 空 
洞 的 真 事 ). 然后 我 们 按 下 述 法 则 来 定义 nj. 
四 和 如果 , 甩 on < 二 那么 令 
Si<j 


nj :二 min{n e 4+ : 对 于 一 切 i < j,n 天 mi 
(也 如 果 于 an > 工 ,那么 令 
Oxicj 
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4 


nj :一 min{fn e A- : 对 于 一 切 i < j,n ni}. 


注意 , 这 个 递归 的 定义 是 成 功 的 , 因为 4+ 和 4- 都 是 无 限 的 , 从 而 集合 {ne 
对 于 一 切 i < jn 了 舌 mi} 以 及 {ne€ 4_ :对 于 一 切 i < 办 mi] 都 决 不 是 空 


集 . (直观 地 说 , 当 部 分 和 太 小 时 , 我 们 把 非 负 的 数 加 进 级 数 中 , 而 当 部 分 和 太 大 时 


我 们 


8.2.1 
8.2.2 


8.2.3 
8.2.4 
8.2.5 
8.2.6 


则 把 负数 加 入 其 中 .) 那么 可 以 验证 下 述 结论 : 
。 映 射 ; 一 mi 是 单 射 . (为 什么 ?) 
。 情 形 I 出 现 无 限 多 次 , 情形 II 也 出 现 无 限 多 次 . (为 什么 ? 用 反 证 法 证 一 下 .) 
。 映 射 ;一 nj; 是 满 射 . (为 什么 ?) 

。 我 们 有 jw =0. (为 什么 ? 注意 , 根据 推论 7.2.6，lim an = 0.) 

。 我 们 有 各 民 an = 了 工 (为 什么 ?) 


一 coo<ic 


然后 对 于 一 切 i 令 f(i) := ni, 就 得 到 所 要 的 结果 . 


习 题 8.2 


证 明 引 理 8.2.3. (提示 : 习题 3.6.3 可 能 有 用 .) 
证 明 引 理 8.2.5. (提示 : 先 证 明 如 果 M 是 量 


M := sup 位 If AEX, A 


zeA 
那么 对 于 每 个 正 整数 n, 集合 {z EX : |f(z)| > 去 } 都 是 有 限 的 , 并 且 基 数 最 多 是 Mn. 
然后 使 用 习题 8.1.9) 

证 明 命题 8.2.6，( 提 示 : 你 当然 可 以 使 用 第 7 章 的 一 切 结果 .) 

证 明 引 理 8.2.7. (提示 : 用 反 证 法 , 并 使 用 极限 算 律 .) 

解释 定理 8.2.8 的 证 明 中 标记 有 (为 什么 ?) 的 地 方 . 

设 这 an 是 一 个 条 件 收敛 但 不 绝对 收敛 的 级 数 . 证 明 存在 一 个 双 射 1 : N 一 N 使 得 


叶 qj 发 散 到 +co, 或 更 精确 地 
2 


六 x 
int Dm ee > orem = +o%0. 


m=0 


(当然 , 把 +oo 换 为 -oo 时 类 似 的 命题 也 成 立 .) 


88.3 ”不 可 数 的 集合 
我 们 已 经 看 到 大 量 的 无 限 集合 都 是 可 数 的 , 即使 是 比例 数 集 这 样 的 不 能 明显 看 


出 怎样 排 成 一 个 序列 的 集合 , 也 是 可 数 的 . 举 出 这 些 例子 之 后 , 人 们 可 能 开始 期 望 
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其 他 的 无 限 集合 , 例如 实数 集 , 也 都 是 可 数 的 一 一 毕竟 , 实数 只 是 比例 数 的 (形式 ) 
极限 而 已, 而 我 们 已 经 证 明了 比例 数 集 是 可 数 的 , 似乎 可 以 相信 实数 集 也 是 可 数 的 . 

于 是 , 当 Georg Cantor (1845 一 1918) 于 1837 年 证 明 某 些 集合 (包括 实数 集 R) 
事实 上 不 可 数 的 时 候 , 的 确 引起 了 巨大 的 震惊 . 不 管 你 如 何 努 力 , 你 都 没 法 把 实数 
集 排 成 一 个 序列 ao, a1,a2,… (当然 , 实数 集 及 可 以 包含 许多 无 限 序列 , 例如 序列 
0,1,2,3,4,…. 但 是 Cantor 证 明了 , 没有 任何 这 样 的 序列 可 以 用 尽 实数 ; 不 管 你 选 
择 怎样 的 实数 序列 , 总 有 某 些 实数 不 被 这 序列 所 包含 ) 

从 注 3.4.10 想起 , 如 果 X 是 一 个 集合 , 那么 X 的 赛 集 记 作 2* := {4 : 4EXh}， 
它 是 X 的 一 切 子 集合 所 成 的 集合 . 作为 例子 212) = {2,{1},{2},{12}}. 使 用 记 
号 2X 的 理由 在 习题 8.3.1 中 给 出 . 

定理 8.3.1(Cantor 定理 ) ” 设 X 是 一 个 任意 的 集合 (有 限 的 或 无 限 的 ) 那么 
集合 歹 与 2 不 能 有 同样 的 基数 . 

证 明 ”用 反 证 法 . 设 集合 X 与 2Xx 有 同样 的 基数 . 那么 存在 X 与 X 的 军 集 
之 间 的 双 射 了 : X 一 2X. 现在 考虑 集合 


A:={zEX:z 4 f(r)}. 


注意 , 这 个 集合 是 定义 成 功 的 , 因为 /(z) 是 2X 的 一 个 元 素 , 从 而 是 蕊 的 一 个 子 集 
合 . 显然 , 4 是 X 的 一 个 子 集合 , 那么 它 是 2X 的 一 个 元 素 . 由 于 f 是 双 射 , 必定 存 
在 zeX 使 得 1(z) = 4. 于 是 出 现 两 种 情形 , z e 4 或 者 Zz ¥ 4. 如果 ze 4, 那么 
根据 4 的 定义 z& f(z), 从 而 x 9 4, 发 生 矛盾 . 但 是 如 果 z& 4, 那么 rz& fm)， 
于 是 根据 4 的 定义 , 有 z e 4, 也 是 矛盾 . 不 管 在 哪 种 情形 , 我 们 都 得 到 艺 盾 .。 国 

注 8.3.2 ”读者 应 把 Cantor 定理 的 证 明 与 Russell 悖 论 的 叙述 (83.2) 相 比 较 . 
关键 在 于 , 在 X 与 2X 之 间 的 双 射 或 许 已 经 危险 地 接近 于 “包含 自己 ”的 集合 蕊 
的 概念 . 

推论 8.3.3 ”2 是 不 可 数 的 . 

证 明 ”根据 定理 8.3.1, 28 不 能 与 N 有 相同 的 基数 , 那么 它 或 者 是 不 可 数 的 ， 
或 者 是 有 限 的 . 但 是 , 28 包含 单元 素 集 的 集合 {{n} : ns N}, 它 明 显 地 双 射 到 N， 
从 而 是 可 数 无 限 的 . 于 是 28 不 能 是 有 限 的 (根据 命题 3.6.14), 所 以 是 不 可 数 的 . 国 

Cantor 定理 有 下 述 重要 的 (但 不 直观 的 ) 推论 

推论 8.3.4” 民 是 不 可 数 的 . 

证 明 ”我 们 用 公式 


f(4) := D10™" 


neA 


来 定义 映射 / : 28 一 有, 注意 到 尖 10-" 是 绝对 收敛 级 数 (根据 引 理 7.3.3), 那么 级 
n=0 


162 第 8 章 无 限 集 合 


数 守 10-" 也 是 绝对 收敛 的 (根据 命题 8.2.6(c)). 于 是 , 映射 f 是 定义 成 功 的 . 
mnEA 
我 们 现在 要 证 明 / 是 单 射 . 用 反 证 法 . 假设 有 两 个 不 同 的 集合 4,B <e 28, 使 
得 1(4) = f(B). 由 于 4 关 互 , 集合 
(A4\ B)U(B\ 4) 


是 N 的 一 个 不 空 的 子 集 合 . 根据 良 序 原理 (命题 8.1.4), 可 以 确定 这 个 集合 的 最 小 
值 , 即 no := min(4\ B)U(B\ 4). 那么 no 或 属于 4\ 或 属于 B\ 4. 根据 对 称 
性 , 不 妨 认 为 no 属于 4\ B. 那么 no e A4，no #4 B, 并 且 对 于 一 切 n < no, 或 有 
ne Ah,B 或 有 ng 4,B. 于 是 


0=f(4) -1(B)= 10"- 5 10" 


neEA neB 
或 3 10 "+l0 + > 10™") 
n<non€EA n>no:nEA 
-( HF om+ 于 10") 
n<nonEB n>no:n€EB 
=10™%+ > 10"- 3 10 
n>no:nEA n>non€éB 


1 
>10"+0- 》 10">10-"%— 510°™ >0, 
n>no 


得 到 矛盾 , 其 中 我 们 使 用 了 几何 级 数 引 理 ( 引 理 7.3.3) 来 求 和 
-= S10-totitm) 2 10-"01 S10-m -110-m 
3 10"= 》 10-0o+l+m) = 10 D7 10™ = $10"™. 


n>no m=0 m=0 
于 是 f 是 单 射 , 这 意味 着 f(2N) 与 28 具有 同样 的 基数 ， 从 而 是 不 可 数 的 ， 由 于 
f(2) 是 RR 的 一 个 子 集合 , 这 就 使 R 也 必定 是 不 可 数 的 (否则 将 与 推论 8.1.7 村 

盾 ). 我 们 完成 了 证 明 . 

注 8.3.5 ”在 习题 18.2.6 中 ， pl pal 

注 8.3.6 ”推论 8.3.4 表明 , 实数 集 R 具有 比 自 然 数 集 N 严格 大 的 基数 ( 依 
题 3.6.7 的 意义 ). 人 们 或 许 会 问 , 是 否 存在 这 样 的 集合 , 它 具 有 比 A 
但 比 实数 集 严 格 小 的 基数 . 连续 统 假设 (Continuum Hypothesis) 断言 , 不 存在 这 样 
的 集合 . 有 趣 的 是 , 分 别 在 Kurt Gadel(1906 一 1978) 和 Paul Cohen(1934 一 ) 的 著作 
中 证 明了 , 这 条 假设 是 与 集合 论 的 其 他 公理 相 独立 的 ; 它 既 不 能 被 其 他 那些 公理 所 
证 明 , 也 不 能 被 那些 公理 所 和 否定 (除非 那些 公理 是 不 相 容 的 , 而 事情 不 大 可 能 如 此 ). 
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习 题 8.3 


8.3.1 ” 设 X 是 基数 为 n 的 有 限 集合 . 证 明 2Y 是 基数 为 2* 的 有 限 集合 . (提示 : 对 n 用 归纳 
法 .) 

8.3.2 ” 设 4, B,C 是 集合 , 4 C B S C,， 并 设 存在 双 射 1 : C 一 4， 递 归 地 定义 集合 
Do,Di1,D2,…, 令 Do := B\4，Dnil := f(Dn)， 证 明 诸 集合 Do, Di, D2,… 
是 互 不 相交 的 ( 即 当 n 六 mm 时 Du 门 Dn = 2)， 再 证 明 如 果 当 = €& U%oD。 时 
g(z) := f(z), 而 当 z 4 Uo Dn 时 g(z) :=z, 那么 g: 4 一 B 是 从 4 到 B 的 双 射 . 
从 而 4 和 B 具有 同样 的 基数 . 

8.3.3 ”回顾 习题 3.6.7, 一 个 集合 4 叫 作 具有 小 于 或 等 于 集合 B 的 基数 , 当 且 仅 当 存在 一 个 
从 4 到 B 的 单 射 . 使 用 习题 8.3.2 证 明 , 如 果 和 集合 4 具有 小 于 或 等 于 集合 B 的 基数 ， 
而 集合 B 具有 小 于 或 等 于 4 的 基数 , 那么 4 和 B 具有 相同 的 基数 . (这 就 是 周知 的 
Schr6der-Bernstein 定理 , 以 Ernst Schr5der 和 Felix Bernstein(1878 一 1956) 的 
名 字 命名 .) 

8.3.4 ”如 果 集合 4 具有 小 于 或 等 于 集合 B 的 基数 ( 依 习题 3.6.7 的 意义 ), 但 4 没有 与 B 相 
同 的 基数 , 那么 我 们 说 , 4 具有 比 B 严格 小 的 基数 . 证 明 对 于 任何 集合 X, X 具有 比 
2X 严格 小 的 基数 . 再 证 明 , 如 果 4 具有 比 B 严格 小 的 基数 , B 具有 比 C 严格 小 的 基 
数 , 那么 A 具有 比 C 严格 小 的 基数 . 

8.3.5 “证明 不 存在 罕 集 ( 即 对 于 某 集合 X 的 形 如 2X 的 集合 ) 可 以 是 可 数 无 限 的 . 
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现在 我 们 来 讨论 集合 论 的 标准 的 Zermelo-Fraenkel 选择 系统 的 最 后 一 个 公理 ， 
即 选择 公理 . 我 们 迟 迟 不 引入 这 个 公理 , 为 的 是 证 明 分 析 学 基础 的 大 部 分 可 以 不 用 
援引 这 个 公理 而 构建 起 来 . 但 是 在 分 析 学 理论 的 许多 进一步 发 展 的 场合 , 使 用 这 个 
非常 有 效 的 公理 是 特别 方便 的 (在 某 些 场合 甚至 是 本 质 的 ). 另 一 方面 , 选择 公理 可 
以 导出 大 量 非 直观 的 结果 (例如 Banach-Tarski 悖 论 , 我 们 将 在 818.3 中 讨论 它 的 
一 个 简化 形式 ), 也 可 以 导出 在 哲学 上 有 点 不 满足 需要 的 证 明 . 尽管 如 此 , 这 条 公理 
几乎 毫 无 例外 地 被 数学 家 所 接受 . 信赖 这 条 公理 的 一 个 理由 是 伟大 逻辑 学 家 Kurt 
Gidel 的 一 个 定理 .Gadel 证 明了 , 一 个 使 用 选择 公理 证 明 的 结果 , 绝对 不 会 与 不 
使 用 选择 公理 证 明 的 结果 相 了 矛盾 (除非 集合 论 的 其 他 公理 本 身 是 不 相 容 的 , 而 这 是 
不 大 可 能 的 ). 更 确切 地 说 , G6del 证 明了 选择 公理 是 不 可 解决 的 (undecidable); 它 
婚 不 能 被 集合 论 的 其 他 公理 所 证 实 , 也 不 能 被 它们 所 否定 , 只 要 那些 公理 本 身 是 相 
容 的 ，( 从 一 族 不 相 容 的 公理 出 发 可 以 证 明 每 个 命题 都 既是 真 的 又 是 假 的 .) 在 实 
践 中 , 这 意味 着 , 分 析 学 的 任何 “实际 ”应 用 (更 准确 地 说 , 是 任何 只 处 理 “ 可 解决 
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(decidable)” 问题 的 应 用 ), 只 要 是 严格 地 依赖 于 使 用 选择 公理 的 ,都 同样 可 以 严格 
地 依赖 于 不 使 用 选择 公理 , 虽然 在 很 多 情况 下 , 要 是 不 允许 使 用 选择 公理 的 话 , 就 
要 花费 复杂 得 多 并 且 长 得 多 的 论述 . 于 是 , 可 以 把 选择 公理 看 成 是 分 析 学 中 的 一 个 
方便 的 、 安 全 的 、 节 省 劳力 的 工具 . 在 数学 的 其 他 领域 , 特别 是 在 集合 论 中 , 许多 问 
题 都 不 是 可 解决 的 , 是 否 接受 选择 公理 一 事 倍 受 争议 , 并 且 受 到 哲学 上 的 关注 , 就 
像 在 数学 上 和 逻辑 学 上 受到 关注 一 样 . 但 在 本 书 中 我 们 不 讨论 这 些 事情 . 

我 们 从 把 定义 3.5.7 中 的 有 限 稍 卡 儿 积 推广 到 无 限 笛 卡 儿 积 开始 . 

定义 8.4.1( 无 限 贡 卡 儿 积 ) 设 了 是 集合 (可 以 是 无 限 的 ), 并 且 对 于 每 个 ae 了 
设 Xa 是 一 个 集合 . 我 们 定义 笛 卡 儿 积 [a1 X。 为 集合 


村 

Ilx :一 {ee e (Lx) : 对 于 一 切 a € I, za e xz 

其 中 我 们 (从 公理 3.10) 回想 起 (Uscy X。)" 是 全 体 把 每 个 a e 了 对 应 给 一 个 元 素 

ze < Uper Xp 的 函数 (zejoey 的 集合 . 于 是 贡 Xe 是 这 个 函数 集合 的 一 个 子 集合 ， 
GE. 


它 由 那些 把 每 个 a < 了 对 应 给 一 个 元 素 zu < Xu 的 函数 (za)usr 组 成 . 
例 8.4.2 ”对 于 任意 的 集合 和 X, 有 xX = XX!( 为 什么 ?). 如 果 了 是 一 个 
CE 
形 如 了 := {ie N :1<ign} 的 集合 , 那么 TX 与 定义 3.5.7 中 定义 的 [TX; 
oaET 


1<ign 
是 同一 个 集合 . (为 什么 ?) 

从 引 理 3.5.12 记 起 , 如 果 Xi,… ,Xn 是 任意 的 非 空 集合 的 有 限 族 , 那么 笛 卡 
儿 积 X; 也 不 空 . 选择 公理 断定 , 这 个 命题 对 无 限 笛 卡 儿 积 也 成 立 : 


公理 8.1( 选 择 公理 ) ” 设 7 是 集合 , 并 且 对 于 每 个 a E J, 设 Xs 是 一 个 不 空 的 
集合 . 那么 [Xo 也 是 不 空 的 . 换 身 话说 , 存在 一 个 函数 (Za)aer, 它 把 每 个 a ET 
ae€ 


对 应 给 一 个 元 素 ra € Xa. 

注 8.4.3 ”这 个 公理 背后 的 直观 是 , 给 定 一 个 非 空 的 集合 Xe 的 族 (可 以 是 无 
限 的 族 ) {X。 : a e 了 中), 一 定 可 以 从 每 个 集合 X。 中 选取 单个 元 素 za, 然后 把 所 作 
的 一 切 选择 构成 可 能 无 限 的 组 (za)aer. 一 方面 , 这 是 一 个 非常 直观 可 用 的 公理 ; 在 
某 种 意义 上 说 , 只 不 过 是 一 次 一 次 地 使 用 引 理 3.1.6 而 已 . 另 一 方面 , 人 们 在 做 无 限 
多 次 的 任意 选择 , 完全 没有 明确 的 法 则 来 规范 如 何 进行 这 些 选择 , 这 个 事实 可 是 有 
点 让 人 为 难 . 的 确 , 有 很 多 使 用 选择 公理 证 明 的 定理 , 断定 某 个 具有 一 定性 质 的 对 
象 的 抽象 的 存在 , 完全 不 说 这 个 对 象 是 什么 , 或 者 如 何 来 构造 它 . 于 是 , 选择 公理 可 
以 导致 非 构造 性 的 证 明 只 是 演示 一 个 对 象 的 存在 而 并 不 实际 明白 地 构造 这 个 
对 象 . 这 个 问题 并 不 是 只 对 于 选择 公理 才 发 生 的 一 一 作为 例子 , 在 引 理 3.1.6 中 早 
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就 出 现 过 了 一 一 - 不 过 使 用 选择 公理 来 表明 其 存在 的 那些 对 象 , 在 它们 的 非 构造 性 
的 水 平 上 要 表现 得 更 为 极端 一 些 . 但 不 管 怎么 说 , 只 要 认识 到 了 非 构造 性 的 存在 性 
命题 与 构造 性 的 存在 性 命题 之 间 的 区 别 (后 者 是 更 受 欢迎 , 但 在 很 多 情况 下 并 不 是 
严格 必须 的 ), 就 不 会 有 什么 困难 了 (或 许 在 哲学 水 平 上 会 有 例外 ). 

注 8.4.4 ”选择 公理 有 许多 等 价 的 表述 ; 我 们 在 下 面 的 习题 中 给 出 一 些 . 

在 分 析 学 中 , 人 们 常常 不 需要 选择 公理 的 全 部 功能 , 取而代之 的 常常 只 是 可 数 
选择 公理 , 它 和 选择 公理 一 样 , 只 不 过 指标 集 7 限于 是 至 多 可 数 的 . 下 面 我 们 给 出 
这 样 的 一 个 典型 的 例子 . 

引 理 8.4.5 设 已 是 实 直 线 的 一 个 不 空 的 子 集合 , 满足 sup{B) < co ( 即 已 有 
上 界 ). 那么 存在 一 个 序列 (an)?21, 它 的 元 素 都 在 忆 中 , 并 且 


im an = sup(E). 
证 明 ”对 于 每 个 正 的 自然 数 n, 让 X 代表 集合 
WE { EE:sup(E)— i 和 和 站 ap] 


由 于 sup( 媚 ) 是 巨 的 最 小 上 界 , 所 以 , sup(5) 一 上 不 能 是 巨 的 上 界 , 从 而 对 于 每 个 m 
Xn 都 不 空 , 使 用 选择 公理 (或 可 数 选 择 公理 ), 我 们 就 可 以 找到 一 个 序列 (a,,)%， 
使 得 对 于 一 切 n > 1，an e Xn. 当然 , 对 于 一 切 n，an E ,并 且 
sup(E)— i 和 an < sup(BE). 
那么 , 根据 挤 压 判别 法 (推论 6.4.14), 就 有 
im an = sup(E). 图 

注 8.4.6 ”在 很 多 特殊 情形 下 , 可 以 不 用 选择 公理 而 获得 此 引 理 的 结论 . 例如 ， 
如 果 E 是 闭 集 (定义 12.2.12), 那么 可 以 不 用 选择 公理 而 以 公式 an := inf(CXn) 确 
定 an，B 是 闲 集 这 一 额外 的 假定 将 保证 a 属于 已 

选择 公理 的 另 一 种 表述 方式 如 下 . 

命题 8.4.7 设 瑟 和 Y 是 集合 , 并 设 P(z,g) 是 一 个 关于 对 象 PE X 和 对 象 
2 EY 的 性 质 , 使 得 对 于 每 个 EX 至 少 有 一 个 yeY 使 P(z,y) 成 立 , 那么 存在 
一 个 函数 了 :下 一 也 使 得 对 于 一 切 了 ZE X，P(z,j(z)) 成 立 . 

证 明 ”见习 题 8.4.1 [ 


习 题 8.4 


8.4.1 ”证 明 选 择 公理 蕴含 命题 8.4.7. (提示 : 对 每 个 x < X 考虑 集合 Yo := {yeEY: 
PP(zr,g) 成 立 }.) 反之 , 证 明 如果 命 题 8.4.7 成 立 , 那么 选择 公理 也 成 立 . 
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8.4.2 ” 设 工 是 集合 并 且 对 于 每 个 a € T 设 Xe 是 不 空 的 集合 . 假设 所 有 的 集合 Xo 彼此 不 相 
交 , 即 对 于 一 切 不 同 的 a,B € J，Xa 门 Xp = 82. 使 用 选择 公理 证 明 , 存在 一 个 集合 了， 
使 得 对 于 一 切 we 了 #(Y 门 Xa) = 1( 即 Y 与 每 个 X。 恰 有 一 个 公共 元 素 ). 

反 过 来 , 证 明 如 果 上 述 命题 对 于 任意 选取 的 集合 三 以 及 不 空 的 不 相交 的 集合 Xa, ae 
了 都 成 立 , 那么 选择 公理 也 成 立 . (提示: 问题 在 于 , 在 公理 8.1 中 诸 集 合 Xe 并 不 假定 
是 互 不 相交 的 . 但 此 事 可 以 用 下 述 花 招来 克服 , 即 代 替 Xo 而 考虑 集合 {a} x Xa = 
{(a,2) :x € Xa}.) 

8.4.3” 设 4 和 B 是 集合 , 并 且 存 在 一 个 满 射 g : B A, 使 用 选择 公理 证 明 , 存在 一 个 单身 
:4 一 B. 换 句 话说 , 依 习题 3.6.7 的 意义 , A 具有 小 于 或 等 于 B 的 基数 . (提示 : 对 
于 每 个 a e 4, 考虑 道 象 g-!({a}).) 将 此 与 习题 3.6.8 进行 对 比 . 

反 过 来 , 证 明 如 果 上 述 命题 对 于 任意 的 集合 A, B 以 及 满 射 9 : B 一 A 都 成 立 , 那 
么 选择 公理 成 立 . (提示 : 用 习题 8.4.2.) 


8§8.5 序 集 


选择 公理 紧密 联系 于 序 集 理 论 . 实际 上 有 很 多 类 型 的 序 集 , 我 们 将 只 涉及 三 种 
类 型 的 序 集 : 偏 序 集 、 全 序 集 以 及 良 序 集 . 

定义 8.5.1( 偏 序 集 ) ” 偏 序 集 (partially ordered set 或 poset) 是 一 个 集合 X， 
连同 X 上 的 一 个 关系 ”<x. (于 是 对 于 任何 两 个 对 象 z,y e X, 命题 z <x y 或 为 
真 命题 , 或 为 假 命题 ). 这 个 关系 遵从 下 面 三 条 性 质 : 

。( 自 反 性 ) 对 于 任何 EX 都 有 7 <x zi 

。 (反对 称 性 ) 如 果 z,y Ee XX 并 且 xz <xy 及 y <x cz 那么 z 一 纺 

。 (传递 性 ) 如 果 ,yj ze 天 使 得 z<xyh ys<x2 那么 zS<xz. 

我 们 把 <x 叫 作 序 关 系 . 在 绝 大 多 数 情况 下 , 从 上 下 文 可 明白 X 是 哪个 集合 ， 
在 那 种 情况 下 , 我 们 简单 地 写 < 以 代替 <x. 我 们 写 > <x y( 或 简单 地 写 z < )， 
如 果 =<xy 并 且 z 关 7 

例 8.5.2 ”自然 数 集 R 连同 寻常 的 (在 定义 2.2.11 中 定义 的 ) 小 于 等 于 关系 
< 根据 命题 2.2.12 构成 一 个 偏 序 集 . 类 似 的 论述 ( 使 用 适当 的 定义 和 命题 ) 表明 ， 
整数 集 Z、 比 例 数 集 Q@、 实 数 集 R 以 及 广义 实数 集 R* 都 是 偏 序 集 . 同时 , 如 果 XX 
是 一 个 集合 的 族 , 使 用 (定义 3.1.15 中 确定 的 ) “是 一 个 子 集 ” 的 关系 C 作为 序 关 系 
<x, 那么 六 也 是 偏 序 集 ( 命 碑 3.1.18). 注意 , 肯定 可 以 给 予 这 些 集合 以 与 标准 情 
形 不 同 的 偏 序 , 作为 例子 见习 题 8.5.3. 


@ 严 格 说 来, 一 个 偏 序 集 不 是 一 个 集合 X, 而 是 一 个 偶 (X, <x). 但 在 许多 情况 下 , 序 <x 都 是 从 上 下 
文 可 清楚 知道 的 , 于 是 我 们 把 X 自身 叫做 偏 序 集 ， 虽 然 这 在 严格 意义 上 是 不 正确 的 - 
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定义 8.5.3( 全 序 集 ) ” 设 X 是 偏 序 集 , 具有 序 关系 <x，X 的 子 集合 Y 叫 作 
是 全 序 的 , 如 果 任 给 两 个 元 素 y,y Ee Y, 我 们 或 有 y <x y,, 或 有 y <x y( 或 两 者 部 
成 立 ). 如 果 X 自身 是 全 序 的 , 我 们 就 说 X 是 带 有 序 关系 <x 的 全 序 集 (或 者 链 ). 

例 8.5.4 ”自然 数 集 N、 整 数 集 乙 、 比 例 数 集 Q@、 实 数 集 及 以 及 广义 实数 
集 R*, 带 着 通常 的 序 关 系 <, 都 是 全 序 的 (分 别 根据 命题 2.2.13、 引 理 4.1.11、 命 
题 4.2.9、 命 题 5.4.7 以 及 命题 6.2.5). 还 有 , 全 序 集 的 任何 子 集 都 是 全 序 的 (为 什 
么 ?)， 另 一 方面 , 一 个 集合 族 连 同 c 关系 通常 不 是 全 序 的 . 例如 , 如 果 X 是 集合 
{ 2}, {2}, {2, 3}, {2, 3, 4}, {5}}, 以 集合 包含 关系 ES 为 序 , 那么 X 的 元 素 {1,2} 和 
{2, 3} 是 彼此 不 能 比较 的 ( 即 {1,2} & {2,3} 并 且 {2,3} {1,2}). 

定义 8.5.5( 最 大 元 和 最 小 元 ) ” 设 X 是 偏 序 集 , Y 是 X 的 子 集合 . 我 们 说 y 
是 了 的 最 小 元 , 如 果 y <Y 并 且 不 存在 元 素 ye Y 使 得 y <y. 我 们 说 y 是 了 的 
最 大 元 , 如 果 ye Y 并 且 不 存在 yeEY 使 得 y < vy. 

例 8.5.6 ”使 用 上 例 中 的 集合 X, {2} 是 最 小 元 , {1,2} 和 {2,3,4} 是 最 大 元 ， 
{5} 既是 最 小 元 也 是 最 大 元 , 而 {2, 3} 既 不 是 最 小 元 , 也 不 是 最 大 元 . 这 个 例子 表 
明 , 一 个 偏 序 集 可 以 有 多 个 最 大 元 和 多 个 最 小 元 ; 但 全 序 集 就 不 行 (习题 8.5.7). 

例 8.5.7 ”自然 数 集 N( 以 < 为 序 ) 有 一 个 最 小 元 , 即 0, 但 没有 最 大 元 . 整数 
集 忆 既 没 有 最 大 元 也 没有 最 小 元 . 

定义 8.5.8( 良 序 集 ) ” 设 X 是 偏 序 集 , Y 是 X 的 全 序 子 集 . 我 们 说 Y 是 良 序 
的 , 如 果 Y 的 每 个 不 空子 集 4 都 含有 最 小 元 min(4). 

例 8.5.9 ”根据 命题 8.1.4, 自然 数 集 N 是 良 序 的 . 但 是 整数 集 Z、 比 例 数 集 Q 
及 实数 集 R 都 不 是 (见习 题 8.1.2). 每 个 有 限 的 全 序 集 都 是 良 序 的 (习题 8.5.8). 良 
序 集 的 每 个 子 集 还 是 良 序 的 (为 什么 ?). 

良 序 集 的 一 个 优点 是 它们 自动 服从 强 归纳 原理 (参见 命题 2.2.14). 

命题 8.5.10( 强 归纳 原理 ) 设 生 是 带 有 序 关 系 < 的 良 序 集 , 并 设 P(n) 是 关 
联 于 每 个 元 素 ne XX 的 性 质 ([ 即 对 于 每 个 m E 外, P(n) 或 是 真 命题 , 或 是 假 命 题 ). 
假设 对 于 每 个 ne 义 都 有 下 述 蔓 含 关系 : 如 果 对 于 一 切 m EX 且 m <xn,P(m) 
是 真 的 , 那么 P(n) 也 是 真 的 . 于 是 , 对 于 一 切 nE 外, P(n) 是 真 的 . 

注 8.5.11 ”好 像 很 奇怪 , 在 强 归 纳 法 中 没有 对 应 于 公理 2.5 中 的 假设 P(0) 的 
“基础 ” 情形 . 但 是 , 这 样 的 基础 情形 已 自动 地 包含 在 强 归纳 假设 之 中 了 . 实际 上 ， 
如 果 0 是 X 的 最 小 元 , 那么 把 假设 “如 果 P(m) 对 于 一 切 m 满足 m <x n 者 都 
是 真 的 , 那么 P(n) 也 是 真 的 ”使 用 于 n = 0 的 情形 , 我 们 自动 地 得 到 P(0) 是 真 的 
(为 什么 ?). 

证 明 ”见习 题 8.5.10. 3 

至 此 我 们 尚未 见 到 选择 公理 起 什么 作用 . 一 旦 我 们 引入 上 界 和 严格 上 界 的 概 
念 , 选择 公理 就 要 起 作用 了 . 
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定义 8.5.12( 上 界 及 严格 上 界 ) ” 设 X 是 具有 序 关 系 < 的 偏 序 集 , 并 设 Y 是 
X 是 子 集合 . 设 z € X, 我 们 说 > 是 Y 的 上 界 , 如 果 对 于 每 个 ye 工 都 有 2 < z. 
如 果 zx 是 了 的 上 界 并 且 = gy, 我们 就 说 > 是 Y 的 严格 上 界 . 等 价 地 说 , > 是 Y 
的 严格 上 界 , 当 且 仅 当 对 于 一 切 ye Y 都 有 y < z. (为 什么 这 是 等 价 的 ?) 

例 8.5.13 ”考虑 具有 通常 的 序 < 的 实数 系 及 . 那么 2 是 集合 {zr e 及 :1 < 
Z < 2} 的 上 界 , 但 不 是 严格 上 界 . 另 一 方面 , 数 3 是 这 个 集合 的 严格 上 界 . 

引 理 8.5.14 设 义 是 具有 序 关 系 < 的 偏 序 集 , 并 设 zo 是 下 的 元 素 . 那么 
下 有 一 个 良 序 于 集 Y, 它 以 zo 为 最 小 元 , 并 且 它 没有 严格 上 界 . 

证 明 “ 引 理 背后 的 直观 是 尽力 施 实 下 述 步骤 : 从 := {zo} 开始 . 如 果 了 了 没 
有 严格 上 界 , 则 搞定 ; 否则 的 话 , 我 们 选取 一 个 严格 上 界 并 添加 之 于 Y. 然后 再 看 工 
是 否 有 严格 上 界 . 如 果 没 有 , 我 们 就 搞定 , 否则 再 选 男 一 严格 上 界 并 添加 之 于 Y.“ 无 
休止 地 ”继续 这 个 步骤 直到 我 们 用 尽 一 切 严格 上 界 . 选择 公理 要 用 到 , 因为 发 生 了 
无 限 多 次 选择 . 但 这 决 不 是 严格 的 证 明 , 因为 很 难 准确 地 说 清 什么 是 “无 休止 地 ” 实 
施 一 个 步骤 . 代 蔡 这 个 做 法 , 我 们 将 要 做 的 是 隔离 出 一 族 “ 部 分 完全 的 ”集合 了 , 我 
们 称 它们 为 好 的 集合 , 然后 取 一 切 好 的 集合 的 并 而 得 到 一 个 “完全 的 " 对 象 Y。, 它 
将 确实 没有 严格 上 界 . 

现在 我 们 开始 严格 地 证 明 . 用 反 证 法 . 假定 X 的 每 个 以 zo 为 最 小 元 的 良 序 子 
集 Y 都 至 少 有 一 个 严格 上 界 . 使 用 选择 公理 (以 命题 8.4.7 的 形式 ), 对 于 X 的 每 
个 以 zo 为 最 小 元 的 良 序 子 集 Y 指定 一 个 严格 上 界 s(Y) < X. 

我 们 来 定义 X 的 一 个 特殊 的 子 集 族 . 我 们 说 X 的 子 集 Y 是 好 的 当 且 仅 当 它 
是 良 序 的 , 以 zo 为 其 最 小 元 , 并 具有 下 述 性 质 : 


z=s({ysYy:y<z)， 对 于 一 切 zeY \ {zo}. 


注意 , 如 果 zeY \ {zo}, 那么 集合 {y EY :y < z} 是 X 的 一 个 子 集合 , 它 是 良 序 
的 , 并 且 含 有 zo 为 其 最 小 元 . 设 


0 := {Y CX :Y 是 好 的 } 


是 XX 的 一 切 好 子 集 的 类 . 这 个 类 不 空 , 因为 X 的 子 集 {zo} 明显 是 好 的 (为 什么 ?). 

我 们 进行 下 述 重要 的 考察 : 如 果 了 和 Y' 是 X 的 两 个 好 子 集 , 那么 Y\Y 
的 每 个 元 素 都 是 了 的 严格 上 界 , 而 Y \Y' 的 每 个 元 素 都 是 Y' 的 严格 上 界 (习题 
8.5.13). 当然 , 给 定 任何 两 个 好 集合 Y 和 Y'，Y'\Y 和 了 \Y' 中 至 少 有 一 个 不 空 
(因为 它们 彼此 互 为 严格 上 界 ). 换 句 话说 , 9 以 包含 关系 成 为 全 序 集 : 给 定 两 个 好 
集合 Y 和 YY', 要 么 YCY', 要么 Y'CY. 

令 Yo := U 9, 即 Yo 是 XX 的 一 切 至 少 属 于 XX 的 一 个 好 子 集 的 元 素 所 成 的 
集合 . 显然 , zo e Yoo. 同时 , 由 于 X 的 每 个 好 子 集 都 以 zo 为 其 最 小 元 , 集合 Y 也 
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以 zo 为 其 最 小 元 (为 什么 ?). 

接 下 来 我 们 证 明 Y。 是 全 序 集 . 设 z,z' 是 xx 的 两 个 元 素 . 根据 Yc 的 定义 ， 
我 们 知道 , z 属于 某 好 集合 Y, 而 z' 属于 某 好 集合 Y'. 但 由 于 9 是 全 序 的 , 这 两 
个 集合 中 的 一 个 包含 另 一 个 . 于 是 zz' 包含 在 同一 个 好 集 (或 者 Y 或 者 Y') 之 中 . 
由 于 好 集合 是 全 序 的 , 于 是 我 们 知道 , 要 么 > < z', 要 么 z' < x. 这 就 是 要 证 的 

下 面 我 们 证 明 Ys。 是 良 序 集 . 设 4 是 Yo 的 任意 一 个 不 空子 集 . 那么 可 以 取 
一 个 元 素 a& 4, 它 当然 也 在 Yo 中 . 因此 有 一 个 好 集合 了 使 得 ae Y. 那么 ANY 
是 Y 的 一 个 不 空子 集 . 由 于 Y 是 良 序 的 , 那么 集合 4 门 Y 有 一 个 最 小 元 , 记 作 5b. 
现在 回顾 一 下 , 对 于 任何 其 他 好 集合 Y', Y'\Y 的 每 个 元 素 都 是 Y 的 严格 上 界 , 当 
然 比 5 大. 由于。 是 4 门 Y 的 最 小 元 , 这 蕴含 b 也 是 4 门 Y' 的 最 小 元 .此 事 对 于 
每 个 好 集合 Y’ 都 成 立 (为 什么 ?). 由 于 4 的 每 个 元 素 都 属于 Y, 于 是 属于 至 少 一 
个 好 集合 Y', 那么 我 们 看 到 b 是 4 的 最 小 元 . 因此 Yo。 是 良 序 的 . 这 就 是 要 证 的 . 

由 于 Yoo 是 良 序 的 , 以 zo 为 最 小 元 , 所 以 它 有 严格 上 界 s(Y)， 那么 , 并 集 
合 YoU{s(Y5o)} 是 良 序 的 (为 什么 ? 见习 题 8.5.11), 而 且 zo 为 其 最 小 元 (为 什 
么 ?7)， 于 是 这 个 集合 是 好 的 , 从 而 , 必 含 在 Y。 中 .但 由 于 s(Y%) 是 Ys 的 严格 
上 界 , 这 就 导致 一 个 矛盾 . 那么 我 们 就 构造 了 一 个 没有 严格 上 界 的 集合 满足 引 理 的 
要 求 . a 

上 述 引 理 有 下 面 的 重要 推论 . 

引 理 8.5.15(Zorn 引 理 ) ” 设 是 一 个 不 空 的 偏 序 集 . 如 果 六 的 每 个 全 序 子 
集 了 都 有 上 界 , 那么 下 至 少 含有 一 个 最 大 元 . 

证 明 ”见习 题 8.5.14. 国 

我 们 在 下 面 的 习题 中 给 出 了 Zorn 引 理 (也 叫 作 超 限 归 纳 原理 ) 的 一 些 应 用 . 


习 题 8.5 


8.5.1 ”考虑 具有 空 序 关系 <z 的 空 集 (这 个 关系 <e 是 空 的 , 因为 空 集 没 有 元 素 ). 这 个 集合 是 
否 偏 序 的 ? 全 序 的 ? 良 序 的 ? 给 予 解释 . 

8.5.2 ”给 出 集合 X 及 满足 下 述 条 件 的 关系 < 的 例子 : 
(a) 关系 < 是 自 反 的 和 反对 称 的 , 但 不 是 传递 的 ; 
(b) 关系 < 是 自 反 的 和 传递 的 , 但 不 是 反对 称 的 ; 
(c) 关系 < 是 反对 称 的 和 传递 的 , 但 不 是 自 反 的 . 

8.5.3 ”给 定 两 个 正 整数 n,m e N \ {0}, 我 们 说 n 整除 m, 记 作 nlm, 如 果 存 在 一 个 正 整数 
a 使 得 m = na. 证 明 集 合 N\ {0} 连同 序 关系 | 是 偏 序 集 但 不 是 全 序 集 . 注意 这 是 
N \ {0} 的 一 个 与 通常 的 < 序 不 同 的 序 关系 

8.5.4 ”证 明正 实数 集 R+ := {x € 民 :z > 0} 没有 最 小 元 . 
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8.5.5 


8.5.6 


8.5.7 


8.5.8 


8.5.9 


8.5.10 


8.5.11 


8.5.12 


8.5.13 


设 f: 久 一 Y 是 从 集合 X 到 集合 Y 的 函数 . 假设 Y 是 具有 某 个 序 关 系 <y 的 偏 序 
集 . 在 和 上 定义 一 个 关系 <x 使 得 z <x z 当 且 仅 当 f(z) sy f(z'). 证 明 这 个 关系 
使 X 成 为 一 个 偏 序 集 . 如 果 我 们 还 知道 关系 <y 使 了 成 为 全 序 集 , 那么 这 是 否 意味 着 
<<x 也 使 X 成 为 全 序 集 ? 如 果 不 是 , 需要 对 f 加 上 怎样 的 附加 假设 才能 保证 <x 使 
X 成 为 全 序 集 ? 

设 X 是 偏 序 集 . 对 于 任何 > < X, 定义 序 理想 (zx) 为 集合 


(z):={y EX:y<2). 


设 (X) := {(z) : re XX} 是 全 体 序 理想 的 集合 , 并 设 了 : X 一 (X) 是 映射 f(z) := (z)， 

它 把 每 个 元 素 z 映 成 它 的 序 理想 . 证 明 了 是 双 射 , 并 且 对 于 任 给 的 z,y € X,z <xy 

当 且 仅 当 f(z) S f(y). 这 个 习题 表明 , 任何 偏 序 集 都 可 以 被 一 个 集合 族 表示 , 这 个 集合 

族 的 序 关系 是 由 集合 的 包含 关系 给 出 的 . 

设 X 是 偏 序 集 , 并 设 Y 是 X 的 全 序 子 集 . 证 明 Y 最 多 只 能 有 一 个 最 大 元 , 并 且 最 多 

只 能 有 一 个 最 小 元 . 

证 明 全 序 集 的 每 个 不 空 的 有 限 子 集合 都 有 最 小 元 和 最 大 元 (提示 : 用 归纳 法 ). 由 此 断 

定 每 个 有 限 的 全 序 集 是 良 序 的 . 

设 X 是 全 序 集 . 如 果 X 的 每 个 不 空 的 子 集 都 既 有 最 小 元 也 有 最 大 元 , 那么 X 是 有 限 

的 . (提示 : 用 反 证 法 . 从 X 的 最 小 元 zo 出 发 , 构造 中 的 一 个 增 序 列 zo < zl < ….). 
不 使 用 选择 公理 证 明 命题 8.5.10. (提示 : 考虑 集合 


Y := {n€E XX: 存在 mE X, m <x n, 使 P(m) 是 假 的 }, 


并 证 明 车 Y 不 空 就 会 导致 予 盾 .) 

设 X 是 偏 序 集 , 并 设 Y 和 YY" 是 X 的 良 序 子 集 . 证 明 YUY' 是 良 序 的 当 且 仅 当 它 
是 全 序 的 . 

设 X 和 了 是 偏 序 集 , 分 别 具 有 序 关系 <x 和 <y. 在 笛 卡 儿 积 XX x Y 上 定义 关系 
和 xxy 如 下 : 


(z,y) <xxyY (ZV), 如 果 z <x zx' 或 者 z=zx' 且 y <y y'. 


(这 叫 作 XX x Y 上 的 字典 顺序 , 它 类 似 于 单词 的 字母 顺序 , 在 字典 中 一 个 单词 w 比 另 
一 个 单词 w' 出 现 得 早 , 如 果 ww 的 第 一 个 字母 比 w' 的 第 一 个 字母 按 字母 顺序 出 现 得 
早 , 或 者 它们 一 样 而 w 的 第 二 个 字母 比 w' 的 第 二 个 字母 按 字 母 顺序 出 现 得 早 , 依 此 
类 推 .) 证 明 和 xxy 在 XX x Y 上 定义 一 个 偏 序 . 进一步 证 明 , 如 果 X 和 YY 都 是 全 序 
的 , 那么 X x 也 是 全 序 的 ; 如 果 XX 和 Y 都 是 良 序 的 , 那么 X x Y 也 是 良 序 的 . 
证 明 在 引 理 8.5.14 的 证 明 中 的 结论 , 即 Y'\Y 的 每 个 元 素 都 是 Y 的 上 界 , YN\Y' 的 
每 个 元 素 都 是 Y' 的 上 界 . (提示 : 使 用 命题 8.5.10 证 明 


{yeY :yga}={yeY:y<a}= {yerYNY :yga} 
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8.5.14 


8.5.15 


8.5.16 


8.5.17 


8.5.18 


8.5.19 


8.5.20 


对 于 一 切 ae Y. 站 YY' 成 立 . 断定 Y 门 Y' 是 好 的 , 从 而 s(Y 门 Y') 存在 . 证 明 如 果 
Y'\Y 不 空 的 话 s(Y 门 Z) = min(Y'\Y); 当 与 Y' 交换 时 有 类 似 的 结果 . 由 于 
Y'\Y 与 YY\Y' 不 相交 , 就 可 以 断定 这 两 个 集合 有 一 个 是 空 的 . 至 此 , 结论 就 成 为 容 
易 建 立 的 了 .) 

用 引 理 8.5.14 证 明 引 理 8.5.15. (提示 : 先 证 如 果 X 没有 最 大 元 , 那么 X 的 任何 有 上 
界 的 子 集合 必 有 严格 上 界 .) 

设 4 和 B 是 两 个 不 空 的 集合 , 4 的 基数 不 小 于 或 等 于 B 的 基数 . 使 用 超 限 归纳 法 证 
明 B 的 基数 小 于 或 等 于 4 的 基数 . (提示 : 对 于 每 个 子 集 X C B, 令 P(X) 代表 “ 存 
在 从 到 4 的 单 射 ” 这 一 性 质 .) 这 个 习题 (与 习题 8.3.3 联合 ) 表明 任何 两 个 集合 
的 基数 都 是 可 以 比较 的 , 只 要 假定 选择 公理 成 立 . 

设 X 是 集合 , 并 设 已 是 X 的 一 切 偏 序 所 构成 的 集合 . (例如 , 如 果 X := N\ {0}, 那 
么 通常 的 偏 序 < 以 及 习题 8.5.3 中 的 偏 序 都 是 P 的 元 素 .) 我 们 说 一 个 偏 序 <e 已 比 
另 一 个 偏 序 <'e P 粗糙 , 如 果 对 于 任何 z,y € X, 都 有 蕴含 关系 


(rz <) (rz&’Y). 


作为 例子 , 习题 8.5.3 中 的 偏 序 比 通常 的 序 < 粗糙 , 如 果 < 比 <' 粗糙 的 话 , 我 们 就 
写 <<<“. 证 明 < 把 P 作成 偏 序 集 . 于 是 , X 上 的 偏 序 的 集合 P 本 身 是 偏 序 的 . 书 
恰 有 一 个 最 小 元 ; 它 是 什么 ? 证 明 已 的 最 大 元 正 是 X 的 全 序 . 使 用 Zorn 引 理 证 明 ， 
给 定 X 的 任何 偏 序 < 都 存在 全 序 <“, 使 得 < 比 <' 粗糙 . 

用 Zorn 引 理 给 习题 8.4.2 的 结论 以 另 一 个 证 明 . (提示 : 令 9 是 全 体 使 得 对 于 一 切 
ae 了 有 #(Y 门 Xe) < 1, 即 与 每 个 Xe 最 多 有 一 个 公共 元 素 的 YC Uey Xe 的 集 
合 . 用 Zorn 引 理 找 出 @ 的 一 个 最 大 元 .) 推导 出 Zorn 引 理 与 选择 公理 事实 上 是 逻辑 
等 价 的 ( 即 从 一 个 可 以 推导 出 另 一 个 .) 

用 Zorn 引 理 证 明 Hausdorff 最 大 性 原理 : 如 果 X 是 一 个 偏 序 集 , 那么 存在 X 的 一 
个 全 序 子 集 Y, 它 依 集 合 的 包含 关系 是 最 大 的 ( 即 , 不 存在 X 的 其 他 全 序 子 集 Y' 使 
Y' 2 了 ). 反 过 来 , 证 明 如 果 Hausdorff 最 大 性 原理 成 立 , 那么 Zorn 原理 也 成 立 . 于 
是 根据 习题 8.5.17, 这 两 个 命题 都 是 逻辑 上 与 选择 公理 等 价 的 . 

设 X 是 集合 , 并 设 9 是 一 切 偶 (Y, <) 的 空间 , 其 中 Y 是 X 的 子 集合 ,而 < 是 Y 的 
一 个 良 序 . 如 果 (Y, <) 和 (Y', <') 是 2 的 元 素 而 且 存在 z EY’ 使 得 Y := {y EY : 
y <'z}( 从 而 Y GY'), 并 且 对 于 任何 y,y YY， 和风 当 且 仅 当 y <'y', 那么 ,我 
们 称 (8 <) 为 (Y’, <') 的 一 个 前 段 . 在 Q 上 定义 一 个 关系 <, 当 (Y, <) = (Y’, <) 
或 (Y,<) 是 (Y',<') 的 前 段 时 , 令 (Y, <) < (Y', < 和 ). 证 明 < 是 Q 的 偏 序 .9 恰 有 一 
个 最 小 元 , 它 是 什么 ? 证 明 Q 的 最 大 元 都 正好 是 X 的 良 序 (X,<). 使 用 Zorn 引 理 
来 推断 良 序 原理 : 每 个 集合 X 都 至 少 有 一 个 良 序 . 反 过 来 , 使 用 良 序 原理 证 明 选 择 公 
理 , 公理 8.1，( 提 示 : 在 U。er Xs。 上 设置 一 个 良 序 , 然后 考虑 每 个 X。 的 最 小 元 .) 于 
是 我 们 看 到 , 选择 公理 、Zorn 引 理 以 及 良 序 原理 都 是 彼此 等 价 的 . 

设 X 是 集合 , 并 设 Q C 2x 是 X 的 一 个 子 集 族 . 用 Zorn 引 理 证 明 存 在 一 个 子 族 
Qc Q, 使 得 Q' 的 一 切 元 素 都 是 彼此 不 相交 的 ( 即 只 要 4, B 是 Q' 的 不 同 的 元 素 


172 第 8 章 无 限 集合 


就 有 A 门 B = 2), 而 且 9 的 每 个 元 素 都 至 少 与 0' 的 一 个 元 素 相交 ( 即 对 于 一 切 
C & 9, 都 存在 A € Q', 使 C 门 4 承 2). (提示 : 如 果 人 的 一 个 子 集 的 元 素 彼 此 不 
相交 , 我 们 就 把 它 收集 起 来 , 这 样 构 成 一 个 族 . 取 它 的 一 个 最 大 元 .) 反 过 来 , 如 果 上 
面 的 结论 是 直 的 , 证 明 它 蕴含 习题 8.4.2 的 结论 , 于 是 这 又 是 一 个 逻辑 上 与 选择 公理 
等 价 的 结论 . (提示 : 令 9 是 全 体形 如 {(0, a),(1, za)} 的 侦 集 的 集合 , 其 中 a e 了 而 
Za € Xa.) 


第 9 章 ”及 上 的 连续 函数 


在 前 面 几 章 中 , 我 们 首先 集中 研究 了 序列 . 一 个 序列 (on) 沁 可 以 看 作 是 一 个 
从 到 的 函数 , 即 一 个 映射 , 它 把 每 个 自然 数 ”对 应 到 一 个 实数 a,. 我 们 对 于 
这 些 从 N 到 及 的 函数 做 了 许多 事情 , 如 取 它们 在 无 限 处 的 极限 ( 当 函 数 收 敛 时 )， 
或 构 作 上 确 界 和 下 确 界 等 , 或 计算 序列 中 全 体 元 素 的 和 (假定 级 数 是 收敛 的 ). 

现在 我 们 要 研究 的 不 是 定义 在 自然 数 集 N 上 的 函数 , N 是 一 个 离散 的 集合 , 我 
们 要 研究 定义 在 连续 统 ” 上 的 函数 , 例如 定义 在 实 直线 及 上 的 函数 , 或 定义 在 一 个 
像 {zrEsR:a<sz 近 地 那样 的 区 间 上 的 函数 . 我 们 将 对 这 些 函 数 施行 一 些 运算 , 包 
括 取 极 限 、 求 导数 及 计算 积分 值 . 本 章 中 我 们 将 先 集 中 注意 于 函数 的 极限 以 及 密切 
相关 的 连续 函数 的 概念 . 

但 在 讨论 函数 之 前 , 我 们 必须 先 规定 一 些 关 于 实 直线 的 子 集合 的 记号 . 


89.1 ” 实 直线 的 子 集合 


在 分 析 学 中 , 我 们 经 常 不 是 在 整个 实 直线 RR 上 工作 , 而 是 在 实 直 线 的 特定 的 子 
集合 ( 例如 正 实 轴 {z & 民 : z > 0}) 上 工作 . 另外 , 我 们 偶尔 也 同 $6.2 中 定义 的 广 
义 实 直 线 R* 打交道 , 或 者 在 广义 实 直线 的 子 集合 中 工作 . 

当然 实 直 线 上 有 无 限 多 的 子 集合 . 实际 上 ，Cantor 定理 (定理 8.3.1; 也 见习 题 
8.3.4) 表明 子 集合 的 数目 甚至 比 实数 还 多 . 但 是 实 直线 (及 广义 实 直线 ) 上 最 常 碰 
到 的 是 一 些 特定 的 子 集合 . 其 中 一 类 这 样 的 集合 就 是 区 间 . 

定义 9.1.1 (区 间 ) 设 wbe R* 是 广义 实数 . 我 们 定义 闭 区 间 


[a,b]:= {zr ER*:agz<b), 


半 开 区 间 


[a,b):= {zeER*:a<z<b}, (a,bl:= {rEeR':a<r<b)}, 
以 及 开 区 间 
(a,b):= {rER*:a<z<b), 
我 们 称 a 为 这 些 区 间 的 左 端点 , 5 为 这 些 区 间 的 右 端 点 . 


中 在 本 书 中 , 我 们 不 去 严格 定义 离散 集 或 连续 统 的 概念 .粗略 地 说 , 一 个 集合 是 离散 的 , 如 果 它 的 每 个 
元 素 都 以 一 个 非 零 的 距离 与 其 他 元 素 分 开 .一 个 集合 是 连续 统 , 如 果 它 是 连通 的 并 且 不 含有 “ 洞 ”. 
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注 9.1.2 ”再 次 提 及 , 我 们 超载 地 使 用 了 圆 括号 这 个 记号 . 例如 现在 我 们 用 
(2,3) 表示 一 个 从 2 到 3 的 开 区 间 , 同时 也 表示 笛 卡 儿 平面 R? := R x 及 上 的 一 个 
序 偶 . 这 可 能 引起 某 种 歧义 , 但 读者 仍然 应 该 能 够 从 上 下 文中 确定 圆 括 号 所 代表 的 
意思 . 在 有 些 教科 书 中 , 用 反 向 的 方 括号 代替 圆 括号 以 避免 混淆 , 那么 [a,5) 应 写成 
[ai (ae 应 写成 ja, 外, 而 (a,b) 应 写成 ]a, 中 

例 9.1.3 ”如 果 a 和 5 是 实数 ( 即 不 等 于 +oo 或 -oo), 那么 上 面 的 区 间 都 是 
实 直 线 的 子 集合 , 例如 [2,3) = {z ER:2<z<3}. 

正 实 轴 {z e RR : z > 0} 是 开 区 间 (0, +o0), 同时 非 负 实 轴 {z ER:z> 0} 是 
半 开 区 间 [0,+oo) 类 似 地, 负 实 轴 {z < R : zx < 0} 是 开 区 间 (-o0,0), 非 正 实 轴 
{ZE 民 :z< 0} 是 (-oco,0]. 最 后 , 实 直线 及 本 身 是 开 区 间 (-co,+oo), 而 广义 实 直 
线 RR* 是 闭 区 间 [一 oo, +oo]. 

我 们 有 时 把 一 个 端点 是 无 限 (或 为 +coe 或 为 -co) 的 区 间 叫 作 半 无 限 区 间 , 而 
把 两 端点 都 是 无 限 的 区 间 叫 作 双 无 限 区 间 , 其 他 的 区 间 都 叫 作 有 界 区 间 . 那么 [2， 
3) 是 有 界 区 间 , 正 实 轴 和 人 负 实 轴 是 半 无 限 区 间 , 而 R 和 R* 是 双 无 限 区 间 . 

例 9.1.4 如果 a > 六 那么 4 个 区 间 [a,0], [a,b),(a,,(a,b) 都 是 空 集 (为 什 
么 ?). 如 果 a = 6 那么 3 个 区 间 [a,5), (a,], (a,5b) 是 空 集 , 而 fa, 中 是 单 点 集 {a}( 为 
什么 ?). 由 于 这 个 缘故 , 我 们 把 这 些 区 间 叫 作 是 退化 的 ; 我 们 的 分 析 课 程 的 绝 大 部 
分 (但 不 是 全 部 ) 将 限制 于 非 退 化 区 间 . 

当然 , 区 间 并 不 是 实 直线 的 仅 有 的 有 意义 的 子 集合 . 其 他 的 重要 的 例子 包括 自 
然 数 集 N、 整 数 集 Z 以 及 比例 数 集 Q， 可 以 使 用 并 和 交 等 运算 构 作 另外 的 集合 
( 见 88.3). 作为 例子 , 可 以 构 作 两 个 区 间 的 不 连通 的 并 , 如 (1, 2) U[3, 习 , 或 考虑 包含 
一 1,1 在 内 的 -1 与 1 之 间 的 比例 数 的 集合 [- 1 门 Q. 显然 可 以 用 这 类 运算 构 作 
出 无 限 多 的 集合 来 . 

就 像 实数 列 具有 极限 点 一 样 , 实数 集 具有 附着 点 . 我 们 来 定义 

定义 9.1.5(e- 附着 点 ) 设 X 是 及 的 子 集合 , 设 s> 0 并 设 re 下. 我 们 说 z 
是 =- 附着 于 X 的 当 且 仅 当 存在 ye X, 它 =- 接近 于 z( 即 |z -yl| < a). 

注 9.1.6 ”术语 “e- 附着 ” 不 是 文献 中 的 标准 术语 . 但 是 我 们 暂且 使 用 它 来 定 
义 附着 点 的 概念 , 附着 点 是 标准 术语 . 

例 9.1.7 点 1.1 是 0.5- 附着 于 开 区 间 (0,1) 的 , 但 不 是 0.1- 附着 于 这 个 开 
区 间 的 (为 什么 ?), 点 1.1 是 0.5- 附着 于 有 限 集合 {1,2,3} 的 . 点 1 是 0.5- 附着 于 
1,2,3} 的 (为 什么 ?). 

定义 9.1.8( 附 着 点 ) 设 X 是 及 的 子 集合 , 并 设 ze 及 . 我 们 说 zx 是 X 的 附 
着 点 , 当 且 仅 当 对 于 每 个 = > 0, 它 都 e- 附着 于 X. 

例 9.1.9 ”对 于 每 个 => 0, 数 1 都 是 e- 附着 于 开 区 间 (0,1) 的 (为 什么 ?), 从 

而 它 是 (0, 1) 的 附着 点 . 点 0.5 类 似 地 也 是 (0, 1) 的 附着 点 . 但 是 作为 例子 , 数 2 不 
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是 0.5- 附着 于 (0,1) 的 , 从 而 不 是 (0,1) 的 附着 点 . 

定义 9.1.10( 闭 包 ) 设 和 是 及 的 子 集合 . X 的 闭 包 (有 时 记 作 广 ) 是 斑 的 
全 体 附 着 点 所 成 的 集合 

引 理 9.1.11( 闭 包 的 初等 性 质 ) 设 和 和 YY 是 到 的 子 集合 . 那么 


XCSCX XUY =XUY, XNY c XNY 


如 果 义 CY, 那么 CY 

证 明 ”见习 题 9.1.2. 国 

我 们 现在 来 计算 一 些 闭 包 . 

引 理 9.1.12( 区 间 的 闭 包 ) ” 设 a <5 是 实数 , 并 设 T 是 (a,8),(a, 加 [a,9),la, 相 四 
者 之 一 . 那么 了 的 闭 包 是 [a, 冲 . 类 似 地 ,(a, co) 或 [4,00) 的 闭 包 是 [a, co), 而 (一 00,a) 
或 (一 00,a] 的 闭 包 是 (一 00,a]. 最 后 ,( 一 00, 00) 的 闭 包 是 (一 00, 00). 

证 明 ”我 们 只 证 一 个 事实 , 即 (a,5) 的 闭 包 是 [a 可, 其 他 结果 可 类 似 地 证 明 
(或 者 使 用 习题 9.1.1). 

首先 证 明 [如 的 每 个 元 素 都 附着 于 (a,6). 设 ze [a,4j. 如 果 ze (oa 四 ,那么 
它 肯 定 附着 于 (a,5b). 如 果 = = 5, 那么 z 也 附着 于 (o 昌 ( 为 什么 ?). x 一 a 的 情形 类 
似 . 于 是 [o, 廿 中 的 每 个 点 都 附着 于 (o, 吕 . 

现在 我 们 证 明 附着 于 (a,5) 的 每 个 点 z 都 在 [a,4] 中 . 从 反面 论证 . 设 z 不 在 
[a,9] 中 , 那么 不 是 zx > 5 就 是 z < a. 如 果 xz > 6b, 那么 z 不 (z 一 9)- 附着 于 (a,b)( 为 
什么 ?), 从 而 不 是 {c, 忆 的 附着 点 . 类 似 地 , 如 果 z < a, 那么 = 不 是 (a - z)- 附着 
于 (a,5) 的 , 从 而 不 是 (a,5) 的 附着 点 . 这 就 证 明 z 事实 上 必 在 [a,b] 中. 

引 理 9.1.13 NN 的 闭 包 是 N,Z 的 闭 包 是 Z, Q 的 闭 包 是 区, 民 的 闭 包 是 及 , 空 
集 儿 的 闭 包 是 纪 . 

证 明 ”见习 题 9.1.3. [ 

下 述 引 理 表明 , 集合 X 的 附着 点 可 以 作为 X 的 元 素 的 极限 而 得 到 . 

引 理 9.1.14 设 X 是 区 的 子 集合 , 并 设 TE 民 ,那么 Z 是 义 的 附着 点 当 且 
仅 当 存在 一 个 全 由 义 的 元 素 组 成 的 序列 (an)82o, 它 收敛 到 

证 明 ”见习 题 9.1.5. m 

定义 9.1.15 ”一 个 子 集 Ec 及 叫 作 是 闭 的 , 如 果 互 = 妃 , 或 者 换 句 话说 , 媚 
包含 它 的 一 切 附着 点 . 

例 9.1.16 ”我 们 从 引 理 9.1.12 看 到 , 如 果 a < 8 是 实数 , 那么 [a 如 ，[a, +co)， 
(一 00,q]，( 一 00, 十 00) 都 是 闭 的 , 同时 (a,6)，(a, 可，[a,5)，(a, 十 00)，( 一 00,a) 不 是 闭 
的 . 从 引 理 9.1.13 看 到 N, Z,R, G 都 是 闭 的 , 而 Q 不 是 . 

根据 引 理 9.1.14, 我 们 可 以 用 序列 的 语言 来 定义 闭 包 . 


176 第 9 章 区 上 的 连续 函数 


推论 9.1.17 设 呈 是 恨 的 子 集 . 如 果 和 是 闭 的 , 而 (an)2o 是 由 X 的 元 素 
组 成 的 收敛 序列 , 那么 mon 属于 里 . 反 过 来 , 如 果 每 个 由 X 的 元 素 组 成 的 收敛 
序列 的 极限 都 在 入 中 , 那么 外 必定 是 闭 的 . 

在 下 一 章 当 我 们 研究 微分 时 , 我 们 需要 用 紧密 相关 的 极限 点 的 概念 来 取代 附着 
点 的 概念 . 

定义 9.1.18( 极 限 点 ) ” 设 X 是 实 直 线 的 子 集合 . 说 z 是 X 的 极限 点 (或 聚 点 ) 
当 且 仅 当 z 是 XX \ {z} 的 附着 点 . 说 z 是 X 的 孤立 点 , 如 果 ze X 并 且 存 在 某 
e > 0, 使 得 对 于 一 切 ye X\{z}), lz 一 y| > e. 

例 9.1.19 ” 设 X 是 集合 X = (1,2)UU{3}. 那么 3 是 X 的 附着 点 , 但 它 不 是 
X 的 极限 点 , 因为 3 不 附着 于 关 \ {3} = (1,2); 3 是 于 的 孤立 点 . 另 一 方面 ,2 还 是 
X 的 极限 点 , 因为 2 附着 于 X \{2} = XI; 但 它 不 是 孤立 点 (为 什么 ?). 

注 9.1.20 ”我 们 从 引 理 9.1.14 看 到 , > 是 X 的 极限 点 当 且 仅 当 存在 一 个 全 由 
X 中 的 异 于 z 的 元 素 组 成 的 序列 (an)?2o, 它 收敛 到 z. 那么 , 附着 点 的 集合 分 成 
极限 点 的 集合 与 孤立 点 的 集合 两 部 分 (习题 9.1.9). 

引 理 9.1.21 设 了 I 是 区 间 (可 以 是 无 限 的 ), 也 就 是 说 本 是 一 个 形 如 (a,b)， 
(a,9], fa, 0), [a; 0], (a,+o00), [a, +00), (—00,0), 或 (-o0,a] 的 集合 . 那么 了 的 每 个 元 
素 都 是 了 的 极限 点 . 

证 明 ”我 们 对 I= [a,4] 的 情形 进行 证 明 , 其 他 情形 是 类 似 的 , 留 给 读者 . 设 
z € 7 我 们 要 证 明 的 是 , z 是 7 的 极限 点 . 有 三 种 情形 : z = 4,a<z<bz=b. 如 
果 z = o 那么 考虑 序列 (z 十 二)%_w. 这 个 序列 收敛 到 z, 并 落 于 I\ {a} = (ac 昌之 
内 , 只 要 NN 选 得 足够 大 (为 什么 ?). 于 是 根据 注 9.1.20 知 , x = a 是 [a, 9 的 极限 点 . 
当 a<z<b 时 , 类似 的 论述 有 效 . 当 z=6 时 ,可 用 序列 (z 一 +)%_w 取代 之 , 其 他 
论述 完全 一 样 . 中 
下 面 我 们 定义 有 界 集合 的 概念 . 
定义 9.1.22( 有 界 集合 )” 实 直线 的 子 集合 X 叫 作 是 有 界 的 , 如 果 对 于 某 个 实 
数 M > 0, 六 C |-M, NM. 不 是 有 界 的 集合 叫 作 是 无 界 的 . 

例 9.1.23 ”对 于 任何 实数 a,b, 区 间 [a,4] 是 有 界 的 , 因为 它 包含 在 [一 M, M] 
中 , 其 中 M := max(lal, |6|). 但 是 半 无 限 区 间 [0,co) 是 无 界 的 (为 什么 ?). 事实 上 ， 
任何 半 无 限 区 间或 双 无 限 区 间 都 是 无 界 的 . 集合 N, Z,Q, 了 都 是 无 界 的 (为 什么 ?). 

闭 的 有 界 集 的 一 个 基本 性 质 如 下 . 

定理 9.1.24( 直 线 上 的 Heine-Borel 定理 ) 、 设 义 是 民 的 子 集 . 那么 下 述 两 命 
题 等 价 : 

(a) 和 是 闲 的 并 且 是 有 界 的 . 

(b) 任 给 取 值 于 XX 中 的 实数 序列 (an) 名 0( 即 对 于 一 切 mu an & XX), 存在 它 的 一 

个 子 序列 (an,)P20, 它 收 敛 到 XX 中 的 某 数 工 . 
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证 明 ”见习 题 9.1.13. m 

注 9.1.25 ”这 个 定理 在 本 章 的 各 节 中 将 起 关键 作用 . 用 距离 空间 拓扑 的 语言 
来 说 , 它 断 言 实 直线 的 每 个 有 界 闭 的 子 集 是 紧 致 的 ; 见 $12.5. 这 个 定理 的 更 一 般 的 
形式 , 属于 Eduard Heine(1821 一 1881) 和 Emile Borel(1871 一 1956), 可 在 定理 12.5.7 
中 找到 . 


9.1.1 
9.1.2 
9.1.3 
9.1.4 
9.1.5 
9.1.6 


9.1.7 


9.1.8 


9.1.9 


9.1.10 


9.1.11 


9.1.12 


9.1.13 


9.1.14 
9.1.15 


习 题 9.1 


设 XX 是 实 直线 的 子 集合 , 并 设 Y 是 集合 , 使 得 X CY C 叉 . 证 明了 = 大 . 

证 明 引 理 9.1.11. 

证 明 引 理 9.1.13. (提示 : 为 计算 Q@ 的 闭 包 , 要 用 命题 5.4.14.) 

给 出 实 直线 的 两 个 子 集 X,Y 的 例子 , 使 文 门 了 交叉 站 

证 明 引 理 9.1.14. (提示 : 为 证 两 纺 含 关系 中 的 一 个 , 要 用 选择 公理 , 像 在 引 理 8.4.5 中 
那样 .) 

设 大 是 及 的 子 集合 . 证 明 叉 是 闭 的 ( 即 基 = 天). 进而 证 明 , 如 果 Y 是 包含 X 的 闭 
集 , 那么 Y 也 包含 匀 . 于 是 X 的 闭 包 又 是 包含 X 的 最 小 闭 集 . 

设 n> 1 是 正 整数 , 并 设 Xi,… ,Xn 是 及 的 闭 子 集 合 . 证 明 


XUX2U .UXn 


也 是 闭 的 . 
设 是 集合 (可 以 是 无 限 的 ), 并 且 对 于 每 个 a < 了 , 设 Xe 是 下 的 闭 集 . 证 明 (在 
(3.3)( 见 83.4) 中 定义 的 ) 交集 门 。er Xa 也 是 闭 的 . 
设 X 是 实 直 线 的 子 集合 ,证明 X 的 每 个 附着 点 要 么 是 X 的 极限 点 , 要 么 是 X 的 孤立 
点 , 但 不 可 得 兼 . 反之 , 证 明 X 的 每 个 极限 点 和 每 个 孤立 点 都 是 X 的 附着 点 . 
设 X 是 以 的 不 空子 集合 . 证 明 X 是 有 界 的 当 且 仅 当 inf(X) 和 sup(X) 都 是 有 限 的 . 
证 明 , 如 果 X 是 及 的 有 界 子 集合 , 那么 闭 包 驻 也 是 有 界 的 . 
证 明 , R 的 有 界 子 集合 的 有 限 族 的 并 集 仍 是 有 界 集 . 如 果 把 有 限 族 换 为 无 限 族 , 结论 还 
成 立 吗 ? 
证 明定 理 9.1.24，( 提 示 : 为 证 (a) 强 含 (b), 使 用 Bolzano-Weierstrass 定理 (定理 
6.6.8) 和 推论 9.1.17. 为 证 (b) 蕴含 (a), 从 反面 论证 , 使 用 推论 9.1.17 证 明 X 是 闭 
的 . 要 用 选择 公理 证 明 X 是 有 界 的 , 像 在 引 理 8.4.5 中 那样 .} 
证 明 R 的 任何 有 限 子 集 都 是 闭 的 并 且 有 界 的 . 
设 马 是 民 的 有 界 子 集合 ,并 设 5:= sup(B) 是 已 的 最 小 上 界 . (注意 , 根据 最 小 上 界 
原理 , 即 定理 5.5.9，S 是 实数 .) 证 明 5S 是 的 附着 点 , 并 且 也 是 民 \ EB 的 附着 点 . 
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89.2 ” 实 值 函数 的 代数 


你 熟悉 很 多 从 实 直线 到 实 直线 的 函数 :及 一 及 . 例如 f(z) := Zz? 十 37 十 瑟 
f(z) := 直 1i f(z) := sin(z) exp(z)( 我 们 将 在 第 15 章 正 式 定义 sn 和 exp). 这 些 
都 是 从 民 到 尺 的 函数 , 因为 对 于 每 个 实数 zx, 它们 都 指定 一 个 实数 f(z). 我 们 还 可 
以 考虑 更 为 异常 的 函数 , 例如 


1， 当 ze@， 
| 0， 当 zg@ 

这 个 函数 不 是 代数 的 ( 即 , 它 不 能 表达 成 z 纯 由 加 、 减 、 乘 、 除 和 开 方 等 基本 代数 
运算 而 得 到 的 形式 ; 在 本 书 中 我 们 用 不 着 这 个 概念 ), 但 它 依 然 是 从 及 到 严 的 函数 ， 
因为 它 仍 然 对 于 每 个 z e R 指定 了 一 个 实数 了 (x). 

我 们 可 以 取 上 述 定义 在 整个 及 上 的 函数 f : R 一 R 中 的 任何 一 个 , 把 它 限 制 
在 一 个 小 一 些 的 集合 XC 及 上 而 创造 出 一 个 从 X 到 R 的 新 的 函数 来 , 有 时 记 之 
为 flx, 称 作 了 在 X 上 的 限制 . 这 同 原始 的 函数 f 是 同一 个 函数 , 但 只 是 定义 在 一 
个 更 小 的 区 域 上 ，( 于 是 , 当 ze 天 时 jlx(z) := f(z), 而 当 z XX 时,f|x(z) 是 没 
有 定义 的 .) 例如 , 我 们 可 以 把 原本 定义 在 整个 民 上 的 函数 f(z) := z2 限制 到 区 间 
[,2] 上 , 于 是 创造 出 一 个 新 的 函数 jln.aj : [1,2] 一 及 , 它 的 定义 是 , 当 z se [1,3 时 
fln,a(z) = z2, 但 它 在 其 他 地 方 没有 定义 . 

也 可 以 把 值 域 从 及 限制 到 R 的 更 小 的 子 集 Y 上 , 当然 前 提 是 f(z) 的 一 切 值 
都 在 Y 内 . 例如 , 由 f(z) := z? 定义 的 函数 了 :及 一 及 也 可 以 看 作 是 从 及 到 [0, co) 
的 函数 以 代替 从 疏 到 RR 的 函数 . 正式 说 来 , 这 两 个 函数 是 不 同 的 函数 , 但 它们 之 间 
的 区 分 是 如 此 微小 , 以 致 于 我 们 常常 不 大 注意 在 我 们 的 讨论 中 的 函数 的 值 域 

严格 说 来 , 函数 f 与 它 在 点 z 处 的 值 f(z) 之 间 是 有 区 别 的 ./ 是 函数 , 而 f(z) 
是 一 个 数 ( 它 依赖 于 某 个 自由 变量 xz)， 这 个 区 别 是 相当 微妙 的 , 我 们 不 予 过 分 强 
调 . 但 有 时 , 我 们 必须 将 两 者 加 以 区 分 . 例如 , 如 果 f : R 一 RR 是 函数 f(x) := z2， 
而 g := jln.a 是 f 在 区 间 [1,2] 上 的 限制 , 那么 / 和 9 两 者 都 实施 平方 运算 , 即 
f(z) = z? 并 且 g(z) = xz?, 但 此 两 函数 不 被 看 作 同 一 个 函数 ,/ 却 g, 因为 它们 有 不 
同 的 定义 域 . 我 们 常常 忽略 这 种 区 别 而 失 于 认真 地 说 “考虑 函数 zz + 2z + 3” 这 样 
的 话 , 其 实 我 们 应 该 说 “考虑 由 f(z) := z? + 2z +3 定义 的 函数 三 :及 一 R".( 当 我 
们 着 手 处 理 微分 之 类 的 事情 时 , 这 种 区 别 应 该 更 为 明显 . 例如 , 如 果 了 :下 一 及 是 
函数 f(z) = z2, 那么 当然 f(3) = 9. 然而 f 在 3 处 的 导数 是 6, 但 9 的 导数 当然 是 
0, 所 以 我 们 不 能 简单 地 “微分 f(3) = 9 的 两 边 ”而 断言 6 = 0.) 

如 果 X 是 及 的 子 集 , 而 f :和 一 下 是 函数 , 那么 我 们 可 以 构 作 函数 f 的 图 像 
(graph){{z, f(zZ)) :zs XX】, 这 是 卫 x 有 R 的 子 集 合 , 因而 是 欧 几 里 得 平面 R? = 及 x 玉 


89.2 ” 实 值 函数 的 代数 179 


的 子 集合 . 人 们 当然 可 以 用 平面 R? 的 几何 通过 函数 的 图 像 (例如 , 使 用 切线 、 面 积 
等 诸如 此 类 的 概念 ) 来 研究 函数 . 但 是 我 们 将 更 多 地 采用 “分 析 的 ” 途径 , 其 中 我 们 
依靠 实数 的 性 质 去 分 析 这 些 函 数 . 两 种 途径 是 互相 补充 的 , 几何 途径 提供 更 多 的 视 
觉 直观 , 而 分 析 途 径 提 供 严 格 和 准确 ， 当 把 单 变量 函数 的 分 析 推 广 到 多 变量 (甚至 
可 能 无 限 多 变量 ) 的 函数 时 , 几何 直观 与 分 析 推 导 两 者 都 是 有 用 的 

如 同 数 可 进行 算术 演算 一 样 , 函数 也 可 以 进行 这 些 演 算 : 两 个 函数 的 和 是 一 个 
函数 , 两 个 函数 的 乘积 是 一 个 函数 , 诸如 此 类 . 

定义 9.2.1( 函 数 的 算术 运算 ) ”给 定 两 个 函数 / :天 一 民 与 9: 玉 一 民 , 定义 
它们 的 和 f+g:XX 一 民 为 


(Ff + 9)(z) := f(z) + gz), 
它们 的 差 了 -9:X 一 及 为 
(f ~ 9)(2) := f(z) ~ g(z), 
它们 的 最 大 max(f,g) :和 一 下 为 
max(f,9)(7) := max(f(z],9g(7))， 
它们 的 最 小 min(f,g) : 王 一 下 为 
min(f,9)(72) := min(f (2), g(2)), 
它们 的 乘积 fg: XX 一 RR( 或 .9g:XX 一 及 ) 为 
(fg9)(r) := f(z)g(z), 
以 及 ( 当 对 于 一 切 ze X, g(z) 0 时 ) 商 :XX 一 及 为 
(se 
最 后 , 如 果 。 是 实数 , 我 们 可 以 定义 函数 cf :和 一 了 为 
(ef)(z) := cf(2). 


例 9.2.2 如 果 j 了 :及 一 下 是 函数 flz) := zz 并 且 5 :了 一 及 是 函数 
g(z) := 2z, 那么 
(f +g)(z) := z2 + 27, 


(fog)(z) := 223, 
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(f —9)(%) := 7? —27, 
(6f) := 6z2. 


注意 fg 与 fo9 不 是 同一 函数 , 也 与 go 了 不 是 同一 函数 .fog 把 z 映 到 4z?, go 
把 > 映 到 2z2( 为 什么 ?). 函数 的 乘法 与 函数 的 复合 是 两 个 不 同 的 运算 . 


习 题 9.2 


9.2.1 设 f: 及 一 及 g: 民 一 及 hh: 民 一 及 下列 恒等式 中 哪些 是 真 的 , 哪些 是 假 的 ? 对 于 
前 者 给 出 证 明 , 对 于 后 者 给 出 反例 


(f+9)oh= (foh)+ (goh), 

fo(g+h)=(f09)+ (f°h), 
(f +9)h= (fh) + (gh), 
f(g+h)=(f9)+ (fh). 


89.3 ”函数 的 极限 值 


在 第 6 章 中 我 们 定义 了 一 个 序列 (an)%。 收敛 到 极限 L 是 什么 意思 . 现在 我 
们 对 于 定义 在 实 直线 或 实 直 线 的 某 子 集 上 的 函数 f, 来 定义 7 在 一 点 处 收敛 到 某 
个 值 是 什么 意思 . 就 像 我 们 使 用 e- 接近 与 终极 e- 接近 的 概念 来 处 理 序列 的 极限 一 
样 , 我 们 需要 =- 接近 以 及 局 部 e- 接近 的 概念 来 处 理 函数 的 极限 . 

定义 9.3.1(e- 接近 ) ” 设 X 是 民 的 子 集合 , f :XX 一 民 是 函数 . 设 工 是 实数 ， 
并 设 e > 0 是 实数 . 我 们 说 f 是 =- 接近 于 工 的 , 当 且 仅 当 对 于 每 个 z e X，f(z) 
是 e- 接近 于 工 的 . 

例 9.3.2 ” 当 函 数 f(z) := z2 限制 在 区 间 [1,3] 上 时 , 它 是 5- 接近 于 4 的 , 因 
为 当 z € {1,3] 时 , 1 < f(z) < 9, 从 而 


f(z) -4Is5. 


当 它 限制 在 [1.9,2.1] 上 时 , 它 是 0.41- 接近 于 4 的 , 因为 , 如 果 > e [1.9,2.1], 那么 
3.61 < f(z) < 4.41, 于 是 
If(z) -4| < 0.41 


定义 9.3.3( 局 部 e- 接近 ) 设 X 是 取 的 子 集 ,F :X 一 及 是 函数 . 设 工 是 实 
数 , zo 是 XX 的 附着 点 , 并 且 es > 0 是 实数 . 我 们 说 f 是 在 zo 附近 e- 接近 于 工 的 
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当 且 仅 当 存在 5 > 0, 使 得 当 f 限制 在 集合 {z e X : jz - zol < 5} 上 时 是 <- 接近 
于 工 的 . 

例 9.3.4 设 J:[L3] 一 及 是 函数 f(z) := z2 限制 于 区 间 [1,3] 上 . 这 个 函数 
不 是 0.1- 接近 于 4 的 , 因为 , 作为 例子 ,f(1) 不 是 0.1 接近 于 4 的 . 但 f 是 在 2 附 
近 0.1- 接近 于 4 的 , 因为 当 限制 于 集合 {z s [1,3] : |z - 2| < 0.01} 时 , 函数 f 的 确 
是 0.1- 接近 于 4 的 . 这 是 由 于 当 |z -2| < 0.01 时 , 有 1.99 < z < 2.01, 从 而 


3.960 1 < f(z) < 4.040 1, 


当然 f(z) 是 0.1- 接近 于 4 的 . 

例 9.3.5 ”继续 考察 上 例 中 使 用 的 函数 f, 看 到 f 不 是 0.1- 接近 于 9 的 , 因为 
f(1) 不 是 0.1- 接近 于 9 的 . 但 f 是 在 3 附近 0.1- 接近 于 9 的 , 因为 当 限 制 在 集合 
{ze [1,3:|z 一 3| < 0.01} 一 一 即 半 开 区 间 (2.99, 3] (为 什么 ?) 时 , 函数 f 变 成 是 
0.1- 接近 于 9 的 . 因为 若是 2.99 < z < 3, 那么 


8.9401< f(z)<9 


从 而 f(z) 是 0.1- 接近 于 9 的 . 
定义 9.3.6( 函 数 在 一 点 处 的 收敛 )” 设 久 是 RR 的 子 集合 , j : 义 一 民 是 函数 . 
并 设 已 是 X 的 子 集合 , zo 是 的 附着 点 , 而 工 是 实数 . 我 们 说 了 在 zo 处 沿 着 巨 
收敛 到 L, 写作 
lim f(z)=L, 


一 7OoizE 吾 


当 且 仅 当 对 于 每 个 e > 0, jz 都 是 在 zo 附近 e- 接近 于 工 的 . 如 果 了 在 zo 处 沿 
着 瑟 不 收敛 到 任何 数 工 ,就 说 f 在 zo 处 沿 着 EE 发散， 并 让 。 _Hmesy(z) 无 定义 . 


换 旬 话说 , 我 们 有 slim stl?) = 当 且 仅 当 对 于 每 个 <> 0 都 存在 5> 0， 
使 得 对 于 一 切 ze 媚 当 lz-zol<5 时 


|f(z) -LI<e. 


(为 什么 此 定义 与 上 面 给 出 的 定义 等 价 ?) 

注 9.3.7 ”在 很 多 情况 下 我 们 从 上 面 的 记号 中 略 去 集合 E( 也 就 是 说 , 我 们 只 
说 了 在 zo 处 收敛 到 工 ,或 者 im flz) = 万 , 虽然 这 是 有 点 危险 的 . 例如 , 有 时 妃 
是 否 实际 含有 zo 就 有 差别 . 我 们 给 出 一 个 例子 , 设 j 了 及 一 及 定义 为 当 z = 0 时 
f(z)=1 而 当 zx 关 0 时 f(z) = 0. 那么 就 有 
f(z) = 


二 了 0i le oy 
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而 lm f(z) 无 定义 . 有 些 作者 仅 对 于 EE 不 含 zo( 那 么 zo 必 是 E 的 极限 点 而 
不 仪 是 蚀 敌 点 ) 定义 极限 。 ,lim gf (7), 也 就 是 说 , 使 用 lim, pf (7) 来 表示 我 们 
所 说 的 lim f(z ) 但 是 我 们 选择 稍 许 更 一 般 的 说 写 “人 许 已 包含 zo. 


dy 

例 9.3.8 设 f: [1,3] 一 及 是 函数 f(z) := z?. 我 们 前 面 已 见 到 f 是 在 2 附 
近 0.1- 接近 于 4 的 . 一 个 类 似 的 论述 表明 /是 在 2 附近 0.01- 接近 于 4 的 (只 需 
取 更 小 的 5 值 ). 

定义 9.3.6 是 相当 不 灵 便 的 . 不 过 , 我 们 可 以 用 更 为 熟悉 的 包含 序列 极限 的 语 
言 来 重 述 这 个 定义 . 

命题 9.3.9 设 允 是 取 的 子 集合 ,让 :X 一 及 是 函数 , 并 设 妃 是 的 子 集 
合 ,To 是 己 的 附着 点 , 而 了 是 实数 . 那么 下 述 两 命题 是 多 辑 上 等 价 的 : 

(a) 了 在 ro 处 沿 着 妃 收 伍 到 二. 

(b) 对 于 每 个 完全 由 忆 的 元 素 组 成 ， 并 且 收 敛 到 zo 的 序列 {an)82o 序列 
(Jan))nzo 都 收敛 到 工 

证 明 ”见习 题 9.3.1. 

根据 上 面 的 命题 , 我 们 有 了 时 写 “f(z) 一 工 当 z 一 zo 在 已 中 " 咯 在 zo 处 
沿 着 EE 有 极限 L” 而 取代 “f 在 zo 处 收敛 到 三， 或 “ lim f(z) = 

注 9.3.10 ”用 命题 9.3.9 的 记号 , 有 下 述 推论 : 如 果 


lim f(z)= 工 并 且 mm, on = Zo (an € E, n € N), 


sles 
那么 
由 = 
注 9.3.11 ”我 们 只 考虑 当 zo 是 的 附着 点 时 , 函数 /在 zo 处 的 极限 . 当 zo 
不 是 附着 点 时 , 不 值得 定义 极限 概念 . (你 能 看 到 为 什么 会 出 现 问题 吗 ?) 
注 9.3.12 ”用 来 表示 极限 的 变量 z 是 做 像 变量 , 可 以 用 任何 变量 来 蔡 换 它 而 
准确 地 得 到 同样 的 极限 . 例如 , 如 果 
/人 = 


过 de 
那么 
f(y)= 


wes 
反之 亦 然 (为 什么 ?). 

命题 9.3.9 有 一 些 直接 的 推论 . 例如 , 我 们 现在 知道 一 个 函数 在 一 点 处 最 多 只 
能 有 一 个 极限 . 
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推论 9.3.18 设 和 是 及 的 子 集合 ,已 是 丈 的 子 集合 , 而 zo 是 日 的 附着 点 ， 
并 设 了 :和 一 及 是 函数 . 那么 上 在 zo 处 沿 着 已 可 以 有 最 多 一 个 极限 . 

证 明 ” 反 证 . 假设 有 两 个 不 同 的 数 工 和 二 使 在 zo 处 沿 着 同时 有 极限 
工 和 极限 L'. 由 于 zo 是 五 的 附着 点 , 根据 引 理 9.1.14 知 , 存在 一 个 全 由 已 的 元 
素 组 成 的 收敛 到 zo 的 序列 (an) 吕 0. 由 于 f 在 zo 处 沿 着 吾 有 极限 5, 所 以 根据 
命题 9.3.9 知 (f(an))2o 收敛 到 L. 但 由 于 f 在 zo 处 沿 着 EB 也 有 极限 L', 所 以 
(f(an))2%2o 也 收敛 到 L'. 但 这 与 序列 的 极限 的 唯一 性 (命题 6.1.7) 相 矛 盾 . 于 是 结 
论 成 立 . i 

使 用 序列 的 极限 算 律 , 现在 可 以 导出 函数 的 极限 算 律 . 

命题 9.3.14( 函 数 的 极限 算 律 ) 设 和 是 取 的 子 集 , 妃 是 Xi 的 子 集 ,zo 是 巴 
的 附着 点 ， 并 设 有: 义 一 民 以 及 g: 义 一 区 都 是 函数 . 假设 三 在 zo 处 党 着 日 有 极 
限 工 ,而 g 在 zo 处 沿 着 已 有 极限 M. 那么 

lim (f+9)(z)=L+M, 


Zz—zoizEB 


lim_,(f — 9)(z) = 


Zr0iTE 


lim max(f, 9)(z) = max(L, M), 


dE 
-es min(f,g)(z) = min(L, M), 
,lim (fg)(7) = 


lim a (ce R). 


z 一 zoizE 


最 后 , 如 采 9 在 五 上 不 取 零 值 ( 即 对 于 一 切 EE,g(z) 关 0) 并 且 M 关 0, 那么 


,ms (1) © - 


证 明 ”我 们 只 证 第 一 个 结论 (f +g 有 极限 工 + M); 其 他 的 都 很 相似 , 一 并 留 
作 习 题 9.3.2. 

由 于 zo 是 E 的 附着 点 , 根据 引 理 9.1.14 我 们 知道 有 一 个 由 E 的 元 素 组 成 的 
序列 (an)%o 收敛 到 zo， 由 于 f 在 zo 处 沿 着 巨 收敛 到 元 , 所 以 根据 命题 9.3.9， 
(f(an))%o 收敛 到 L. 类 似 地 , (g(a,))%2%。 收敛 到 M. 根据 序列 的 极限 算 律 (定理 
6.1.19), 我 们 断定 ((f + g)(an))%2o 收敛 到 工 + M. 再 根据 命题 9.3.9, 这 殖 含 j +g 
在 zo 处 沿 着 有 极限 L + M( 由 于 (an)%2eo 是 已 中 任意 的 收敛 到 zo 的 序列 ). 国 

注 9.3.15 ”可 以 更 不 正式 地 把 命题 9.3.14 简写 成 


dm (f + 9)(z) = lim f(z) + lim g(7), 
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,max(f, 0) (0) = max (Ji, FW 90) ), 
,min 9) (0) = min ( Bm, flo), Be, 40) ), 


OO= (四 )]( 加 oa)， 
lim f(x) 
We A 
二 (D)' )= im 9(2)’ 
中 我 们 为 简单 起 见 路 去 了 z e EE.) 但 须 心中 记 住 , 这 些 恒等式 仅 当 右 端 有 意义 
时 才 成 立 , 而 对 于 最 后 的 恒等式 我 们 需要 9 不 取 零 值 ,而且 im g(z) 不 是 零 ，( 参 
看 例 1.2.4, 看 看 当 粗 心地 处 理 极限 时 会 出 现 怎样 的 错误 .) 


使 用 命题 9.3.14 中 的 极限 算 律 我 们 已 经 可 以 推导 出 一 些 极限 . 首先 , 容易 验证 
基本 的 极限 


lim c=¢ 
一 70iTE 权 
以 及 


lim 2z=20 
一 zoizER 


其 中 zo 和 是 任意 的 实数 (为 什么 ? 使 用 命题 9.3.9). 于 是 根据 极限 算 律 我 们 可 以 
断定 > 


tn 
Z—70;7ER 

lim cz = czo， 
Zz0;rER 


lm (2? +cer+d) =23+crot+d, 


等 等 , 其 中 cd 是 任意 的 实数 . 

如 果 f 在 zo 处 沿 着 X 收敛 到 三, 而 Y 是 X 的 子 集合 使 得 zo 仍然 是 Y 的 
附着 点 , 那么 f 在 zo 处 沿 着 Y 也 收敛 到 工 (为 什么 ?) 于 是 在 大 的 集合 上 收敛 殖 
会 在 小 的 集合 上 收敛 . 但 反 过 来 不 对 . 

例 9.3.16 考虑 符号 函数 sgn : 及 一 RR， 


1， 如 果 z>0， 
sgn(z) := 4 0， 如 果 z=0， 
一 1， 如 果 z < 0. 


那么 lim )sgn(z) = 1( 为 什么 ?), 同时 lim ”sgn(z) = ~1( 为 什么 ?), 但 


了 一 0izE(0,oc、 T+0TE(—00,0, 


lim ”sgn(zx) 无 定义 (为 什么 ?)、 所 以 从 极限 符号 中 去 掉 集 合 X 有 时 是 危险 的 . 


0OizcR 
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但 在 很 多 情况 下 这 样 做 却 是 安全 的 . 例如 , 由 于 我 们 知道 


2 


9 
2—z0;TER 
那么 事实 上 对 于 任何 以 zo 为 附着 点 的 集合 X 都 成 立 
i 
(为 什么 "). 所 以 写 
是 安全 的 . 
例 9.3.17 设 了 是 函数 


.| 1， 如 果 z=0 
上 如 果 z 天 0. 


f(z) = 0 (为 什么 ?)， 


ZT—0; oy 
但 是 
,dma f(r) 无 定义 (为 什么 ?). 


( 当 此 事 发 生 时 , 我 们 说 f 在 0 处 有 “可 去 除 奇 异 点 ”或 “可 去 除 间断 点 ". 由 于 这 
种 奇异 性 , 有 时 约定 当 写 lim f(z) 时 ,自动 把 zo 从 集合 中 排除 ; 例如 , 在 教材 中 ， 


Jim f(2) 通常 用 作 lim ,7(®) 的 简写 形式 .) 


zzoizEXN{zo 


另 一 方面 , 在 zo 外 的 极限 该 只 依赖 于 函数 在 zo 附近 的 值 ; 远离 zo 处 的 值 


是 无 关 紧 要 的 . 下 述 命题 反映 了 这 种 直觉 
命题 9.3.18( 极 限 是 局 部 的 ) 设 X 是 尺 的 子 集合 ,已 是 X 的 子 集合 
是 已 的 附着 点 . 并 设 了 :和 一 下 是 函数 , 工 是 实数 . 设 5> 0. 那么 
Jey 人 a) = 
当 且 仅 当 
fn) =5, 


lim 
zro;rEEB (zo0—6,r0+6) 

证 明 ”见习 题 9.3.3. 

不 正式 地 , 上 述 命题 断言 


f(z)= lim f(z). 


lim 
= 一 zoizE 书 -coizE 巨 门 (co 一 5izo+5) 


， 而 Z0 
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于 是 , 函数 在 zo 处 的 极限 , 如 果 存 在 的 话 , 只 取决 于 f 在 zo 附近 的 值 ; 远 处 的 值 
实际 上 不 影响 极限 . 

我 们 现在 再 给 出 几 个 极限 的 例子 . 

例 9.3.19 ”考虑 由 f(z) :=z+2 和 g(z) := z++1 定义 的 函数 f: 民 一 民 和 


9g :到 一 玉 . 那么 
一 2: exy() a Den 9(®) 33 
我 们 愿意 使 用 极限 算 律 断定 
fo) _4 
z 一 2izcRg(Z) 37 


或 者 换 句 话说 ， 


lm ”一 -一 一 和 
a3zeRT+1 3 


严格 地 说 , 我 们 不 能 使 用 命题 9.3.14 来 保证 此 事 , 因为 > + 1 在 x = -1 处 等 于 零 ， 


从 而 8 没有 定义 . 但 是 此 事 是 容易 解决 的 , 只 要 把 /和 g 的 定义 域 从 RR 限制 到 
更 小 的 区 域 , 例如 及 \{-1} 就 可 以 了 . 那 时 命题 9.3.14 适用 , 我 们 就 得 到 


z+2_4 


im 一 
z 一 2izER\{-1}Z 十 1 3 


例 9.3.20 ”考虑 由 f(z) := 全 二 定义 的 函数 有 :RR\ {1} 一 及. 这 个 函数 对 于 
除了 1 以 外 的 每 个 实数 都 是 定义 成 功 的 , 而 1(1) 没有 定义 . 但 是 1 仍然 是 R\ {1} 
的 附着 点 (为 什么 ?), 并 且 极 限 


f(z) 


iv 
仍然 有 定义 . 这 是 因为 在 区 域 R\ {1} 上 有 恒等式 


有 
Zi (z+1)(z Dt 
自生 江 所 一 了 


而 且 
lim z+1=2. 
zl1;rER\{1} 


例 9.3.21 设 f:R 一 R 是 函数 
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我 们 要 证 明 , f 在 > = 0 处 沿 着 及 没有 极限 . 假设 不 是 这 样 , 那么 7 在 > = 0 沿 着 
及 有 某 个 极限 工 . 那么 , 只 要 (an) 沁 1 是 一 个 收敛 到 0 的 非 零 数 的 序列 , 就 有 


lm fon) = 工 
由 于 侍 }21 是 这 样 的 一 个 序列 , 就 有 
WR 


人 方面 {次 } 沁 1 是 另 一 个 收敛 到 0 的 非 零 数 的 序列 , 但 现在 这 些 数 不 是 比例 数 ， 
二 如 1 次]- 带 0- 
由 于 1 六 0, 我 们 得 到 矛盾 . 于 是 这 个 函数 在 0 处 没有 极限 . 
习 题 9.3 
9.3.1 ”证 明 命 题 9.3.9. 


9.3.2 ”证 明 命题 9.3.14 中 的 剩 下 的 结论 . 
9.3.3 ”证 明 引 理 9.3.18. 
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我 们 现在 介绍 函数 论 中 的 一 个 最 基本 的 概念 一 一 连续 的 概念 . 
定义 9.4.1( 连 续 ) ” 设 XX 是 RR 的 子 集 合 ,并 设 上 :和 一 下 是 函数 . 设 zo 是 夭 
的 一 个 元 素 , 我 们 说 f 是 在 xo 处 连续 的 , 当 且 仅 当 我 们 有 


f(z) = f(zo); 


Se dex 


换 名 话说 , 当 z 在 和 中 收敛 到 zo 时 f(z) 的 极限 存在 并 且 等 于 f(zo). 我 们 说 f 
是 在 X 上 连续 的 (或 简单 地 说 是 连续 的 ) 当 且 仅 当 对 于 每 个 ro XX, f 部 在 zo 
处 连续 . 我 们 说 f 是 在 zo 处 间断 的 , 当 且 仅 当 它 不 是 在 zo 处 连续 的 . 

例 9.4.2” 设 c 是 实数 , 并 设  :R 一 RR 是 常 值 函数 f(z) := c. 那么 对 于 每 个 
实数 zo e R, 有 


0) = ,lim c= c= /f(r0), 


本 en 了 一 ToizGEl 


所 以 f 是 在 每 点 roe R 处 都 连续 的 , 或 换 句 话说 , j 是 在 R 上 连续 的 . 
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例 9.4.3 设 了 :下 一 有 是 恒 等 函 数 f(z) := z. 那么 对 于 每 个 实数 roe 到 有 


Li 一 二 = = 
二 和 让 


所 以 f 是 在 每 点 zoe 及 处 都 连续 的 , 或 换 名 话说, f 是 在 及 上 连续 的 . 
例 9.4.4 设 sgn :及 一 玉 是 在 例 9.3.16 中 定义 的 符号 函数 . 那么 sgn 是 在 每 
个 非 零 点 处 连续 的 , 例如 在 > = 1 处 有 (用 命题 9.3.18) 


lim sgn(z)= 


lim sgn(7. 
z—l;rER z 一 1irEl0.9,1.1) en(z) 


= lim 1 
z 一 1zE(0.9,1.1) 
=1 = sgn(1). 


另 一 方面 sgn 在 xz = 0 处 不 是 连续 的 , 因为 极限 lim sen(®) 不 存在 . 
例 9.4.5 设 f:R 一 R 是 函数 


= 上 1 和 ze0 
0， 如 果 z g@. 
那么 根据 上 一 节 的 讨论 , f 在 0 处 不 是 连续 的 . 事实 上 , f 在 每 个 实数 zo 处 都 不 是 
连续 的 (你 能 看 出 为 什么 吗 ?). 
例 9.4.6 设 1:R 一 R 是 函数 


| 1 如 果 z>0 
1 四 一 { 0， 如 果 z < 0. 
那么 了 在 每 个 非 零 实数 处 都 是 连续 的 (为 什么 ?), 但 它 在 0 处 不 是 连续 的 . 然而 ， 
如 果 我 们 把 f 限制 在 右 半 直 线 [0, co) 上 , 那么 所 得 的 函数 flio,w) 在 它 的 定义 域 上 ， 
包括 0, 是 处 处 连续 的 . 于 是 限制 函数 的 定义 域 可 以 使 一 个 间断 函数 重新 成 为 连续 
的 . 
有 若干 方式 来 表述 “f 是 在 zo 处 连续 的 ”. 
命题 9.4.7( 连 续 性 的 等 价 表述 ) ” 设 久 是 民 的 地 集合 ,有 :XX 一 民 是 函数 ,并 
设 To 是 义 的 元 素 . 那么 下 述 三 命题 逻辑 上 等 价 : 
(a) f 在 Zo 处 连续 . 
(b) 对 于 由 XX 的 元 素 组 成 的 任何 收 合 到 zo 的 序列 (an)?20, 都 有 


Mim, f(an) = f(z0). 
(0) 对 于 每 个 >0 都 存在 6 > 0, 使得 当 zEX 且 |z 一 zol <6 时 
f(x) — f(zo)| <e. 
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证 明 ”见习 题 9.4.1. 国 

注 9.4.8 ”命题 9.4.7 的 一 个 特别 有 用 的 结果 是 : 如 果 f 在 zo 处 连续 , 并 且 
当 一 co 时 an 一 zo, 那么 当 n 一 co 时 f(an) 一 Flzo) (当然 , (an)%o 的 所 有 的 
元 素 都 应 在 f 的 定义 域 中 ). 于 是 , 连续 函数 对 于 计算 极限 是 很 有 用 的 . 

命题 9.3.14 中 的 极限 算 律 联合 定义 9.4.1 中 的 连续 性 的 定义 , 立即 推出 

命题 9.4.9( 算 术 运 算 保持 连续 性 ) 设 义 是 民 的 子 集 , 并 设 f :XX 一 民 以 及 
9: 了 一 民 都 是 函数 . 设 Yo E 义 . 那么 ,如果 和 9g 都 在 zo 处 连续 则 f+g,f 一 g， 
max( 了 ,9), min(f,9), f9 都 在 zo 处 连续 . 如 果 g 在 义 上 不 取 零 值 , 则 和 也 在 zo 处 
连续 . 

于 是 , 两 个 连续 函数 的 和 、 差 、 最 大 、 最 小 、 乘 积 以 及 分 母 不 取 零 值 情 形 下 的 
商 , 都 是 连续 函数 . 

可 使 用 命题 9.4.9 证 明 大 量 的 函数 是 连续 的 . 作为 例子 , 例如 , 只 从 常 值 函 数 是 
连续 的 以 及 恒 等 函数 f(z) = z 是 连续 的 (习题 9.4.2) 这 个 事实 出 发 , 就 可 以 证 明 ， 
4 max(z3 十 472 十 TZ 十 5,24 一 23) 在 RR 的 除了 z=2 和 z= 一 2 这 两 个 使 分 母 
为 零 的 点 以 外 的 每 点 处 有 定义 并 且 连 续 . 

下 面 给 出 连续 函数 的 其 他 例子 . 

命题 9.4.10( 指 数 函 数 是 连续 的 ) ” 设 a > 0 是 正 的 实数 . 那么 由 f(T) := oz 
定义 的 函数 了 :区 一 民 是 连续 的 . 

证 明 ”见习 题 9.4.3. 

命题 9.4.11( 守 函数 是 连续 的 ) ” 设 p 是 实数 , 那么 由 f(z) = z? 定义 的 函数 
让: (0,00) 一 民 是 连续 的 . 

证 明 ”见习 题 9.4.4 国 

一 个 比 命题 9.4.10 和 9.4.11 更 强 的 命题 是 : 寒 运算 关于 指数 和 底数 是 同时 连 
续 的 , 但 这 比较 难 证 ; 见习 题 15.5.10. 

命题 9.4.12( 绝 对 值 是 连续 的 ) ”由 f(z) := |z| 定义 的 函数 有 : 民 一 RR 是 连续 


的 . 

证 明 ”这 从 |z| = max(z, -z) 推出 , 因为 已 经 知道 函数 zx, -z 是 连续 的 国 

连续 函数 的 族 不仅 对 于 加 、 减 、 乘 、 除 运算 封闭 , 也 对 于 复合 运算 封闭 . 

命题 9.4.13( 复 合 保持 连续 性 ) 设 X 和 YY 是 取 的 子 集合 , 并 设 卫 :和 一 了 ， 
9:Y 一 民 是 函数 . 设 To 是 X 的 点 .如果 f 在 To 处 连续 , 9 在 f(T0) 处 连续 , 那 
么 复合 防 数 gof :和 一 及 在 zo 处 连续 . 

证 明 ”见习 题 9.4.5. 图 

例 9.4.14 ”由 于 f(z) := 3z+1 在 整个 及 上 连续 , 而 且 函 数 g(z) := 57 在 整 
个 及 上 连续 , 所 以 复合 函数 (go f)(z) = 53*+ 也 在 整个 及 上 连续 . 使 用 上 面 的 那 
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些 命题 , 可 以 证 明 复杂 得 多 的 函数 , 例如 


lz2 — 8z + 71V2 


Ma) = 


也 是 连续 的 . (为 什么 这 个 函数 是 连续 的 ?) 
还 是 有 少数 函数 尚 不 容易 判断 其 连续 性 , 例如 h(z) := z*. 当 我 们 有 了 对 数 这 
个 工具 之 后 , 这 个 函数 就 比较 容易 处 理 了 . 我 们 将 在 815.5 中 讲 对 数 . 


9.4.1 


9.4.2 


9.4.3 


9.4.4 


9.4.5 
9.4.6 


9.4.7 


习 题 9.4 


证 明 命题 9.4.7. (提示 : 这 多 半 可 经 使 用 前 面 的 命题 和 引 理 来 完成 . 注意 , 要 证 (a)(b)(c) 
彼此 等 价 , 不 必 证 明 6 个 等 价 关系 , 但 至 少 必须 证 3 个 . 例如 , 证 明 (a) 蕴含 (b), (b) 
草 含 (c), (c) 蕴 售 (a) 就 够 了 . 虽然 这 不 必 是 解决 此 问题 的 最 短 的 或 最 简洁 的 路 途 .) 
设 X 是 到 的 子 集合 , 并 设 ce 到. 证 明 由 f(z) :=c 定义 的 常 值 函数 了 : X 一 R 是 连 
续 的 , 并 证 明 由 9g(z) := zx 定义 的 恒 等 函数 g : X 一 RR 也 是 连续 的 . 

证 明 命题 9.4.10. (提示 : 可 使 用 引 理 6.5.3、 联 合 挤 压 判别 法 (命题 6.4.14) 以 及 命题 
6.7.3.) 

证 明 命 古 9.4.11. (提示 : 从 极限 算 律 (命题 9.3.14) 可 以 证 明 对 于 一 切 整数 n， lm 2” 

1. 由 此 及 挤 压 判别 法 (推论 6.4.14) 推出 对 于 一 切实 数 p，lim zz = 1 最 后 , - 鹤 用 全 
题 6.7.3.) 

证 明 命题 9.4.13. 

设 X 是 到 的 子 集合 , 并 设 了 : X 一 及 是 连续 函数 . 设 Y 是 X 的 子 集合 . 证明 f 在 
上 的 限制 fly :Y 一 R 也 是 连续 函数 . (提示 : 这 是 一 个 简单 结果 , 但 要 求 你 仔细 地 
遵循 定义 .) 

设 n> 0 是 整数 , 并 且 对 于 每 个 0 < i < n 设 cs 是 实数 . 设 己 :及 一 及 是 函数 


Ee 于 Ci 
10 
这 样 的 函数 周知 为 单 变量 多 项 式 . 一 个 典型 的 例子 是 
PP(z)= 6z4 一 3z2 十 4 


证 明 书 是 连续 的 . 


8§9.5 ” 左 极限 和 右 极 限 


我 们 现在 介绍 左 极限 和 右 极限 的 概念 , 可 把 它们 看 作为 全 面 的 极限 


lm f(z) 


z 一 YoizE 
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的 两 个 分 离 的 “一 半 ” 

定义 9.5.1( 左 极限 和 右 极限 ) ” 设 六 是 RR 的 子 集合 , f : X 一 及 是 函数 , 设 
zo 是 实数 . 如 果 ro 是 XX 门 (zo, oo) 的 附着 点 , 那么 我 们 定义 f 在 zo 处 的 右 极 限 
J(zo+) 为 


f(rot) = sors dR hao) fC) 


当然 前 提 是 这 个 极限 存在 . 类 似 地 , 如 果 zo 是 X 门 (oo, zo) 的 附着 点 , 那么 我 们 
定义 了 在 zo 处 的 左 极限 f(zo-) 为 


Aco-) := 


ys ; 
saoisl ooz0) f(®) 


当然 也 是 在 这 个 极限 存在 的 前 提 下 . (于 是 , 在 很 多 情况 下 , f(zo+) 和 f(zo-) 是 无 
定义 的 .) 
有 时 我 们 使 用 简化 的 记号 


i 加 i ; 
| 


f(z), 


Rh 


只 要 f 的 定义 域 X 在 上 下 文中 是 清楚 的 . 
例 9.5.2 ”考虑 例 9.3.16 中 定义 的 符号 函数 sgn : R 一 及 . 我 们 有 


SR 1 1=1 
sgn(0+) Soa one) Ce) z=0:ERN(0.00) : 
以 及 
0_)= 1 = li -l= -1 
sgn(0-) z 0izeR 骨 (oo.0) sen(?) 0izER 有 Co,0) 1 


同时 根据 定义 sgn(0) = 0. 

注意 , 为 了 f(zo+) 或 j(zo-) 有 定义 , f 不 必 在 ro 处 有 定义 . 例如 , 如 果 
7 :及 \{0} 一 R 是 函数 f(z) := 丙 , 那么 f(0+) =1 且 了 (0-) = 一 1( 为 什么 ?), 尽管 
f(0) 无 定义 . 

从 命题 9.4.7 我 们 看 到 , 如 果 右 极限 f(zo+) 存在 , 并 且 (an) 咏 o 是 X 中 的 从 
右边 收敛 到 zo 的 序列 (对 于 一 切 ms N, an > zo), 那么 


lim, flen) = 1lao)， 


类 似 地 , 如 果 (bn)Po 是 X 中 的 从 左边 收敛 到 zo 的 序列 (对 于 一 切 n& N, bn < zo)， 
那么 


lim f(bn) = f(z0—). 
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设 zo 同 是 关门 (zo, oo0) 和 XX 门 (-o0,zo) 两 者 的 附着 点 . 如 果 f 在 点 ro 处 连 
续 , 那么 从 命题 9.4.7 显然 可 见 (zo+) 和 f(zo 一 ) 都 存在 并 且 都 等 于 f(zo). (你 能 
看 出 为 什么 吗 ?) 反 过 来 也 成 立 (将 此 与 命题 6.4.12(f) 相对 比 ): 

命题 9.5.3 设 义 是 民 的 于 集合 , 含有 实数 zo, 并 设 zo 同 是 关门 (Z0,00) 和 
瑟 门 -so,zo) 的 附着 点 . 设 了 :和 一 下 是 函数 . 如 果 f(zo+) 和 f(zo 一 ) 都 存在 并 
且 都 等 于 f(T0), 那么 f 在 zo 处 连续 . 

证 明 记 工 := f(zo). 根据 假设 有 


7) 殊 (9.1) 


lim, 
了 一 zoizEXX 门 (zovce 
以 及 
本 (9.2) 


RE 
设 e > 0 给 定 . 从 (9.1) 和 命题 9.4.7 知 , 存在 6+ > 0 使 得 当 z eX 门 (zo,o0) 且 
lz 一 zol <5+ 时 
lf(z)—L| <e, 
从 (9.2) 同样 得 知 , 存在 5- > 0, 使 得 当 zeX 站 -ce,zo) 且 |z 一 zo| <5- 时 


If(z)—L|<e. 


现在 让 5 := min(5_,64), 那么 5 > 0( 为 什么 ?). 设 re 三 且 lz-zol <56. 那么 有 三 
种 情形 :z > zo, z = zo, x < zo, 但 在 这 三 种 情形 下 都 有 |j(z) - L| < e( 为 什么 ? 理 
由 与 在 三 种 情形 中 的 一 种 情形 时 不 同 ). 于 是 根据 命题 9.4.7 知 , f 在 zo 处 连续 ， 国 
正 像 我 们 在 例 9.3.16 对 于 符号 函数 所 见 到 的 那样 , 对 于 一 个 函数 f, 在 zo 处 
可 能 发 生 f(zo-) 和 f(zo+) 都 存在 但 彼此 不 等 的 情形 ， 当 这 种 情形 发 生 时 , 我 们 
说 f 在 zo 处 有 一 个 跳跃 间断 . 于 是 , 作为 例子 , 符号 函数 在 零 处 发 生 跳跃 间断 . 还 
有 , 可 能 发 生 左 极限 f(zo-) 和 右 极限 f(zo)-+ 都 存在 并 且 相等 , 但 却 不 等 于 f(z0) 
的 情形 ， 这 时 我 们 说 / 在 zo 处 有 可 去 除 间断 (或 可 去 除 奇异 性 )， 例 如 ,如 果 令 


了 :及 一 下 是 函数 
> { 4 如果 z=0 
0， 如 果 z 取 0. 
那么 f(0+) 和 (0 一) 都 存在 并 且 等 于 0( 为 什么 ?), 但 是 f(0) = 1. 于 是 了 在 0 处 
有 可 去 除 间断 . 
注 9.5.4 ”跳跃 间断 与 可 去 除 间 断 并 不 是 函数 间断 的 仅 有 的 方式 ， 另 一 个 方 
式 是 函数 在 间断 点 处 趋 于 无 限 : 以 f(z) := + 定义 的 函数 / : R\ {0} 一 下 在 0 处 间 
断 , 既 不 是 跳跃 间断 , 也 不 是 可 去 除 间断 . 非 正式 地 说 , 当 z 从 右边 趋 于 0 时 f(z) 
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趋 于 +oo, 而 当 > 从 左边 趋 于 0 时 , f(z) 趋 于 -co， 这 种 形式 的 奇异 性 有 时 叫 作 
渐 近 间断 (asymptotic discontinuity). 此 外 还 有 振荡 间断 (oscillatory discontinuity)， 
其 中 函数 在 zo 附近 保持 有 界 但 在 zo 处 却 没有 极限 . 例如 , 用 


| 1， 如 果 zeQ 
7 四 人 如 果 z&Q 


定义 的 函数 f : R 一 R 在 0 处 有 振荡 间断 (事实 上 在 每 个 其 他 实数 处 也 是 如 此 ). 
这 是 因为 尽管 函数 是 有 界 的 , 但 它 在 0 处 既 没 有 左 极限 也 没有 右 极 限 . 

间断 性 (也 叫 作 奇 异性 ) 的 研究 不 断 发 展 , 但 已 超出 本 书 的 范围 . 例如 , 在 复 分 
析 中 , 奇异 性 起 着 关键 的 作用 . 


习 题 9.5 
9.5.1 设 马 是 RR 的 子 集 全 ,了 :万 一 民 是 函数 ,并 设 zo 是 巨 的 附着 点 . 请 为 极限 
lm f(z) = co( 或 - oo) 


= 一 =oise 电 
写 一 个 定义 . 如 果 f :及 \ {0} 一 及 是 函数 f(z) := 二 ,用 你 的 定义 断定 f(0+) = co 且 
jJ(0-) = 一 00. 另外 对 于 命题 9.3.9 当 L = oo 或 上 = -ce 时 的 某 些 类 似 之 事 予 以 叙 
述 和 证 明 . 
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在 前 两 节 中 我 们 看 到 了 大 量 的 连续 函数 , 虽然 肯定 并 非 所 有 的 函数 都 是 连续 
的 . 我 们 现在 证 明 连续 函数 具有 许多 其 他 的 有 用 的 性 质 , 特别 是 当 它 们 的 定义 域 是 
闭 区 间 的 时 候 是 这 样 . 正 是 在 这 里 , 我 们 将 开始 把 Heine-Borel 定理 (定理 9.1.24) 
的 全 部 功效 予以 展示 . 
定义 9.6.1 设 X 是 尺 的 子 集合 , 并 设 汪 : X 一 下 是 函数 . 如 果 存 在 实数 M， 
使 得 对 于 一 切 re X 都 有 f(z) < M, 我 们 就 说 j 是 有 上 界 的 ; 如 果 存 在 实数 M， 
使 得 对 于 一 切 re X 都 有 f(z) > 一 M, 我 们 就 说 f 是 有 下 界 的 ; 如 果 存 在 实数 M， 
使 得 对 于 一 切 ze X 都 有 |f(z)| < M, 我 们 就 说 f 是 有 界 的 ， 
注 9.6.2 ”一 个 函数 是 有 界 的 , 当 且 仅 当 它 既是 有 上 界 的 也 是 有 下 界 的 (为 什 
么 ? 注意 “ 当 且 仅 当 ”的 一 部 分 比 另 一 部 分 稍 许 微妙 ). 同时 , 函数 1 : X 一 民 是 有 
界 的 , 当 且 仅 当 它 的 象 f(X) 是 依 定义 9.1.22 的 意义 有 界 的 (为 什么 ?). 
并 非 一 切 连续 函数 都 是 有 界 的 . 例如 函数 f(z) := z 在 定义 域 R 上 是 连续 的 
然而 是 无 界 的 (为 什么 ?), 尽管 它 在 某 些 更 小 的 区 域 上 是 有 界 的 , 例如 在 [1, 2] 上 它 
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是 有 界 的 . 函数 flz) := 上 在 (0, 1) 上 是 连续 的 但 却 是 无 界 的 (为 什么 ?). 然而 , 如 
果 连 续 函 数 的 定义 域 是 闭 的 有 界 的 区 域 , 那么 一 定 有 有 界 性 : 

引 理 9.6.3 ” 设 a<b 是 实数 , 并 设 1:[a,0] 一 展 是 [a,0] 上 的 连续 函数 , 那么 
王 是 有 界 浮 数 . 

证 明 ”假设 f 不 是 有 和 界 的 . 那么 对 于 每 个 实数 M, 都 存在 一 个 元 素 zs [如 
使 得 |7(z)| > M. 

当然 , 对 于 每 个 自然 数 w 集合 {z e [a,9 : |/(z)| > n} 不 是 空 集 . 于 是 我 们 
可 以 从 [a, 引 中 选取 ”一 个 序列 (zn)8. 使 对 于 一 切 n，|f(zn)| > n. 这 个 序列 位 
于 [6; 中 , 根据 定理 9.1.24, 存在 一 个 子 列 (zn,)2o 收敛 到 某 极限 工 < [oj, 其 中 
no < mm < no <.… 是 自然 数 的 增 序列 . 当然 , 我 们 看 到 mw > ; 对 于 一 切 jeEN 成 
立 (为 什么 ”用 归纳 法 ). 

由 于 f 在 [o,i 上 连续 , 所 以 它 在 工 处 连续 , 因此 我 们 看 到 


lim f(zn) = f(D). 
a 


于 是 序列 (f(zn,))2o。 是 收敛 的 ,从 而 是 有 界 的 ， 另 一 方面 , 我 们 由 此 序列 的 构造 
知 |f(zm)| > nj > j 对 于 一 切 j 成 立 , 从 而 (f(zm))320 不 是 有 界 的 .这 是 一 个 
矛盾 . 国 

注 9.6.4 ”关于 这 个 证 明 , 有 两 件 事 值得 注意 . 首先 , 它 表 明 Heine-Borel 定理 
(定理 9.1.24) 是 多 么 有 用 . 其 次 , 它 不 是 一 个 直接 的 证 明 ; 它 没有 说 怎样 找到 f 的 
界 , 而 是 表明 若是 无 界 的 话 , 必定 导致 矛盾 . 

我 们 现在 加 强 引 理 9.6.3 而 说 得 更 多 点 . 

定义 9.6.5( 最 大 值 和 最 小 值 ) 设 f :XX 一 RR 是 函数 , 并 设 zo e X. 如 果 对 于 
一 切 z EX 都 有 f(zo) > f(z) ( 即 了 在 点 zo 处 的 值 大 于 或 等 于 了 在 X 的 任何 其 
他 点 处 的 值 ) 那么 我 们 说 f 在 zo 处 达到 它 的 最 大 值 . 我 们 说 f 在 zo 处 达到 它 的 
最 小 值 , 如 果 对 于 一 切 zeX 有 f(zo) < f(z). 

注 9.6.6 ”如 果 函 数 在 某 个 地 方 达到 它 的 最 大 值 , 那么 它 必定 是 有 上 界 的 (为 
什么 ?). 类 似 地 , 如 果 它 在 某 个 地 方 达到 它 的 最 小 值 , 那么 它 必定 是 有 下 界 的 . 这些 
最 大 值 和 最 小 值 的 概念 是 整体 性 的 ; 局 部 性 的 形式 将 在 定义 10.2.1 中 给 出 . 

命题 9.6.7( 最 大 值 原理 ) ” 设 @ < 是 实数 , 并 设 F :la, 引 一 及 是 在 [ao, 引 上 连 
续 的 函数 . 那么 在 某 点 zmax E [a 相处 达到 它 的 最 大 值 , 并 且 在 某 点 zrmin [as 可 
处 达到 它 的 最 小 值 . 

@ 严格 地 说 , 用 到 选择 公理 , 如 在 引 理 8.4.5 那样 . 但 也 可 以 定义 

zn :=sup{z € [0): |f(2)| > n}, 
并 使 用 f 的 连续 性 证 明 |f(zn)| > n, 而 避免 使 用 选择 公理 我 们 把 细节 留 给 读者 . 
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注 9.6.8 ”严格 说 来 , “最 大 值 原理 ”是 一 个 用 词 不 当 的 说 法 , 因为 这 个 原理 也 
涉及 最 小 值 . 或 许 更 准确 的 名 称 该 是 “ 极 值 原理 "(extremum principle),“ 极 值 ” 一 词 
用 来 同时 代表 最 大 值 和 最 小 值 . 

证 明 ”我 们 只 证 明 f 在 某 处 达到 它 的 最 大 值 . 对 于 达到 它 的 最 小 值 的 证 明 是 
类 似 的 , 留 给 读者 

从 引 理 9.6.3 知 j 是 有 界 的 .于 是 存在 M 使 得 对 于 一 切 > e [中 ，- 一 
f(z) < M. 现在 让 E 代表 集合 


五:= {f(z) :7 € [0,d}. 


( 换 名 话说 忆 := f([,4]).) 按 刚 才 所 说 的 , 这 个 集合 是 [-M, M] 的 子 集合 . 它 是 不 
空 的 , 因为 , 作为 例子 , 它 含有 点 f(a). 于 是 根据 最 小 上 界 原理 , 它 有 上 确 界 sup(EE)， 
是 个 实数 . 

记 m := sup(B). 根据 上 确 界 的 定义 知 , 对 于 一 切 y e E,y < m. 根据 已 的 定 
义 , 这 表明 对 于 一 切 z € [中 ，f(z) < m. 于 是 , 为 证 f 在 某 处 达到 它 的 最 大 值 , 只 
要 找 一 点 zmax & lo, 中 使 得 f(zmax) = m 就 够 了 . (为 什么 这 就 够 了 ?) 

设 n > 1 是 正 整数 . 那么 m 一 上 < m= sup(B). 由 于 sup(B) 是 已 的 最 小 上 
界 , 所 以 和 一 二 不 能 是 EE 的 上 界 ， 子 是 在 在 ye 使 得 m 一 + <y. 根据 互 的 定 
义 , 这 蕴含 着 存在 ze [a,0], 使 得 m 一 1 < f(z). 

现在 对 于 每 个 n, 选 一 点 ze Ee 如 使 得 m 一 二 < f(x), 从 而 构成 一 个 序 
列 (zn) 吕 1. (这 又 要 用 选择 公理 , 但 不 用 选择 公理 而 证 明 这 个 原理 也 是 可 能 的 . 例 
如 , 在 命题 13.3.2 中 你 会 看 到 这 个 命题 的 更 好 的 证 明 , 它 用 到 紧 致 性 的 概念 .) 这 
是 [a,9] 中 的 一 个 序列 . 于 是 根据 Heine-Borel 定理 (定理 9.1.24), 可 以 选择 一 个 子 
序列 (zny) 和 1 ni < nz <…, 它 收 全 到 某 极限 rmax < [a,3]. 由 于 (zny)P21 收敛 到 
ZTmax; 并 且 f 在 zmax 处 连续 , 我 们 和 前 面 一 样 得 到 


ji len) = fener). 
另 一 方面 , 由 序列 的 构造 知 ， 
于 
f(zn;) >m— 而 En 一 一 ， 
从 而 两 边 取 极 限 就 得 到 
fa = ia, lea) > im m—}=m. 


另 一 方面 , 我 们 知道 对 于 一 切 z e [外 f(z) < m, 所 以 , 当然 有 f(zmox) < m. 加 
这 两 个 不 等 式 合 起 来 , 我 们 见 到 /(zmax) = m. 这 就 是 所 要 的 . 


196 第 9 章 及 上 的 连续 函数 


注意 , 最 大 值 原理 并 不 避免 一 个 函数 在 多 于 一 点 处 达到 它 的 最 大 值 或 者 最 小 
值 . 例如 , 区 间 [-2,2] 上 的 函数 f(z) := z? 在 两 个 不 同 的 点 -2 和 2 处 达到 它 的 最 
大 值 . 

我 们 把 sup{f(z) : z & [0, 引 } 简写 为 supzela,sl f(z), 并 类 似 地 定义 infsela,s] f(z). 
那么 最 大 值 原理 断定 m := supsela.s f(z) 是 实数 并 且 是 f 在 [a, 上 的 最 大 值 . 也 
就 是 说 , 在 [a, 中 至 少 有 一 个 点 Zmax, 使 得 f(zZmax) = m 并 且 对 于 每 个 其 他 的 
Zz € [中 ，f(z) 小 于 或 等 于 m. 类 似 地 , inf。elea f(z) 是 了 在 [a,9] 上 的 最 小 值 . 

现在 我 们 知道 , 在 闭 区 间 上 每 个 连续 函数 都 是 有 界 的 并 且 至 少 有 一 次 达到 它 的 
最 大 值 , 也 至 少 有 一 次 达到 它 的 最 小 值 . 同样 的 事情 对 于 开 区 间或 无 限 区 间 不 成 立 ; 
见习 题 9.6.1. 

注 9.6.9 ”在 复 分 析 或 偏 微分 方程 论 中 , 你 会 遇 到 一 个 相当 不 一 样 的 “最 大 值 
原理 ". 在 复 分 析 中 , 代替 连续 函数 而 处 理解 析 函 数 , 在 偏 微分 方程 论 中 则 要 处 理 调 
和 函数 . 那里 的 最 大 值 原理 与 此 处 的 并 不 直接 关联 (虽然 它们 也 涉及 最 大 值 是 否 存 
在 , 最 大 值 位 置 在 哪里 ). 


习 题 9.6 
9.6.1 ”给 出 如 下 的 例子 : 

(a) 函数 ] ; (1,2) 一 R, 它 连续 并 且 有 界 , 在 某 处 达到 它 的 最 小 值 , 但 在 任何 点 处 也 不 
达到 它 的 最 大 值 ( 即 没 有 最 大 值 ). 

(b) 函数 f: [0, oo) 一 及, 它 连续 并 且 有 界 , 在 某 处 达到 它 的 最 大 值 , 但 在 任何 点 处 也 
不 达到 它 的 最 小 值 ( 即 没有 最 小 值 ). 

(c) 函数 了: [-1,1] 一 了, 它 是 有 界 的 , 但 在 任何 点 处 也 不 达到 它 的 最 小 值 , 且 在 任何 
点 处 也 不 达到 它 的 最 大 值 ( 即 没有 最 大 值 ). 

(d) 函数 了 : [一 1,1] 一 及 它 有 上 界 但 无 下 界 . 

解释 一 下 为 什么 你 构 作 的 例子 都 不 违背 最 大 值 原理 . (注意 : 仔细 阅读 假设 条 件 !) 


89.7 中 值 定理 


我 们 刚才 证 明 连 续 函数 f 达到 它 的 最 大 值 和 最 小 值 . 现在 我 们 来 证 明 f 也 能 
达到 中 间 的 每 个 值 . 为 此 我 们 先 证 明 一 个 非常 直观 的 定理 . 

定理 9.7.1( 中 值 定理 ) 设 a< 丸 并 设 了 :[o 划 一 及 是 [o 旨 上 的 连续 函 
数 . 设 1 是 介 于 f(a) 和 f(b) 之 间 的 实数 , 也 就 是 说 , 要 么 f(a) < y < f( 四 , 要 么 
f(a) >y> f(b). 那么 存在 ce [a,4] 使 得 f(c) = 小. 

证 明 ”有 两 种 情形 : /(a) < y < f(b) 或 f(a) > y > f(b). 我 们 假定 前 者 , 即 
f(a) <y < f(b). 后 者 可 类 似 地 证 明 , 留 给 读者 . 
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如 果 v= f(a) 或 y = f(b), 那么 结论 是 容易 的 , 可 简单 地 令 c= a 或 者 c=b. 
于 是 可 假定 f(a) < y < /f(b). 用 五 代表 集合 


E:= {rela,b): f(r) < 人 


互 明显 是 [a,9] 的 子 集 合 , 因而 有 界 . 还 有 , 因为 f(a) < y, 我 们 看 到 a 是 已 的 元 
素 , 所 以 已 不 空 . 根据 最 小 上 界 原理 , 上 确 界 


c:= sup(E) 


是 有 限 的 . 由 于 是 EE 的 上 界 , 我 们 得 知 c < 4 由 于 已 含有 a, 我 们 得 知 a < c. 
于 是 有 c e [ww 外. 为 完成 证 明 , 我 们 现在 来 证 f(c) = y. 想法 是 从 c 的 左边 进行 , 以 
证 明 f(c) < y, 然后 从 c 的 右边 进行 来 证 明 f(c) > vy. 

设 n> 1 是 整数 . 数 c 一 二 是 小 于 或 等 于 c= sup(E) 的 , 因此 不 能 是 巨 的 上 
界 . 于 是 存在 一 点 , 记 作 rn, 它 属于 巨 并且 大 于 c 一. 因为 c 是 马 的 上 界 , 还 有 
zn 世 于 是 


1 
c—-—<zrn&e. 
n 


根据 挤 压 判别 法 (推论 6.4.14), 就 得 到 


dm sn 过 
由 于 f 在 。 处 连续 , 这 意味 着 
dm, flzn) = fo). 


但 因为 对 于 每 个 n, zn 都 在 已 内 , 所 以 对 于 每 个 n 都 有 f(zn,) < y. 根据 比较 原理 
引 理 6.4.13) 就 得 到 f(c) < y. 由 于 f(b) > f(o), 我 们 断定 cb. 

由 于 c 关 5 并 且 ce [oa 四 必 有 c < 那么 存在 N > 0, 使 得 对 于 一 切 n> N， 
c+ 去 <4 (由 于 当 n 一 00 时 c+ 去 收敛 到 co). 由 于 c 是 巨 的 上 确 界 并 且 c+1>c， 
必 有 c+ 对 于 一 切 n> N 成立. 由 于 c+ e la, 可 ,那么 对 于 一 切 n> N, 有 
f(c+ 二 ) 之 y. 但 e+ 二 收敛 到 c, 而 了 在 处 连续 ,所 以 f(c) > 4 然而 我 们 已 经 知 
道 f(c) < y, 所 以 f(c) =y. 这 就 是 所 要 的 . 国 
中 值 定理 说 的 是 , 如 果 f 取 值 f(a) 和 ffb), 那么 它 必 定 也 达到 一 切 介 于 两 者 
之 间 的 值 . 注意 , 如 果 不 假定 是 连续 的 , 那么 中 值 定理 就 不 再 适用 ， 例 如 , 如 果 
f:[-1,1] 一 RR 是 函数 


._ -1， 如 果 z<0 
={ 1， 如 果 z > 0， 


198 第 9 章 及 上 的 连续 函数 


那么 f(-1) = 一 1 而 f(1) = 1 但 不 存在 ce [-1,1] 使 f(c) = 0. 可 见 , 如 果 函 数 是 
间断 的 , 它 就 可 能 “ 跳 ” 过 中 间 的 值 . 但 连续 函数 决 不 会 如 此 . 

注 9.7.2 ”一 个 连续 函数 可 以 多 次 取 同一 个 中 间 值 . 例如 , 如 果 函 数 f : [-2,2] 一 
民 是 函数 f(z) := za 一 x, 那么 


f(-2) = -6, f(2) = 6、 
所 以 存在 ce [~2,2] 使 f(c) = 0. 事实 上 , 这 里 有 三 个 这 样 的 c 值 : 有 


f(-1)=f(0) = f(1)=0. 


注 9.7.3 ”中 值 定理 给 出 了 证 明 可 取 一 个 数 的 n 次 方 根 的 另 一 种 方法 . 例如 ， 
为 了 构 作 2 的 平方 根 , 考虑 由 f(z) := z2 定义 的 函数 f : 0,?] 一 民 . 这 个 函数 是 连 
续 的 , 并 且 f(0) = 0, f(2) = 4. 于 是 存在 c € [0,2] 使 得 f(e) = 2, 即 co = 2. (这 个 
论述 没有 证 明 2 恰 有 一 个 平方 根 , 但 它 证 明了 , 2 至 少 有 一 个 平方 根 .) 

推论 9.7.4( 连 续 函数 的 象 ) 设 a<b 并 设 f: [4, 且 一 民 是 [a, 引 上 的 连续 函 
数 . 设 M := supzela] (7) 是 下 的 最 大 值 , 并 设 mm :二 infzela,s] f(T) 是 最 小 值 . 如 果 
2 是 介 于 m 和 M 之 间 的 实数 ( 即 m < y < M), 那么 存在 c€ [a,5| 使 得 f(c) =y. 
进而 有 f([a,) = pm M]. 

证 明 ”见习 题 9.7.1. mn 


习 题 9.7 


9.7.1 ”证 明 推论 9.7.4. (提示 : 除了 中 值 定理 , 还 可 能 要 用 到 习题 9.4.6.) 

9.7.2” 设 了 : [0,1] 一 [0,1] 是 连续 函数 . 证 明 存在 实数 z e [0,1], 使 f(z) = z，( 对 于 函数 
f(z) 一 z 使 用 中 值 定理 .) 此 点 z 叫 作 f 的 不 动 点 . 这 个 结果 是 不 动 点 定理 的 一 个 基本 
例子 , 它 在 一 定 类 型 的 分 析 学 问题 中 起 着 重要 的 作用 .) 


89.8 单调 函数 


我 们 现在 来 讨论 一 个 与 连续 函数 类 不 同 却 又 有 某 些 相 似 性 质 的 函数 类 : 单调 
函数 类 . 

定义 9.8.1( 单 调 函数 ) ” 设 XX 是 RR 的 子 集 , 并 设 f :XX 一 RR 是 函数 . 我 们 说 
下 是 单调 增 的 , 当 且 仅 当 只 要 z,y e X 且 y > z, 就 有 f(y) > f(z). 我 们 说 f 是 严 
格 单调 增 的 , 当 且 仅 当 只 要 z,y eX 且 y > z 就 有 f(y) > f(z). 类 似 地 , 我 们 说 
是 单调 减 的 当 且 仅 当 只 要 z,y eX 且 y > z 就 有 f(y) < f(z). 我 们 说 f 是 严格 
单调 减 的 , 当 且 仅 当 只 要 z,y EX 且 y >z 就 有 f(y) < f(z). 我 们 说 f 是 单调 的 ， 
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如 果 它 是 单调 增 的 或 者 是 单调 减 的 . 我 们 说 / 是 严格 单调 的 , 如 果 它 是 严格 单调 增 
的 或 者 是 严格 单调 减 的 . 

例 9.8.2 ”函数 f(z) := z? 当 限 制 在 区 域 [0, oo) 上 时 , 是 严格 单调 增 的 (为 
什么 ?), 而 当 限 制 在 区 域 (-oo0,0] 上 时 , 是 严格 单调 减 的 (为 什么 ?). 于 是 此 函数 在 
(-eo,0] 上 和 在 [0, co) 上 都 是 严格 单调 的 , 但 它 在 整个 实 直线 (-co,ceo) 上 却 不 是 
严格 单调 的 (或 单调 的 ). 注意 , 如 果 一 个 函数 在 一 个 区 域 X 上 是 严格 单调 的 , 那么 
它 在 同一 区 域 X 上 自动 地 是 单调 的 . 常 值 函数 f(z) := 6 当 限 制 在 一 个 任意 的 区 
域 X S 民 上 时 , 既是 单调 增 的 也 是 单调 减 的 , 但 不 是 严格 单调 的 (除非 X 由 至 多 
一 个 点 组 成 为 什么 ?). 

连续 函数 不 必 是 单调 的 (作为 例子 考虑 RR 上 的 函数 f(z) = x?), 而 单调 函数 也 
不 必 是 连续 的 ; 作为 例子 , 考虑 早先 由 


._ -1 如 果 zs0 
Re { 1， 如 果 z > 0. 


定义 的 函数 f : [-1,1] 一 R. 

单调 函数 遵从 最 大 值 原理 (习题 9.8.1), 但 不 遵从 中 值 定理 (习题 9.8.2). 另 一 
方面 , 一 个 单调 函数 可 能 有 很 多 的 间断 点 (习题 9.8.5). 

如 果 一 个 函数 既是 严格 单调 的 又 是 连续 的 , 那么 它 有 很 多 好 的 性 质 ， 特 别 地 ， 
它 是 可 道 的 . 

命题 9.8.3 设 go <b 是 实数 , 并 设 了: [w 中 一 及 是 函数 ， 如 果 下 既是 
连续 的 又 是 严格 单调 增 的 , 那么 是 从 [a,9] 到 [f(a), f(b)] 的 双 射 ， 并 且 逆 映射 
1 : [f(a),f(b)] 一 [a,W] 也 是 连续 的 并 且 严 格 单调 增 的 

证 明 ”见习 题 9.8.4. 国 

对 于 严格 单调 减 函数 有 类 似 的 命题 ; 见习 题 9.8.4. 

例 9.8.4 设 m 是 正 整数 , 并且 R > 0. 由 于 函数 f(z) := z” 是 在 区 间 [0, 本 
上 严格 增 的 , 我 们 从 命题 9.8.3 看 到 这 个 函数 是 从 [0, 嫩 到 [0, R"] 的 双 射 , 从 而 有 
从 [0, R"] 到 [0, 及 的 逆 . 这 可 以 用 来 给 出 一 个 构造 一 个 数 z & [0, R"] 的 n 次 方 根 
的 另 一 种 办 法 , 它 与 在 引 理 5.6.5 中 所 做 的 是 不 同 的 . 


习 题 9.8 
9.8.1 解释 为 什么 把 f 连续 的 假定 换 为 f 单调 或 严格 单调 时 , 最 大 值 原理 仍然 成 立 . (对 于 单 
调和 严格 单调 两 种 情形 可 用 同一 解释 .) 


9.8.2 ”举例 说 明 当 连 续 的 假定 换 为 单调 或 严格 单调 时 中 值 定理 不 成 立 ，( 对 于 单调 和 严格 单调 
两 种 情形 可 以 使 用 同一 反例 .) 
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9.8.3 


9.8.4 


9.8.5 


设 a<5b 是 实数 ,并 设 了 : [a, 是 一 及 是 函数 . 如 果 f 既是 连续 的 又 是 1 对 1 的 ,那么 
j 是 严格 单调 的 . (提示 : 考虑 f(a) < f(b), f(a) = f(b), f(a) > f(b) 三 种 情形 . 第 二 
种 情形 直接 导致 矛盾 . 在 第 一 种 情形 用 反 证 法 及 中 值 定理 证 明 f 是 严格 增 的 , 在 第 三 种 
情形 类 似 的 论述 表明 f 是 严格 减 的 .) 

证 明 命题 9.8.3. (提示: 为 证 广 : 是 连续 的 , 最 简单 的 办 法 是 使 用 连续 的 “e 一 6” 定义 ， 
命题 9.4.7(c).) 去 掉 连 续 的 假定 , 命题 还 成 立 吗 ? 把 严格 单调 换 成 单调 , 命题 还 成 立 吗 ? 
代替 处 理 严 格 增 而 处 理 严格 减 函 数 时 , 应 如 何 修改 命题 ? 

本 习题 中 , 我 们 举 一 个 在 每 个 比例 数 处 间断 而 在 每 个 非 比例 数 处 连续 的 函数 的 例子 . 由 
于 比例 数 集 合 是 可 数 的 , 我 们 把 它 写成 


Q= {9(0), 9(1), 9(2),.……} 
其 中 g:N 一 @ 是 从 N 到 @ 的 双 射 . 现在 定义 函数 9 :@ 一 了 令 
g(aq(n)) 一 2 ne N, 


那么 g 映 g(0) 为 1， 9(1) 为 -+, 等 等 . 由 于 级 数 到 2 是 绝对 收敛 的 , 所 以 及 ?0 
也 是 绝对 收敛 的 . 现在 定义 函数 有 :R 一 及 , 令 
Ja:= > 9 
rEQEr<z 
由 于 克 9g(r) 是 绝对 收敛 的 , 所 以 f(z) 对 于 每 个 实数 z 都 是 定义 成 功 的 . 
reQ 
(a) 证 明 f 是 严格 单调 增加 的 . (提示 : 可 能 要 使 用 命题 5.4.14.) 
(b) 证 明 对 于 每 个 比例 数 >， 了 在 7 处 间断 (提示 : 由 于 r 是 比例 数 , 对 于 某 自然 数 
mi 一 dg(n). 证 明 对 于 一 切 z > 7, f(z) > f(r)+27".) 
(ce) 证 明 对 于 每 个 非 比 例 数 >，y 在 z 处 连续 . (提示 : 先 证 明 函 数 
f(z)= 2 g(r) 
reQ:r<z'g(n) 22—" 


在 z 处 连续 , 并 且 |f(z) - fn(z)| < 2) 


89.9 “一致 连续 性 


我 们 知道 , 在 闭 区 间 [a, 引 上 连续 的 函数 是 有 界 的 (根据 最 大 值 原理 , 事实 上 达 
到 它 的 最 大 值 和 最 小 值 ). 但 是 , 如 果 我 们 把 闭 区 间 改 成 开 区 间 , 那么 连续 函数 就 不 
必 再 是 有 界 的 . 一 个 例子 是 由 f(z) := 定义 的 f: (0,2) 一 民 . 这 个 函数 在 (0, 2) 
的 每 点 处 连续 , 从 而 在 (0, 2) 上 连续 , 但 不 是 有 界 的 非 正式 地 说 , 这 里 问题 是 , 当 


函数 的 确 在 于 


区 间 (0, 2) 的 每 点 都 连续 时 , 它 在 自 变量 趋 于 端点 0 时 连续 得 “ 越 来 
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我 们 来 进一步 分 析 这 种 现象 , 使 用 连续 的 “s-6” 定义 一 一 命题 9.4.7(c). 我 们 
知道 , 如 果 让 :和 一 及 在 点 zo 处 连续 , 那么 对 于 每 个 s > 0 都 存在 5 > 0, 使 得 只 
要 z 是 5- 接近 于 wo 的 , f(z) 就 是 =- 接近 f(zo) 的 . 换 句 话说 , 只 要 保证 z 充分 
接近 zo, 就 能 迫使 f(z) 是 e- 接近 f(zo) 的 . 想象 此 事 的 一 个 方式 是 , 在 每 个 点 ro 
附近 都 存在 一 个 “稳定 岛 "(zo 一 6, zo+ 5), 在 那里 函数 f(z) 不 会 散 离 f(zo) 超过 <. 

例 9.9.1 取 上 面 提 到 的 函数 f(z) := + 让 zo = 1. 为 了 保证 f(z) 是 0.1- 接 
近 于 f(zo) = 1 的, 只 需 取 z 是 十 - 接近 于 zo 的 , 那 时 


从 而 


于 是 f(z) 是 0.1- 接近 于 f(zo) 的 . 

现在 来 看 看 在 点 zo = 0.1 处 的 情形 . 函数 7 仍然 在 此 处 连续 , 但 我 们 将 看 到 连 
续 性 大 大 变 坏 . 为 了 保证 f(z) 是 0.1- 接近 于 f(zo) = 10 的 , 我 们 必须 让 z 是 贡 5- 
接近 于 zo 的 . 的 确 , 如 果 z 是 启 0- 接近 于 zo 的 , 那么 


10 ,10 
101 “~? ~ 1010， 


从 而 f(z) 是 0.1- 接近 于 f(zo) 的 . 而 对 于 1 0- 接近 于 zo 的 点 器 0, 有 (5) = 
2 = f(z0) + 卸 , 它 不 是 0.1- 接近 于 f(zo) 的 . 于 是 , 对 于 同一 个 e 值 , 需要 小 得 
多 的 “6" 一 一 函数 f 在 0.1 附近 比 在 1 附近 要 “不 稳定 ”得 多 : 在 0.1 处 的 “稳定 
岛 ” 比 在 1 处 的 “稳定 岛 " 要 小 得 多 (如 果 要 保持 f(z) 是 0.1 稳定 的 话 ). 

另 一 方面 , 也 有 其 他 的 不 显示 此 种 性 状 的 连续 函数 . 考虑 由 g(z) := 2z 定义 的 
函数 g : (0,2) 一 了 . 固定 <s = 0.1, 与 上 面 一 样 , 我 们 来 研究 zo = 1 处 的 稳定 岛 . 显 
然 , 如 果 zx 是 0.05- 接近 于 zo 的 , 那么 g(z) 就 是 0.1- 接近 于 g(zo) 的 . 此 种 情形 
下 , 在 zo = 1 处 可 以 取 5 = 0.05. 而 当 我 们 移动 zo 时 , 比如 说 , 代替 zo = 1 而 让 
zo = 0.1, 那么 5 不 用 改变 一 一 我们 看 到 , 即使 zo 由 1 改 为 0.1, 只 要 * 是 0.05 接 
近 于 zo 的 , g(z) 仍然 保持 0.1- 接近 于 g(z0). 事实 上 , 同一 个 5 对 于 每 一 个 zo 都 
有 效 . 当 这 种 情形 发 生 时 , 我 们 说 函数 9 是 一 致 连 续 的 . 更 准确 地 说 , 有 : 

定义 9.9.2( 一 臻 连续) ” 设 六 是 及 的 子 集合 ,并 设 太 : X 一 下 是 函数 . 如 果 
对 于 每 个 。> 0, 都 存在 5 > 0, 使 得 只 要 z,zo e XX 并且 x 与 zo 是 5- 接近 的 , f(x) 
与 f(z0) 就 是 e- 接近 的 , 那么 就 说 f 是 一 致 连 续 的 . 

注 9.9.3 ”应 把 这 个 定义 与 连续 的 概念 相 比较 .从 命题 9.4.7(c) 知 , 一 个 函数 
了 是 连续 的 , 指 的 是 对 于 每 个 es > 0 和 每 个 zo e X, 都 存在 5 > 0 使 得 只 要 z eX 
是 4- 接近 于 zo 的 , f(z) 与 f(zo) 就 是 e- 接近 的 . 在 一 致 连续 与 连续 之 间 的 差别 


9.901 < f(z) < 10.1, 
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是 , 对 于 一 致 连续 性 , 只 取 一 个 6 就 对 一 切 zo e X 有 效 ; 而 在 对 于 通常 的 连续 性 ， 
不 同 的 点 zo e X, 可 能 要 使 用 不 同 的 5. 那么 每 个 一 致 连续 的 函数 都 是 连续 的 , 但 
反 过 来 不 对 . 

例 9.9.4( 非 正式 的 ) 由 f(z) := + 定义 的 函数 f: (0,2) 一 及 在 (0, 2) 上 是 
连续 的 , 但 不 是 一 致 连续 的 , 因为 连续 性 (更 准确 地 说 是 5 对 < 的 依赖 性 ) 当 z 一 0 
时 越 来 越 坏 (在 例 9.9.10 我 们 将 把 此 事 说 得 更 为 准确 ). 
回顾 一 下 , 附着 点 的 概念 以 及 连续 函数 的 概念 , 都 有 若干 等 价 的 表述 . 它们 都 
有 “e - 8? 型 表述 (包括 e- 接近 的 概念 ) 和 “序列 方式 表述 (包括 序列 收敛 的 概 
念 ); 见 引 理 9.1.14 和 命题 9.3.9. 一 致 连续 的 概念 可 以 类 似 地 用 序列 表述 的 语言 给 
出 , 这 次 我 们 使 用 等 价 序列 的 概念 (参见 定义 5.2.6, 但 现在 我 们 代替 比例 数 序列 而 
推广 到 实数 序列 , 并 且 不 再 要 求 序列 是 Cauchy 序列 ): 

定义 9.9.5( 等 价 序列 ) ” 设 m 是 整数 , (an)%2,, 和 (bn)?2, 是 两 个 实数 序列 ， 
并 给 定 = > 0. 我 们 说 (an)%2 是 e- 接近 于 (tu)%m 的 , 当 且 仅 当 对 于 一 切 n> m， 
an 是 e- 接近 于 如 的 . 我 们 说 (an)%。, 是 终极 e- 接近 于 (如 ) 沁 w 的 , 当 且 仅 当 
存在 N > m 使 得 序列 (an)se.N 和 序列 (加 )?e.w 是 e- 接近 的 .两 个 序列 (an)z2 nm 
和 (如 )8w 是 等 价 的 , 当 且 仅 当 对 于 每 个 s > 0, 序列 (an)%2。, 和 (bn,)2 都 是 终 
极 =- 接近 的 . 

注 9.9.6 ”你 可 能 会 问 : s 是 否 应 被 假定 为 比例 数 或 实数 , 但 命题 6.1.4 稍 经 修 
正 就 表明 这 对 于 上 述 定义 没什么 区 别 . 

等 价 性 的 概念 可 以 更 简明 地 用 极限 语言 来 表述 : 

引 理 9.9.7 设 (an) 吕 1 和 (bn)?21 是 实数 序列 (不 必 是 有 界 的 或 收 化 的 ). 那 
么 (an)21 和 (bn) 吕 1 是 等 价 的 , 当 且 仅 当 lim (an 一 加) = 0. 

证 明 ”见习 题 9.9.1. 加 

同时 , 一 致 连 续 的 概念 可 借助 等 价 序列 来 表述 . 

命题 9.9.8 设 卫 是 区 的 子 集 合 , 并 设 了 :和 X 一 及 是 函数 . 那么 下 述 两 命题 
逻辑 上 等 价 : 

(a) f 在 蔗 上 一 致 连 续 . 

(b) 只 要 序列 (zn) 吧 0。 和 序列 (yn) 吕 0 是 由 X 的 元 素 组 成 的 等 价 序列 , 那么 序 
列 (f(zn))zo 和 (f(yn))?2o 也 是 等 价 的 . 

证 明 ”见习 题 9.9.2. 图 

注 9.9.9 ”读者 应 将 此 命题 与 命题 9.3.9 相 比较 . 命题 9.3.9 断言 , 如 果 f 是 连 
续 的 , 那么 f 把 收敛 序列 映 成 收敛 序列 . 与 此 相对 照 , 如 果 f 是 一 致 连续 的 , 那么 
f 把 一 对 等 价 序列 映 成 一 对 等 价 序 列 . 为 了 看 清 两 个 命题 的 联系 , 注意 从 引 理 9.9.7 
知 , (zn)?2o 收敛 到 z* 当 且 仅 当 序 列 (zn)%So 和 (z,)%o 是 等 价 的 . 

例 9.9.10 ”考虑 由 f(z) := 二 定义 的 函数 f: (0,2) 一 及 . 从 引 理 9.9.7 我 们 
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看 到 序列 (站 号， 和 (去 ) 吕 1 是 (0, 2) 中 的 等 价 的 序列 ， 但 是 序列 (7())s2 ， 和 
(f( 去 ))>, 不 是 等 价 的 (为 什么 ? 再 用 引 理 9.9.7). 于 是 , 根据 命题 9.9.8, f 不 是 一 
致 连续 的 . (这 些 序列 从 1 开始 而 不 是 从 0 开始 , 但 读者 容易 看 到 这 与 上 面 的 讨论 
没有 任何 差别 .) 

例 9.9.11 考虑 由 f(z) := z? 定义 的 函数 f :RR 一 民 . 这 是 玉 上 的 连续 函数 
但 它 不 是 一 致 连续 的 ; 在 某 种 意义 下 , 连续 性 当 趋 于 无 限时 变 得 “ 越 来 越 坏 ”. 定量 
描述 此 事 的 一 个 途径 是 使 用 命题 9.9.8. 考虑 序列 (n)2， 和 (n+ 二) 总 1. 根据 引 理 
9.9.7, 这 两 个 序列 是 等 价 的 . 但 序列 (fa))22 ;和 (jn 二 二) ， 不 是 等 价 的 , 因为 


TY 家 和 十 
7 (n+ 让 =n 十 2+ 现 一 /mW 十 2 十 现 


不 是 终极 2- 接近 于 f(n) 的 . 于 是 根据 命题 9.9.8, 可 以 断定 f 不 是 一 致 连续 的 . 
一 致 连续 函数 的 另 一 个 性 质 是 它 把 Cauchy 序列 映 成 Cauchy 序列 . 
命题 9.9.12 设 XX 是 民 的 子 集合 , 并 设 汪 :X 一 月 是 一 致 连续 函数 , 如 果 
(zn) 吕 0 是 由 六 中 的 元 素 组 成 的 Cauchy 序列 , 那么 (f(an))%>0 也 是 Cauchy 序列 . 
证 明 ”见习 题 9.9.3. 
例 9.9.13 ”我 们 再 次 演示 由 f(z) := :定义 的 函数 f : (0,2) 一 R 不 是 一 致 连 
续 的 . 序列 (+)2， 是 (0, 2) 中 的 Cauchy 序列 , 但 序列 (f(+))%, 不 是 Cauchy 序 
列 (为 什么 ?). 于 是 根据 命题 9.9.12, f 不 是 一 致 连续 的 . 
推论 9.9.14 设 义 是 民 的 子 集 合 , 有 : 尖 一 民 是 一 致 连续 函数 , 并 设 zo 是 
了 的 附着 点 . 那么 极限 


ealna 
存在 (当然 它 是 实数 ). 

证 明 ”见习 题 9.9.4. 国 

我 们 现在 证 明 , 一 致 连续 函数 把 有 界 集 映 成 有 界 集 . 

命题 9.9.15 设 义 是 及 的 子 集合 , 并 设 汪 :和 一 恨 是 一 致 连续 函数 如 果 
互 是 矶 的 有 界 子 集合 , 那么 f( 忆 ) 也 是 有 界 的 . 

证 明 ”见习 题 9.9.5. 国 

正如 我 们 刚才 多 次 看 到 的 , 并 非 一切 连 续 函 数 都 是 一 致 连续 的 . 但 是 , 如 果 函 
数 的 定义 域 是 闭 区 间 , 那么 连续 函数 事实 上 是 一 致 连续 的 - 

定理 9.9.16 ” 设 a<b 是 实数 , 并 设 f : [o, 圳 一 及 是 连续 函数 那么 也 是 
一 致 连续 的 . cd 

证 明 ”用 反 证 法 . 设 f 不 是 一 致 连续 的 . 根据 命题 9.9.8, 在 [a,4] 中 必定 存在 
两 个 等 价 序列 (en) 咏 。 和 (mn) 忠 o 使 得 (f(zn))>。 和 (f(yn))%o 不 是 等 价 的 . 那 
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么 可 以 找到 。 > 0 使 得 (f(zn))2o 和 (7(ywn)) 不 是 终极 - 接近 的 . 
同 定 这 个 <, 令 已 是 集合 


互 := {neN:f(zn) 与 fon)] 不 是 e- 接近 的 }. 


集合 EE 必定 是 无 限 的 , 因为 倘若 EE 是 有 限 的 , 那么 (f(z) 和 (f(y))>o 就 必 
定 是 终极 e- 接近 的 (为 什么 ?). 根据 命题 8.1.5, 妃 是 可 数 集 . 事实 上 从 命题 8.1.5 
的 证 明 可 以 看 到 , 能 够 找到 全 部 由 互 的 元 素 组 成 的 一 个 无 限 序列 


no<mna<mna<… 


当然 有 
|f(zm) — fly)| > e, 对 于 一 切 j€ N. (9.3) 
另 一 方面 , 序列 (zn,)32o 在 [如 之 中 , 所 以 根据 Heine-Borel 定理 (定理 9.1.24) 
它 必 含 一 个 收敛 到 某 工 s [a,4] 的 子 序 列 (zw, ) 只 0. 当然 , f 是 在 工 处 连续 的 , 根 
据 命 题 9.4.7， 


im fan,) = f(D). (9.4) 


注意 (zw ) 屿 0 是 (zn) 沪 0 的 子 序列 , (yn, ) 兴 0 是 (yn)2o 的 子 序列 . 另 一 方面 , 从 
引 理 9.9.7 得 


lim (zn 一 加 ) = 0. 


于 是 根据 命题 6.6.5, 有 
dm zn, 一 nz) 一 0 
由 于 当 上 大 一 co 时 zn 收敛 到 工 , 于 是 根据 极限 算 律 , 有 
yn = 
于 是 根据 f 在 工 处 的 连续 性 ， 
dm fy, ) = f(D). 


使 用 极限 算 律 从 (9.4) 中 减 去 此 式 , 得 到 


ja (fen,) ~ Fung)) =0. 


但 这 与 (9.3) 矛盾 (为 什么 ?). 由 这 个 矛盾 我 们 断定 f 事实 上 是 一 致 连续 的 国 
注 9.9.17 ”应 把 引 理 9.6.3、 命题 9.9.15 和 定理 9.9.16 相互 比较 . 其 中 任何 两 
个 结果 都 不 蕴含 第 三 个 , 但 是 它们 彼此 都 是 相 容 的 . 
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习 题 9.9 
9.9.1 ”证 明 引 理 9.9.7. 
9.9.2 ”证 明 命 题 9.9.8. (提示 : 你 应 该 避免 使 用 引 理 9.9.7, 应 回 到 定义 9.9.5 中 的 等 价 序列 的 
定义 .) 
9.9.3 ”证 明 命 题 9.9.12. (提示 : 直接 使 用 定义 9.9.2.) 
9.9.4 ”用 命题 9.9.12 证 明 推 论 9.9.14. 用 这 个 推论 对 例 9.9.10 中 的 结果 给 出 另 一 个 证 明 . 
9.9.5 ”证 明 命 题 9.9.15. (提示 : 模仿 引 理 9.6.3 的 证 明 . 可 能 用 到 命题 9.9.12 或 推论 9.9.14.) 


9.9.6 设 夺 号 2 是 区 的 子 集 合 . 设 f: 关 一 Y 是 大 上 的 一 致 连续 函数 , 并 设 9 : 工 一 2 
是 Y 上 的 一 致 连续 函数 . 证 明 goy :XX 一 2 是 多 上 的 一 致 连续 函数 . 
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设 了 :X 一 RR 是 函数 . 到 现在 为 止 , 我 们 讨论 了 在 zo 是 实数 情形 下 , 当 z 一 zo 
时 f 有 极限 是 什么 意思 . 我 们 现在 要 简单 地 讨论 当 zo 等 于 +oo 或 -co 时 , 取 极 
限 是 什么 意思 . (这 是 拓扑 空间 上 的 连续 函数 的 更 一 般 的 理论 的 一 部 分 ; 见 $13.5.) 

首先 我 们 需要 关于 +co 或 -co 是 一 个 集合 的 附着 点 是 什么 意思 的 概念 . 

定义 9.10.1( 无 限 附 着 点 ) ” 设 X 是 RR 的 子 集合 . 我 们 说 +oo 是 附着 于 X 的 ， 
当 且 仅 当 对 于 每 个 M e R, 都 存在 一 个 z e X, 使 得 > > M; 我 们 说 -oo 是 附着 于 
X 的 , 当 且 仅 当 对 于 每 个 M e R, 都 存在 一 个 ze 和 使 得 z < M. 

换 名 话说, +co 是 附着 于 X 的 当 且 仅 当 X 无 上 界 , 或 等 价 地 , 当 且 仅 当 sup(X) = 
+oo. 类 似 地 一 oo 是 附着 于 X 的 当 且 仅 当 XX 无 下 界 , 或 当 且 仅 当 inf(X) = 一 co. 
于 是 , 一 个 集合 有 界 当 且 仅 当 -+oo 和 -oo 都 不 是 它 的 附着 点 . 

注 9.10.2 ”这 个 定义 好 像 与 定义 9.1.8 相当 不 同 , 但 可 以 用 广义 实 直 线 R* 的 
拓扑 结构 统一 起 来 , 我 们 不 在 这 里 讨论 这 件 事 . 

定义 9.10.3( 在 无 限 处 的 极限 ) 设 和 是 及 的 子 集合 , 以 +oc 为 附着 点 , 并 设 
:大 一 及 是 函数 . 我 们 说 当 z 一 十 ce 时 f(z) 收敛 到 工 , 并 记 


-ee f(z) Se. 
当 且 仅 当 对 于 每 个 。> 0, 都 存在 M 使 得 1 在 X 站 (M+o0) 上 是 =- 接近 于 工 的 
( 即 对 于 一 切 ze X, 当 z> M 时 |f(z) 一 可 < 

类 似 地 , 我 们 说 当 x 一 一 co 时 f(z) 收敛 到 工 , 当 且 仅 当 对 于 每 个 = > 0, 者 
存在 M 使 得 了 在 Xn(-oo,M) 上 是 e- 接近 于 工 的 . 
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例 9.10.4 设 f: (0,co) 一 及 是 函数 f(z) := 二 那么 


lim -=0. 
一 十 coiTE(0,oo) 卫 


(你 能 根据 定义 说 出 理由 吗 ?) 

关于 这 些 在 无 限 处 的 极限 , 可 以 做 很 多 与 我 们 关于 在 其 他 点 xo 处 的 极限 所 做 
的 一 样 的 事情 , 例如 , 一 切 极限 算 律 保持 成 立 . 然而 由 于 在 本 书 中 不 常 使 用 这 些 极 
限 , 我 们 将 不 太 注意 这 些 事情 . 但 要 注意 , 这 个 定义 与 序列 的 极限 lim an 的 定义 是 
相 容 的 (习题 9.10.1). 


习 题 9.10 


9.10.1 ” 设 (an)2o 是 实数 序列 , 那么 a 也 可 以 看 作 是 从 N 到 R 的 函数 , 它 把 每 个 自然 数 nn 
映射 到 一 个 实数 on. 证 明 


lim an = lim an, 
nooine no 


其 中 左边 的 极限 是 用 定义 9.10.3 确定 的 , 而 右边 的 极限 是 用 定义 6.1.8 确定 的 . 更 准 
确 地 说 , 证 明 ; 如 果 上 述 两 极限 中 有 一 个 存在 , 那么 另 一 个 也 存在 并 且 它们 有 相同 的 
值 . 于 是 这 里 的 两 个 极限 是 一 致 的 . 
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810.1 基本 定义 


现在 我 们 可 以 开始 认真 地 对 于 微 积分 作 严 格 的 处 理 , 我 们 从 导数 (derivative) 
的 概念 开始 . 现在 可 以 分 析 地 定义 导数 , 这 里 使 用 极限 ; 与 导数 的 几何 定义 相 比 
较 , 那里 使 用 的 是 切线 . 

分 析 地 处 理 问题 的 优点 在 于 (a) 我 们 不 需要 知道 几何 的 公理 , (b) 这 些 定义 可 
以 经 修改 而 用 于 处 理 多 变量 函数 , 或 者 用 于 处 理 向 量 值 函数 以 取代 标量 值 函 数 . 还 
有 , 一 旦 处 理 高 于 三 维 的 情形 时 , 几何 直观 就 变 得 难于 依赖 , ( 反 过 来 , 人 们 可 以 使 
用 自己 的 分 析 的 严格 性 的 经 验 , 把 自己 的 几何 直观 推广 到 这 样 的 抽象 背景 中 去 ; 如 
早先 提 到 的 , 两 种 观点 互补 而 不 是 互相 排斥 .) 

定义 10.1.1( 在 一 点 处 的 可 微 性 ) 设 X 是 及 的 子 集合 , 并 设 zoe 和 是 称 的 
一 个 元 素 并 且 也 是 X 的 极限 点 . 设 :XX 一 及 是 函数 . 如 果 极限 

f(z) — f(z0) 

zz0;7EX\{z0} 7 一 70 
收敛 到 某 实数 二 ,那么 我 们 说 F 在 zo 处 在 六 上 可 微 ,具有 导数 工 , 并 记 f'(z0) := 工 
如 果 极 限 不 存在 , 或 者 zo 不 是 X 的 元 素 , 或 者 zo 不 是 X 的 极限 点 , 那么 f(zo) 
无 定义 , 并 且 我 们 说 f 在 zo 处 在 X 上 不 可 微 . 

注 10.1.2 ”注意 , 我 们 需要 zo 是 极限 点 , 以 使 zo 是 X \ {zo} 的 附着 点 , 否 


J 
民风 jz) — f(z0) 
zz0;7EX\{z0} 了 一 20 

将 自动 地 无 定义 . 当然 , 我 们 不 定义 函数 在 孤立 点 处 的 导数 ， 作 为 例子 ,如 果 把 
f(z) := z2 定义 的 函数 f : R 一 及 限制 在 定义 域 X := [1,2]U{3} 上 , 那么 函数 
的 这 个 限制 在 3 处 不 再 是 可 微 的 . (参看 习题 10.1.1.) 但 在 实践 中 , 定义 域 X 几乎 
总 是 区 间 , 那么 根据 引 理 9.1.21, X 的 一 切 元 素 都 自动 地 是 它 的 极限 点 , 所 以 我 们 
不 必 太 注意 这 类 事项 . 

例 10.1.3 设 f:R 一 RR 是 函数 f(z) := z2, 并 设 zo 是 任意 的 实数 . 为 了 看 
看 f 是 否 在 zo 处 在 及 上 可 微 , 我 们 来 计算 极限 

了 1 名 -yc - 全 -2 

z 一 zoizERN\{zol 2 一 2I0 z 一 Z0iZERN\{zo} 2 一 Z0 
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可 以 把 分 子 分 解 因 式 为 z2 -28 = (z 一 zo)(z +zo). 由 于 ze 及 \{fzo}, 我 们 可 以 合 
理 地 消去 因子 x - zo 并 把 上 述 极限 写成 


lim 7 十 Z0). 
人 


根据 极限 算 律 , 此 极限 等 于 2zo. 于 是 函数 f 在 ro 处 可 微 并 且 它 的 导数 是 2zo. 

注 10.1.4 ”下面 的 事 是 平庸 的 , 但 值得 一 提 : 如 果 /:X 一 R 在 zo 处 可 微 
而 9g:X 一 及 等 于 三 ( 即 对 于 一 切 ze X,o(z) = f(z)), 那么 g 也 在 zo 处 可 微 并 且 
gf(zo) = 了 '(z0)( 为 什么 ?). 但 是 , 如 果 两 个 函数 f 和 9 只 是 在 zo 处 有 同一 个 值 , 即 
g(zo) = f(zo), 那么 这 并 不 蕴含 g'(zo) = f7(zo). (你 能 举 个 反例 吗 ?) 于 是 , 两 个 函 
数 在 它 的 整个 定义 域 上 相等 , 与 它们 只 在 一 点 处 相等 , 这 两 者 之 间 有 巨大 的 差别 . 

注 10.1.5 ”人 们 有 时 写 祭 来 代替 f/， 这 个 记号 当然 是 很 熟悉 也 很 方便 的 . 
但 是 应 该 加 点 儿 小 心 , 因为 这 个 记号 只 在 z 是 仅 有 的 用 来 表示 f 的 输入 时 才 是 安 
全 的 , 否则 会 引起 各 种 麻烦 . 例如 , 由 f(z) := z? 定义 的 函数  : R 一 R 有 导数 
对 = 2z, 但 是 , 由 g(y) := y? 定义 的 函数 g : R 一 及 好 像 有 导数 在 = 0, 如 果 y 和 
Z 是 独立 的 变量 的 话 , 尽管 事实 上 9 和 f 完全 就 是 同一 个 函数 , 由 于 这 种 混淆 的 可 
能 性 , 我 们 在 可 能 引起 混淆 时 将 避免 使 用 这 个 记号 . (在 多 变量 的 微 积分 中 , 这 种 混 
涌 变 得 更 粳 , 标准 的 记号 名 可 能 导致 某 些 严重 的 歧义 . 有 多 种 办 法 克服 这 些 歧义 ， 
最 值得 注意 的 办 法 是 引入 沿 向 量 域 的 微分 的 概念 , 但 这 超出 了 本 书 的 范围 .) 

例 10.1.6 设 f:RR 一 RR 是 函数 f(z) := |zl, 并 设 zo = 0. 为 看 f 是 否 在 0 
处 在 开 上 可 微 , 我 们 来 计算 极限 


jg-7g im Ek 


lim 
z—0;7ER\{0} XZ—0 Zz—0,7ER\{0} 7 


现在 来 取 左 极限 和 右 极 限 . 右 极限 是 


im C= lm T= lm 1=1, 
z 一 0izE(0ico) T Zz—0;z€E(0,00) T z=0;zE(0,00) 


同时 左 极限 是 


' z 
lim 一 
一 0izE{( 一 co,0) 也 


这 两 个 极限 不 相等 . 于 是 im。.oseavtoy 岂 不 存在 , 从 而 /在 0 处 在 恨 上 不 可 微 . 


但 是 如 果 把 了 限制 在 [0, co) 上 , 那么 被 限制 的 函数 fllooo) 是 在 0 处 在 [0o,co) 上 可 
微 的 , 导数 为 1: 


台 lim ex lim -1=—1, 
z+0;rE(—00,0) ZT z+0;zE(-o0,0) 


f-10_ i 国 


z 一 0Oize[looco)\{ol  Z 一 0 Z—0;rE(0,00) 
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类 似 地 , 当 把 了 限制 在 (一 co,0] 上 时 , 被 限制 的 函数 fl(_woo 在 0 处 在 (-o0,0] 上 
可 微 , 导数 为 -1. 于 是 , 即使 函数 不 是 可 微 的 , 有 时 也 可 以 通过 限制 函数 的 定义 域 
而 重新 取得 可 微 性 . 

如 果 函 数 在 zo 处 可 微 , 那么 它 在 zo 附近 近似 是 线性 的 : 

命题 10.1.7(Newton 逼近 ) 设 慰 是 届 的 子 集合 , zo 是 克 的 极限 点 设 
了 :和 一 下 是 函数 , 并 设 工 是 实数 . 那么 下 述 命 题 在 逻辑 上 等 价 : 

(a) 了 在 zo 处 在 X 上 可 微 ,导数 为 工 . 

(b) 对 于 每 个 = > 0, 都 存在 5 > 0, 使 得 只 要 TEX 是 5 接近 于 zo 的 , f(z) 就 
是 eT 一 Zol- 接近 于 f(z0) 十 L(z 一 20) 的 . 也 就 是 说 , 只 要 ZE 并 且 |z 一 zol 6 
就 有 

If(z) ~ (f(z0) + L(x — 20)| < elz — zol. 


注 10.1.8 ”Newton 逼近 当然 是 以 伟大 的 科学 家 和 数学 家 Isaac Newton(1642 一 
1727) 的 名 字 命名 的 , Newton 是 微 积分 学 的 葛 基 者 之 一 

证 明 ”见习 题 10.1.2. 国 

注 10.1.9 ”我 们 可 以 把 命题 10.1.7 表述 成 更 不 正式 的 形式 : 如 果 f 在 zo 处 
可 微 , 那么 就 有 近似 式 : 


jf(z) ~ f(z0) + f(z0)(7 — zo), 


反之 亦 真 . 
正如 由 f(z) := lz| 定义 的 函数 f : R 一 人 R 的 例子 所 表明 的 , 一 个 函数 可 以 在 
一 点 处 连续 而 在 该 点 处 不 是 可 微 的 . 但 反 过 来 总 是 对 的 : 

命题 10.1.10( 可 微 性 蕴含 连续 性 ) 设 XX 是 区 的 子 集 合 , To 是 XX 的 极限 点 ， 
并 设 卫 :和 X 一 下 是 函数 . 如 果 了 在 zo 处 可 微 ,那么 在 zo 处 也 连续 . 

证 明 ”见习 题 10.1.3. 国 

定义 10.1.11( 在 一 个 区 域 上 的 可 微 性 ) 设 久 是 RR 的 子 集合 ,并 设 /:XX 一 民 
是 函数 . 我 们 说 f 在 XX 上 可 微 , 如 果 对 于 每 个 zoe X, f 都 在 zo 处 在 X 上 可 微 . 

从 命题 10.1.10 和 上 述 定 义 我 们 有 一 个 直接 的 推论 : 

推论 10.1.12 设 XX 是 区 的 子 集合 ,并 设 f: 义 一 民 是 在 XX 上 可 微 的 函数 . 
那么 f 也 是 在 义 上 连续 的 . 

现在 我 们 来 叙述 你 很 熟悉 的 导数 的 基本 性 质 . 

定理 10.1.13( 微 分 算法 ) ” 设 XX 是 区 的 子 集合 , ro 是 XX 的 极限 点 ， 并 设 
f :XX 一 Rg:XX 一 民 是 函数 . 

(a) 如 果 f 是 常 值 函数 , 也 就 是 说 , 存在 实数 c, 使 得 对 于 一 切 Zz E X, f(z) = 
那么 在 zo 处 可 微 且 f(z0) = 0. 


210 第 10 章 函数 的 微分 


(b) 如 果 广 是 恒 等 函 数 , 也 就 是 说 , 对 于 一 切 ZEX, jz) = 2， 那么 在 ao 处 
可 微 且 广 (zo) 二 1. 
(@] (和 法 则 ) 如 果 和 g 都 在 zo 处 可 微 , 那么 +g 也 在 zo 处 可 微 ,并且 


(f +9) (v0) = f(z0) + 9 (zo). 
(d) ( 积 法 则 ) 如 果 了 和 9 都 在 zo 处 可 微 , 那么 fg 也 在 zo 处 可 微 , 并 且 
(fg)'(zo) = f'(z0)g(z0) + f(z0)g’ (zo0). 
(e) 如 果 了 在 zo 处 可 微 , 并 且 c 是 实数 , 那么 cj 也 在 zo 处 可 微 ,并且 
(ef) (zx0) = czo)- 
(了 ) ( 差 法 则 ) 如 果 f 和 9 都 在 zo 处 可 徽 , 那么 1 一 g 也 在 Zo 处 可 微 , 并 且 
(一 9]'(zo) = f'(z0) — g (z0). 


(g) 如 果 g 在 zo 处 可 微 ,并 且 g 在 贸 上 不 取 零 值 ( 即 对 于 一 切 EX,g(z) #0)， 
那么 上 也 在 zo 处 可 微 , 并 且 


3) (0 = -HD, te0) = Geo)9 
(hh) (商法 则 ) 如 果 有 和 9g 都 在 z0 处 可 微 并 且 9g 在 X 上 不 取 零 值 , 那么 上 也 
在 zo 处 可 微 ,并且 


¥ 4 A f(zo)g(z0) — f (zo0)g (zo) 
(D) 人 加 


(zo) 


注 10.1.14 ” 积 法 则 也 叫 作 Leibnitz 法 则 , 以 Gottfried Leibnitz(1646 一 1716) 
的 名 字 命 名 . Leibnits 是 Newton 之 外 的 微 积 分 学 的 另 一 个 葛 基 者 . 
证 明 ”见习 题 10.1.4. 国 
众所周知 , 上 述 法 则 使 人 们 可 以 容易 地 算出 很 多 导数 . 
例如 , 如 果 7 :下 \{1} 一 下 是 函数 f(z) := 2, 那么 容易 用 上 述 法 则 证 明 , 对 
于 一 切 zo € R\ {1} 
f'(z0) = 


一 两 -1 
(为 什么 ? 注意 每 点 zo e 民 \ {1} 都 是 及 \{1} 的 极限 点 .) 
可 微 函数 的 另 一 个 基本 性 质 是 下 述 
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定理 10.1.15( 链 法 则 ) 设 X,Y 是 民 的 子 集合 , roEX 是 六 的 极限 点 , 并 
设 Yo EY 是 Y 的 极限 点 . 设 f:X 一 Y 是 函数 , 使 得 f(zo) = 加 并 且 卫 在 zo 处 
可 徽 . 假设 g :了 一 取 是 在 Wo 处 可 微 的 函数 . 那么 函数 go :和 X 一 及 在 zo 处 可 
微 , 并 且 

(go f)(z0) = 9 (yo)f (zo). 

证 明 ”见习 题 10.1.7. [ 

例 10.1.16 如 果 了 :及 \{1 一 下 是 函数 f(z) 一 2 并 且 9g :有 一 及 是 函 
数 gy) 一 六 ,那么 go f(e) (4) ,而 且 链 法 则 给 出 


本 


注 10.1.17 如果 把 f(z) 写成 y, 把 g(y) 写成 z, 那么 链 法 则 可 写成 更 具有 视 
觉 吸引 力 的 形状 : 到 = 器 束 . 但 是 这 个 记号 可 能 使 人 误 入 歧途 (例如 把 非 独 立 变 
量 与 独立 变量 的 区 别 搞 模糊 了 , 特别 是 对 于 y), 并 引导 人 们 相信 dz, dy, dz 可 以 像 
实数 那样 进行 演算 (事实 上 , 我 们 根本 不 曾 给 它们 指定 任何 含义 ), 而 且 这 样 处 理 它 
们 可 能 导致 进一步 的 问题 . 鲍 如 , 如果 f 依赖 于 zl 和 zz, 它们 都 依赖 于 t, 那么 多 
变量 的 链 法 则 断言 于 = 就 各 + 襄 蜂 , 但 如 果 把 df 和 dt 等 当 实 数 来 处 理 , 这 
个 法 则 就 会 让 人 起 疑 . 可 以 把 dy 和 dz 等 想象 成 “无 限 小 实数 ", 如 果 你 知道 你 在 
做 什么 的 话 . 但 对 于 那些 刚 在 分 析 学 中 起 步 的 人 来 说 , 我 不 愿 推荐 这 种 途径 , 特别 
是 如 果 希 望 严格 地 工作 的 话 .( 有 一 种 方法 可 把 这 一 切 做 得 严格 , 甚至 对 于 多 变量 微 


积分 也 是 如 此 , 但 它 需 要 切 向 量 及 导出 映射 的 概念 , 这 两 者 都 超出 了 本 书 的 范围 ,) 


人 oo 月 co=z(2 


习 题 10.1 


10.1.1 设 XX 是 区 的 于 集合 , zo 是 XX 的 极限 点 , 而 f :XX 一 民 是 在 zo 处 可 微 的 函数 . 设 
Y CX 并 且 zo 仍 是 Y 的 极限 点 . 证 明 被 限制 的 函数 jy : Y 一 及 也 在 zo 处 可 微 
而 且 在 zo 具有 与 了 一样 的 导数 . 解释 为 何 此 事 与 在 注 10.1.2 中 的 讨论 并 不 矛盾 . 

10.1.2 ”证 明 命 题 10.1.7. (提示 : z = zxo 的 情形 及 zx 六 zo 的 情形 必须 分 开 来 处 理 .) 

10.1.3 ”证 明 命 题 10.1.10. (提示 : 或 者 使 用 极限 算 律 (命题 9.3.14), 或 者 使 用 命题 10.1.7.) 

10.1.4 ”证 明定 理 10.1.13. (提示: 使 用 命题 9.3.14 中 的 极限 算 律 . 用 此 定理 前 面 的 部 分 去 证 
后 面 的 部 分 . 对 于 积 法 则 , 使 用 恒等式 


f(z)g(z) - f(zo)g(z0) = f(z)g(72) — f(z)g(zo) + f(z)g(zo) — f(zo)g(zo) 
= (7)(g(7) ~ g(z0)) + (f(7) — f(zo))g(zo); 


这 个 减 去 再 加 上 一 个 中 间 项 的 把 戏 有 时 叫 作 “中 间 人 把 戏 (middle-man)”, 在 分 析 学 
中 是 特别 有 用 的 .) 
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10.1.5 ” 设 n 是 自然 数 , 并 设 了 :及 一 及 是 函数 f(z) := z". 证 明 在 R 上 可 微 并 且 对 于 一 
切 z € 及 , f'(z) = mnzn" 1. (提示 : 用 定理 10.1.13 及 归纳 法 .) 

10.1.6 ” 设 是 负 整数 , 并 设 有 :及 \ {0} 一 及 是 函数 Flz) := z". 证 明 了 在 及 \{0} 上 可 微 
并 且 对 于 一 切 re 了 及 \{0}, f'(z) = nz" 1 (提示 : 用 定理 10.1.13 及 习题 10.1.5.) 

10.1.7 ”证 明定 理 10.1.15. (提示 : 一 个 方法 是 用 Newton 逼近 和 命题 10.1.7， 另 一 个 方法 是 
使 用 命题 9.3.9 和 命题 10.1.10 把 这 个 问题 转化 成 关于 序列 的 极限 的 问题 . 但 使 用 后 
一 方法 时 , 应 单独 处 理 了 (zo) = 0 的 情形 , 因为 某 些 “ 以 零 相 除 ”的 微妙 之 物 可 能 在 
这 种 情形 出 现 .) 
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你 已 在 基础 微 积分 的 课程 中 学 到 , 导数 的 一 个 很 常见 的 应 用 是 确定 最 大 值 和 最 
小 值 的 位 置 . 我 们 现 再 次 讨论 这 个 问题 , 然而 这 次 是 以 严格 的 方式 进行 讨论 . 

一 个 函数 了 :XX 一 下 在 一 点 zo < X 处 达到 最 大 值 或 最 小 值 的 概念 已 在 定义 
9.6.5 中 给 出 . 我 们 现在 把 这 个 概念 局 部 化 : 

定义 10.2.1( 局 部 最 大 值 和 局 部 最 小 值 ) 设 f :XX 一 RR 是 函数 , 并 设 = < X. 
说 f 在 ro 处 达到 局 部 最 大 值 , 当 且 仅 当 存在 5> 0 使 得 f 在 XN 站 (zo 一 6,zo+6) 
上 的 限制 川 xnteo-szo+a 在 zo 处 达到 最 大 值 . 说 f 在 zo 处 达到 局 部 最 小 值 , 当 
且 仅 当 存在 5 > 0 使 得 了 在 XX 门 (zo 一 5,zo+6) 上 的 限制 flxnczo-5so+s) 在 zo 处 
达到 最 小 值 . 

注 10.2.2 ”如 果 了 在 zo 处 达到 最 大 值 , 我 们 有 时 就 说 了 在 zo 处 达到 整体 
(global) 最 大 值 , 以 区 别 于 这 里 定义 的 局 部 (local) 最 大 值 . 注意 , 如 果 f 在 zo 处 达 
到 整体 最 大 值 , 那么 它 肯定 也 在 zo 达到 局 部 最 大 值 . 对 于 最 小 值 情况 完全 类 似 . 

例 10.2.3 设 f:R 一 RR 代表 函数 f(z) := z2 一 z4. 这 个 函数 在 0 处 不 达到 
整体 最 小 值 , 因为 , 作为 例子 , f(2) = -12 < 0 = f(0); 但 是 它 达到 局 部 最 小 值 , 因为 
只 要 取 5 := 1 并 把 f 限制 在 区 间 (一 1,1) 上 , 那么 对 于 一 切 > < (-1,1), 有 z < z2， 
从 而 f(z) = 呈 - 共 >0= f(0). 于 是 f 在 0 处 有 局 部 最 小 值 . 

例 10.2.4 设 汪 :也 一 有 是 函数 f(z) := z, 它 仅 在 整数 集 上 定义 . 那么 了 既 
没有 整体 最 大 值 也 没有 整体 最 小 值 (为 什么 ?), 但 是 在 每 个 整数 n 处 都 达到 局 部 最 
大 值 和 局 部 最 小 值 (为 什么 ?). 

注 10.2.5 ”如 果 了:X 一 RR 在 点 zo € X 达到 局 部 最 大 值 ,而 Y Cc X 并 且 
zo EY, 那么 了 在 Y 上 的 限制 fly :Y 一 民 也 在 zo 处 达到 局 部 最 大 值 (为 什么 ?). 
对 于 最 小 值 情形 也 一 样 . 

局 部 最 大 值 、 局 部 最 小 值 与 导数 之 间 的 联系 如 下 . 

命题 10.2.6( 局 部 极 值 是 稳定 的 ) 设 a <b 是 实数 , 并 设 有: (a,b) 一 及 是 函 
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数 , 如 果 zo s (a,5), 了 在 zo 处 可 微 , 并 且 f 在 zo 处 达到 局 部 最 大 值 或 局 部 最 小 
值 , 那么 六 (zo) = 0. 

证 明 “见习 题 10.2.1. 国 

注意 , 为 使 这 个 命题 成 立 , 1 必须 是 可 微 的 ; 见习 题 10.2.2. 同时 , 如 果 用 闭 区 
闻 [o 思 来 代替 开 区 间 (a,8), 这 个 命题 也 不 成 立 ， 例 如 由 f(z) := z 定义 的 函数 
f:[1,2] 一 民 在 zo = 2 有 局 部 最 大 值 而 在 zo = 1 有 局 部 最 小 值 (事实 上 , 这 些 局 
部 极 值 都 是 整体 极 值 ), 但 在 这 两 点 导数 都 是 f(zo) = 1 而 不 是 f/(zo) = 0. 于 是 在 
区 间 的 端点 处 , 即使 导数 不 是 零 , 也 可 以 取 到 局 部 最 大 值 或 局 部 最 小 值 . 最 后 , 这 个 
命题 的 逆 命 题 不 成 立 (习题 10.2.3). 

把 命题 10.2.6 与 最 大 值 原理 结合 起 来 , 可 以 得 到 

定理 10.2.7(Rolle 定理 ) 设 a <b 是 实数 , 并 设 g : [4,0 一 民 是 连续 函数 , 它 
还 在 (a,b) 上 可 微 , 如 果 g(a) = g(b), 那么 存在 ZE (a,b) 使 1/(z) = 

证 明 ”见习 题 10.2.4. 

注 10.2.8 ”注意 我 们 只 假定 f 在 开 区 间 (a,8) 上 可 微 . 如 果 假 定 f 在 闭 区 间 
[a, 外 上 可 微 的 话 , 定理 当然 也 成 立 , 因为 [4,9] 比 (a,b) 大 

Rolle 定理 有 一 个 重要 推论 

推论 10.2.9( 平 均值 定理 ) ” 设 a<5 是 实数 , 并 设 f: [a, 四 一 民 是 在 [a,8] 上 
连续 且 在 (a,8) 上 可 微 的 函数 . 那么 存在 ze (a,b) 使 得 


Ea = A 了 一 Fa 


Jr) = 


证 明 ”见习 题 10.2.5. 图 


习 题 10.2 


10.2.1 ”证 明 命题 10.2.6. 

10.2.2 ”举例 说 明 存在 函数 1 : (一 1, 1) 一 下 , 它 是 连续 的 , 并 且 在 0 处 达到 整体 最 大 值 , 但 它 
在 0 处 不 可 微 . 解释 为 何 此 事 并 不 与 命题 10.2.6 相 矛 盾 . 

10.2.3 ”构造 一 个 可 微 函数 / : (一 1,1) 一 有, 它 在 0 处 的 导数 等 于 0, 但 它 在 0 处 既 不 达到 局 
部 最 小 值 , 也 不 达到 局 部 最 大 值 . 解释 为 何 此 事 并 不 与 命题 10.2.6 相 矛 盾 . 

10.2.4 ”证 明定 理 10.2.7.。 (提示 : 用 推论 10.1.12 及 最 大 值 原理 ,命题 9.6.7， 接 着 用 命题 
10.2.6. 注意 最 大 值 原 理 并 不 告诉 你 最 大 值 或 最 小 值 是 在 开 区 间 (a, 5) 内 达到 还 是 在 
边界 点 a,b 处 达到 , 所 以 你 必须 分 情形 讨论 , 并 想法 使 用 g(a) 一 9( 的 假定 .) 

10.2.5 ”用 定理 10.2.7 证 明 推论 10.2.9，( 提 示 : 对 于 某 个 认真 选 定 的 实数 c, 考虑 形 如 f(z) 一 cz 
的 函数 .) 
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10.2.6 设 M > 0, 并 设 f : [oa 一 以 是 在 [cb 上 连续 在 (a,b) 上 可 微 的 函数 , 并 设 对 

于 一 切 z € (a,b), |f'(z)| < M( 即 f 的 导 函 数 在 (a,6) 上 有 界 )， 证 明 对 于 任意 的 
Zz,y E [oa, 中 有 

If(z) =— 7) < Me 一直. 
(提示 : 应 用 平均 值 定理 (推论 10.2.9) 于 f 的 适当 的 限制 .) 满足 条 件 

If(z) — fF(W| < Mlz —Yyl 
的 函数 叫 作 Lipschits 连续 函数 , 其 中 M 叫 作 Lipschitz 常数 . 此 习题 表明 , 具有 有 
界 导数 的 函数 是 Lipschitz 连续 的 . 


10.2.7 设 记 :到 一 及 是 可 微 函 数 , 并 且 f' 是 有 界 的 . 证 明 f 是 一 致 连续 的 . (提示 : 使 用 习 
题 10.2.6.) 


810.3 ”单调 函数 及 其 导数 


在 你 的 初等 微 积分 课程 中 , 你 可 能 已 经 接受 了 这 样 的 判断 : 正 导数 意味 着 增 函 
数 而 负 导 数 意 味 着 减 函 数 . 这 个 命题 并 不 完全 准确 , 但 相当 接近 . 我 们 现在 给 出 此 
命题 的 准确 表述 如 下 . 

命题 10.3.1 设 义 是 民 的 子 集合 ,To 是 X 的 极限 点 ,并 设 有 :六 一 民 是 函 
数 . 如 果 f 是 单调 增 的 并 且 f 在 ro 处 可 微 , 那么 f/(z0) > 0. 如 果 f 是 单调 减 的 
并 且 了 在 zo 处 可 微 ,那么 f(z0) < 0. 

证 明 ”见习 题 10.3.1. 

注 10.3.2 ”我 们 必须 假定 f 在 zo 处 可 微 . 存在 并 不 总 是 可 微 的 单调 函数 ( 见 
习题 10.3.2). 当然 , 如 果 f 在 zo 处 不 可 微 , 那 我 们 就 没 法 说 (zo) > 0 或 fr(zo) < 0 
了 


或 许 有 人 会 天 真 地 猜想 , 如 果 f 是 严格 单调 增 的 , 并 且 f 在 ro 处 可 微 , 那么 导 
数 f(zo) 就 该 是 严格 正 的 而 不 只 是 非 负 的 . 可 惜 事情 并 不 总 是 这 样 (习题 10.3.3). 
另 一 方面 , 我 们 的 确 有 一 个 反方 向 的 结果 : 如 果 函 数 j 具有 严格 正 的 导 函 数 ， 
那么 它 必定 是 严格 单调 增 的 : 
命题 10.3.3 设 a < 忆 并 设 卫 :[@ 下 一 腿 是 可 微 画 数 ，、 如 果 对 于 一 切 
ZE [a,0], f(z) > 0, 那么 是 严格 单调 增 的 ; 如 果 对 于 一 切 z€ [ai 中 f(z) < 0, 那 
么 了 是 严格 单调 减 的 ; 如 果 对 于 一 切 ze [oa 中, f'(z) = 0, 那么 有 是 常 值 函数 . 
证 明 ”见习 题 10.3.4. mn 


习 题 10.3 


10.3.1 ”证 明 命题 10.3.1. 
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10.3,2 ” 构 作 一 个 函数 / : (一 1, 1) 一 民 , 使 它 是 连续 的 并 且 是 单调 增 的 , 但 是 它 在 0 处 不 可 微 . 
解释 为 何 这 与 命题 10.3.1 不 矛盾 . 

10.3.3 ” 构 作 一 个 函数 f : R 一 民 , 使 它 严 格 单调 增 并 且 可 微 , 但 它 在 0 处 的 导数 是 零 . 解释 
为 何 这 与 命题 10.3.1 或 命题 10.3.3 并 不 矛盾 . (提示 : 参看 习题 10.2.3.) 

10.3.4 ”证 明 命 题 10.3.3，( 提 示 : 你 还 没有 积分 及 微 积分 基本 定理 , 所 以 不 能 使 用 这 些 工具 . 
但 可 以 用 平均 值 定理 , 即 推论 10.2.9.) 

10.3.5 ” 构 作 一 个 子 集 X C 及 和 一 个 函数 了 : X 一 及, 使 f 在 X 上 可 微 , 并 且 对 于 一 切 
TE X, f(z) > 0, 但 是 f 不 是 严格 单调 增 的 . (提示 : 这 里 的 条 件 与 命题 10.3.3 的 条 
件 有 微妙 的 区 别 . 这 区 别 是 什么 ?你 怎样 利用 这 种 区 别 来 获得 这 个 例子 ?) 


810.4” 反 函数 及 其 导数 


现在 我 们 问 下 面 的 问题 : 如 果 知道 函数 /: X 一 Y 是 可 微 的 , 并 且 它 有 反 函数 
了 -1:Y 一 X, 那么 我 们 对 于 /-! 的 可 微 性 能 说 些 什 么 ? 这 在 很 多 应 用 场合 都 是 有 
用 的 , 例如 在 我 们 想 求 f(z) := z* 的 导数 时 就 是 这 样 . 

我 们 从 一 个 预备 性 的 结果 开始 . 

引 理 10.4.1 设 f :一 7 是 可 北 函 数 , 反 函 数 为 f-1 :Y 一 X. 设 
Zo € X,Yyo EY, 并 且 yo = f(T0)( 它 缠 含 zo = f 1(y0)). 如 果 了 在 zo 处 可 微 并 且 
f! 在 wo 处 可 微 , 那么 


(六 (Go) = 
证 明 ”从 链 法 则 (定理 10.1.5) 得 
lof)(r0) = (f°7")'(yo)f (zo0). 
但 三 1ej 是 X 上 的 恒 等 函 数 , 从 而 根据 定理 10.1.13(b) 
(flof)(z0)=1. 
由 此 得 所 要 的 结论 . 国 
作为 引 理 10.4.1 的 一 个 特别 的 推论 , 我 们 看 到 , 如 果 f 在 mo 处 加 澡 兰 且 
f'(zo) = 0, 那么 广 !: 不 可 能 在 yo = f (0) es 由 7 无 
定义 . 于 是 , 作为 例子 , 由 g(y) := 寻 定义 的 函数 g : 一 [0,o0) 不 能 在 0 处 可 
微 ， he f(z) := za 定义 的 1 : [0,co) 一 [0， 四 和 而 7 了 在 0 处 有 导 
数 (0) = 


y = f(z) 使 得 > = f-1(y), 那么 可 以 把 引 理 10.4.1 的 结论 写成 更 诱 人 
的 形式 


Fr 六 
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但 是 , 正如 前 面 提 到 的 , 这 种 书写 方式 , 除了 很 方便 且 容易 记忆 , 也 可 能 把 人 诱 入 歧 
途 , 引起 错误 , 如 果 使 用 不 当 的 话 (特别 是 当 人 们 开始 学 习 多 变量 微 积分 时 ). 

引 理 10.4.1 好 像 回答 了 如 何 微分 一 个 函数 的 反 函 数 的 问题 ,但 是 它 回 避 了 一 
个 重要 的 事情 : 引 理 只 当 事 先 假定 -1 可 微 时 才 有 效力 ， 如果 并 不 已 经 知道 -1 
是 可 微 的 , 就 不 可 使 用 引 理 10.4.1 来 计算 f-! 的 导数 . 

然而 , 引 理 10.4.1 的 下 述 改进 形式 将 对 此 事 作 出 补偿 , 它 把 对 f-! 的 要 求 从 可 
微 减弱 到 连续 . 

定理 10.4.2( 反 函数 定理 ) ” 设 函 数 f : X 一 有 反 肖 数 f-1:Y 一 义 . 设 
Zo EX, yo EY 使 f(z0) 二 Yyo. 如 果 f 在 zo 处 可 微 , f(z0) 关 0, 并 且 f 1 在 yo 处 
连续 , 那么 f-1 在 yo 处 可 微 并 且 


(f7) (yo) = 


ie 
(czo) 
证 明 ”我 们 必须 证 明 
f(DW-f i __1 
yl) ym Pt) 
根据 命题 9.3.9, 只 要 证 明 对 于 一 切 A 中 的 收敛 到 yo 的 序列 (yn)2, 都 成 立 


jm fr) -fo) 1 
nmo0 如 一 jzo) 


就 够 了 . 

为 证 此 事 , 令 rn := f-1(yn). 那么 (za)8: 是 区 \ {zo} 中 收敛 到 zo 的 序列 . 
(为 什么 ? 注意 广 : 是 双 射 )， 根 据 假设 ， 广 : 是 连续 的 , 我 们 知道 当 ” 一 co 时 
Zn = fl(yn) 收敛 到 f-1(yo) = ro 那么, 由 于 f 在 zo 处 可 微 , (再 次 根据 命题 
9.3.9) 有 


mm fn) — en) - pa 
i Tn— 0). 
但 由 于 zn 关 zo 而 f 是 双 射 , 分 式 len 不 等 于 零 . 而 且 根据 假设 f'(zo) 不 
是 零 . 那么 根据 极限 算 律 
Tn 一 20 
a a —f(z0) f(z0)’ 
但 由 于 zn = f(yn) 以 及 zo = f-!(yo), 就 得 到 
a i -f(y)_ 1 
no0 如一 加 f(zo)’ 
这 就 是 所 要 的 . 国 
在 下 面 的 习题 中 , 我 们 给 出 反 函 数 定理 的 一 些 应 用 . 
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习 题 10.4 


10.4.1 ” 设 n>1 是 自然 数 , 并 设 9 : (0, co) 一 (0,co) 是 函数 g(z) := xz 六 
(a) 证 明 9 在 (0, ce) 上 连续 . (提示 : 用 命题 9.8.3.) 
(b) 证 明 9 在 (0,co) 上 可 微 , 并 且 对 于 一 切 ze (0,co), g(z) = +z#-!1. (提示 : 用 
反 函 数 定理 以 及 (a).) 
10.4.2 ” 设 9 是 比例 数 , 并 设 f: (0, co) 一 及 是 函数 f(z) := zz 
(a) 证 明 f 在 (0,c0) 上 可 微 , 并 且 f'(z) = qz9-1.，( 提 示 : 用 习题 10.4.1 以 及 定理 
10.1.13 和 定理 10.1.15 中 的 微分 算法 .) 
(b) 证 明 对 于 每 个 比例 数 9 
2 一 1 
so) 5 
(提示 : 用 (a) 以 及 定义 10.1.1. 另 一 个 途径 是 使 用 下 一 节 中 的 CH6pital 法 则 .) 
10.4.3 ” 设 a 是 实数 , 并 设 有 : (0,o0) 一 有 是 函数 f(z) := ze. 


gq: 


(a) 证 明 
mo OD -e 
(提示 : 用 习题 10.4.2 及 比较 原理 . 可 能 要 分 别 考虑 左 极限 和 右 极限 . 命题 5.4.14 
也 许 有 用 .) 


(b) 证 明 f 在 (0,ce) 上 可 微 并 且 f(z) = axz*-!. (提示 : 用 (a)、 用 指数 算 律 (命题 
6.7.3) 以 及 定义 10.1.1.) 


810.5 ”LH6pital 法 则 


最 后 , 我 们 叙述 一 个 你 已 经 熟悉 的 法 则 . 

命题 10.5.1(L'H6pital 法 则 了 设 和 是 到 的 子 集合 ,让 :X 一 及 以 及 9g :大 
民 是 函数 , 并且 设 zo 是 下 的 极限 点 . 设 flzo) = g(zo) = 0, 并 设 了 和 4 都 在 z0 处 
可 微 , 且 g'(zo) 关 0. 那么 存在 6 > 0 使 得 对 于 一 切 ze (X 门 (zo 一 6,z0+5))\ {xo} 
gf(z) 天 0 而 且 


f(z) _ f(zo) 


lim 2 4 
zo;e (XN (ozot6))\{z0} g(Z) 9'(zo) 
证 明 ”见习 题 10.5.1. 国 
这 里 5 的 出 现 好 像 有 点 怪 , 但 这 是 必须 的 , 因为 g(z) 可 能 在 某 些 异 于 zo 的 点 
处 消失 , 这 将 导致 在 X \ {zo} 的 这 样 的 点 处 商 3 无 定义 . 


9(z) 


IT Hapital 法 则 的 一 个 更 为 高 级 的 版 本 是 下 述 
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命题 10.5.2(LCHapital 法 则 ID 设 a<b 是 实数 ,f: [a,0] 一 民 和 g: [a,9] 一 民 
都 是 [四 日 上 的 可 微 函 数 . 假设 f(a) = g(a) = 0,g' 在 [a, 引 不 取 零 值 ( 即 对 于 一 切 
ZE [o, 中 ,9g'(z) 头 0), 并 且 
im Ye _ 
spel go) 一 


那么 对 于 一 切 ze (a,0b],g(z) 关 0, 并且 


和 


Re 
zaire(ad] g(T) 

注 10.5.3 ”这 个 命题 只 考 虚 趋 于 a 的 右 方 的 极限 , 但 可 以 容易 地 叙述 并 证 明 
关于 趋 于 a 的 左 方 的 极限 或 者 关于 从 双方 趋 于 a 的 极限 的 类 似 的 命题 . 非常 不 正 
式 地 说 , 命题 说 的 是 

m fc) jim {9 


2 9g) 4 ga) 
当然 必须 保证 命题 的 全 部 条 件 成 立 (特别 是 f(a) = g(a) = 0 以 及 右边 的 极限 存在 ) 
才能 使 用 L'H6pital 法 则 . 
证 明 ( 可 选读 ) ”首先 证 对 于 一 切 > e (oa 路， g(z) 关 0， 设 不 然 , 那么 对 于 某 
E (aq 中 g(z) = 0. 但 由 于 g(a) 也 是 零 , 我 们 可 以 使 用 Rolle 定理 得 到 对 于 某 
4 <y<z,g(y) = 0, 这 与 9 在 (oil 上 不 取 零 值 相 矛 盾 . 
现在 来 证 


ftz) 7 


ze(adl gz 
根据 命题 9.3.9, 只 需 证 明 对 于 任何 取 值 于 (6,9 收敛 于 z 的 序列 (zn)21 有 


ya _ 
= 


考虑 单个 的 z。 并 考虑 由 
hn(z) := f(z)g(zn) 一 9g(z)7Gzn) 


定义 的 函数 hn : [a, zn] 一 及. 注意 hn 在 [a, zn] 上 连续 并 且 在 a 和 zn 两 点 处 都 等 
于 零 , 而 且 h 是 在 (a,zn) 上 可 微 的 , 导数 为 


hn (zt) = f(z)g(zn) 一 9 (7)f en). 


(注意 , f(zn) 和 g(zn) 关于 z 是 常数 .) 根据 Rolle 定理 我 们 就 可 找到 加 € (azn) 
使 及 (yn) = 0, 这 蕴含 

flzn) _ Yo) 

gzn) gyn) 
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由 于 加 e (azn) 对 于 一 切 ” 成立, 并 且 当 m 一 ce 时 zn 收敛 到 a, 从 挤 压 判别 法 
(推论 6.4.14) 看 到 , 当 n 一 oo 时 yn 也 收敛 到 a, 于 是 女 g 收敛 到 工 ,从 而 人 
也 收敛 到 工 , 


习 题 10.5 


10.5.1 ”证 明 命题 10.5.1. (提示 : 为 证 在 zo 附近 g(z) 关 0, 你 可 能 愿意 使 用 Newton 表 近 ( 命 
题 10.1.7). 对 于 命题 的 其 他 部 分 , 使 用 极限 算 律 , 即 命题 9.3.14). 
10.5.2 ”解释 为 什么 习题 1.2.12 与 本 节 的 每 个 命题 都 不 矛盾 . 
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5 个 
支柱 当然 就 是 积分 学 , 它 是 本 章 的 核心 . 更 准确 地 说 , 我 们 将 转向 定 积分 . 与 不 定 
积分 相对 立 , 定 积分 是 函数 在 一 个 固定 的 区 间 上 的 积分 .不 定 积分 也 叫 作 反 导数 
或 原 函 数 . 定 积分 与 不 定 积分 当然 是 由 微 积分 基本 定理 联系 起 来 的 , 关于 微 积分 基 
本 定理 , 后 面 还 要 做 更 多 的 讨论 . 

对 于 我 们 来 说 , 定 积分 的 学 习 将 从 一 个 区 间 了 以 及 一 个 函数 有: 工 一 及 开始， 
区 间 工 可 以 是 开 的 、 闭 的 、 半 开 的 , 而 结果 将 是 一 个 数 [了 . 我 们 也 可 以 把 这 个 数 
(积分 ) 写成 / f(z)dz( 当 然 我 们 可 以 用 任何 倪 像 变量 来 代替 z), 或 是 当 了 有 端点 a 
和 5 时 把 这 个 积分 写成 2f 或 2 f(z)dz. 

实际 地 定义 这 个 积分 / f(z)dz 是 有 点 棘手 的 (特别 是 如 果 不 想 假 定 涉及 面 
积 之 类 的 几何 概念 的 任何 公理 的 话 ), 而 且 也 不 是 一 切 函 数 都 是 可 积 的 . 定义 这 个 
积分 至 少 有 两 种 方式 ; Riemann 积分 (以 Georg Riemann(1826 一 1866) 的 名 字 命 名 ) 
和 Lebesgue 积分 (以 Henri Lebesgue(1875 一 1941) 的 名 字 命 名 ). 我 们 这 里 要 学 习 
的 是 Riemann 积分 , 它 对 于 大 多 数 应 用 已 经 足够 了 . Lebesgue 积分 将 在 第 19 章 建 
立 . 还 有 Riemann-Stieltjes 积分 /| f(z)da(z), 它 是 Thomas Stieltjes(1856 一 1894) 
对 于 Riemann 积分 的 推广 , 将 在 811.8 中 进行 讨论 . 

我 们 定义 Riemann 积分 的 策略 如 下 : 首先 对 于 一 类 非常 简单 的 函数 一 逐 
段 常 值 函数 定义 积分 的 概念 . 这 些 函数 是 相当 原始 的 , 然而 它们 的 优点 是 , 对 它们 
进行 积分 并 验证 通常 的 性 质 都 非常 容易 . 然后 我 们 处 理 更 一 般 的 函数 , 用 逐 段 常 值 
函数 来 近似 它们 . 


§11.1 分 法 


在 介绍 积分 概念 之 前 , 我 们 必须 描述 如 何 把 一 个 大 的 区 间 划 分 成 更 小 的 区 间 . 
本 章 中 , 一 切 区 间 都 是 有 界 区 间 (与 定义 9.1.1 中 定义 的 更 一 般 的 区 间 相 对 立 ). 

定义 11.1.1 设 关 是 R 的 子 集 . 我 们 说 X 是 连通 的 , 当 且 仅 当 下 述 性 质 成 
立 : 只 要 z,y 是 X 的 元 素 , 使 z < y, 有 界 区 间 [zyl 就 是 X 的 子 集合 ( 即 介 于 > 
和 y 之 间 的 每 个 元 素 都 属于 X). 

注 11.1.2 ”在 813.4 中 我 们 将 定义 更 一 般 的 连通 性 的 概念 , 它 适 用 于 任何 度 
量 空间 . 
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例 11.1.3 ”集合 [1,2] 是 连通 的 , 因为 当 xz < y 都 是 [1,2] 中 的 元 素 时 , 必 有 
1 < xz < y < 2, 于 是 z,y 之 间 的 每 个 元 素 都 在 [1,2] 之 中 . 类似 的 论述 表明 集合 
(1,2) 是 连通 的 . 但 是 集合 [1,2]U[3,4] 不 是 连通 的 (为 什么 ?). 空 集 与 单 点 集 , 例如 
{3}, 都 是 连通 的 , 然而 是 根据 相当 平庸 的 理由 (这 些 集 合 不 含有 两 个 使 > < y 的 元 
素 zx,y). 

引 理 11.1.4 设 X 是 实 直线 的 子 集合 . 那么 下 述 两 命题 是 逻辑 等 价 的 : 

(a) 和 是 有 界 的 并 且 是 连通 的 . 

(b) 大 是 有 界 区 间 . 

证 明 “见习 题 11.1.1. mn 

注 11.1.5 ”我 们 记得 , 区 间 可 以 是 单 点 集 (例如 退化 的 区 间 [2,?| = {2}), 其 
至 可 以 是 空 集 . 

推论 11.1.6 ”如 果 了 和 J 是 有 界 区 间 , 那么 交集 I 门 了 也 是 有 界 区 间 . 

证 明 ”见习 题 11.1.2. 国 

例 11.1.7 有 界 区 间 [2, 4 和 [4, 6] 的 交 是 {4}, 它 也 是 有 界 区间 .(2,4) 和 (4, 6) 
的 交集 是 儿 . 

我 们 现在 给 每 个 区 间 一 个 长 度 . ik 

定义 11.1.8( 区 间 的 长 度 ) ” 设 了 是 有 界 区 间 , 我 们 如 下 定义 7 的 长 度 , 记 作 
|7|. 如 果 对 于 某 两 个 实数 a < 包工 是 区 间 [44], (a,5), [ob 或 (a, 引 之 一 , 那么 我 们 
定义 | 了 | :=b 一 a. 否则 , 如 果 了 是 单 点 集 或 空 集 , 那么 我 们 定义 | 中 = 0 

例 11.1.9 ”作为 例子 , [3, 5] 的 长 度 是 2, 与 (3, 5) 的 长 度 一 样 ; 同时 单 点 集 {5} 
或 空 集 的 长 度 是 0. 

定义 11.1.10( 分 法 ) ” 设 工 是 有 界 区 间 .7 的 一 个 分 法 (partition) 是 包含 在 了 中 
的 有 限 个 区 间 的 集合 P, 使 得 7 的 每 个 元 z 都 恰 属 于 P 中 的 一 个 有 界 区 间 J. 

注 11.1.11 ”注意 , 一 个 分 法 是 有 限 个 区 间 的 集合 , 同时 每 个 区 间 本 身 是 实数 
的 一 个 集合 (或 空 集 ). 那么 一 个 分 法 是 一 个 由 其 他 的 集合 组 成 的 集合 . 

例 11.1.12 有 和 界 区 间 的 集合 P= {{1},(1,3),[3,5), {5},(5,8],@} 是 [1,8] 的 
一 个 分 法 , 因为 P 中 的 一 切 区 间 都 合 在 [1,8] 中 , 并 且 [1,8] 的 每 个 元 素 都 怡 局 于 了 
中 的 一 个 区 间 . 注意 , 可 以 把 空 集 从 PP 中 去 掉 而 仍 得 到 一 个 分 法 . 然而 {[1,4, [3, 引 } 
不 是 [1,5] 的 分 法 , 因为 [1,5] 中 的 某 些 元 素 被 含 在 此 集合 的 多 于 一 个 的 区 间 中 . 集 
合 {(1,3),(3,5)} 不 是 (1, 5) 的 分 法 , 因为 (1, 5) 的 某 些 点 不 含 在 这 个 集合 的 任何 
区 间 中 . 集合 {(0, 3), [3, 5)} 不 是 (1,5) 的 分 法 , 因为 这 个 集合 中 的 某 个 区 间 不 含 在 
(1, 5) 中 . 

现在 我 们 来 谈 谈 长 度 的 基本 性 质 . 

定理 11.1.13( 长 度 是 有 限 可 加 的 ) ” 设 工 是 有 界 区 间 ,m 是 自然 数 , 并 设 人 是 
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了 的 分 法 ,了 的 基数 为 n. 那么 


Hl= DI 
JeP 

证 明 ”我 们 通过 对 n 进行 归纳 来 证 明 此 事 , 更 准确 地 说 , 设 P(n) 是 性 质 : 只 
要 工 是 有 界 区 间 , P 是 7 的 分 法 , P 的 基数 为 n, 就 有 || = 学 jep| 首 . 

基础 情形 P(0) 是 平凡 的 ; 7 可 以 被 一 个 空 的 分 法 来 划分 的 唯一 可 能 是 自己 
是 空 的 (为 什么 ?), 在 这 种 情形 下 结论 显然 成 立 . 

P(1) 的 情形 也 是 非常 容易 的 ; 此 时 分 法 下 = {了 }( 为 什么 ?), 那么 结论 显然 成 立 . 

归纳 地 假定 P(n) 对 于 某 ” > 1 成 立 . 我 们 要 证 明 P(n 十 1) 成 立 . 设 工 是 有 界 
区 间 , 并 设 P 是 了 的 分 法 , P 的 基数 是 n+1. 

如 果 工 是 空 集 或 单 点 集 , 那么 P 中 的 一 切 区 间 都 必定 或 为 空 集 或 为 单 点 集 (为 
什么 ?), 从 而 每 个 区 间 的 长 度 都 是 零 , 那么 结论 是 平凡 的 . 于 是 我 们 将 假设 I 是 一 
个 形 如 (a, 如), [a,5), (a, 可 , [a, 相 的 区 间 (a < 归 . 

我 们 先 假设 be 厂 也 就 是 说 了 或 为 (a,4] 或 为 [a, 如 .由 于 be 了 我 们 知道 PP 
中 的 一 个 区 间 K 含有 b. 由 于 K 含 在 了 中 , 它 必定 形 如 (c,,[c,9] 或 {0}, 其 中 
a < c < b( 在 最 后 的 一 种 K = {5} 的 情形 , 我 们 令 c := 65). 于 是 ,集合 I\K 当 c>a 
时 仍然 是 形 如 [a, qj, (a,c), [ao, (a;d 的 区 间 , 而 当 c = a 时 是 单 点 集 或 空 集 . 不 管 
怎样 , 我 们 容易 看 到 


l=IKI+II\KI. 


另 一 方面 , 由 于 ? 构成 了 的 分 法 , 我 们 看 到 P\ {K} 构成 I\K 的 分 法 (为 什么 ?). 
根据 归纳 假设 有 


I\KI= > ML 


JeP\{K} 


把 这 两 个 等 式 合 起 来 (并 使 用 对 于 有 限 集 的 加 法 算 律 , 见 命题 7.1.11), 就 得 到 所 要 


的 
= 20. 
JE 

现 假定 bg 7 即 工 或 为 (a,b) 或 为 [a,b). 那么 正中 仍 有 一 个 区 间 形 如 (c, 忆 或 
[ce,b) (见习 题 11.1.3). 当然 这 表示 当 c > a 时 集合 1\K 还 是 一 个 形 如 [a,d], (a, o)， 
[a,o), (a,d] 的 区 间 . 而 当 a =c 时 I\K 是 单 点 集 或 空 集 . 剩 下 的 论述 则 同上 面 的 
一 样 : 国 

关于 分 法 还 有 两 件 事 要 做 . 一 是 说 一 说 什么 时 候 一 个 分 法 比 另 一 个 分 法 更 细 ， 
另 一 件 事 是 谈 一 谈 两 个 分 法 的 公共 加 细 . 
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定义 11.1.14( 较 细 的 和 较 粗 的 分 法 ) ” 设 了 是 有 界 区 间 , 并 设 下 和 开 是 了 的 
两 个 分 法 . 如 果 对 于 P' 中 的 每 个 7, 都 存在 了 中 的 一 个 K 使 得 J C K, 那么 我 们 
就 说 P' 比 下 更 细 (或 等 价 地 说 , P 比 P' 更 粗 ). 

例 11.1.15 分 法 {,2), {2}, (2, 3), [3, 习 } 比分 法 {[],2], (2, 4} 更 细 (为 什么 ?). 
两 个 分 法 都 比 {[L,4]} 更 细 , {[I1,4} 是 [1,4 的 最 粗 的 分 法 . 注意 , 不 存在 [1,4 的 
“最 细 的 ”分 法 (为 什么 ? 回想 一 下 , 一 切 分 法 都 是 有 限 的 ). 我 们 不 对 不 同 的 区 间 的 
分 法 进行 比较 , 例如 , 如 果 P 是 [1,4 的 分 法 而 P' 是 [2, 5] 的 分 法 , 我 们 不 说 P 比 
了 更 粗 , 或 P 比 P' 更 细 . 

定义 11.1.16( 公 共 加 细 ) ” 设 了 是 有 界 区 间 , 设 P 和 P' 是 7 的 两 个 分 法 . 我 
们 定义 


P#P := {KJ : K € P, J e P'}. 


为 PP 和 FY 的 公共 加 细 . 

例 11.1.17 设 P:= {1,3),(3, 和 },P' := {f,3,(2,4} 是 [14] 的 两 个 分 法 . 那 
么 P#P' = {[1,3], (2,3), [3,4, 儿 }( 为 什么 ?). 

引 理 11.1.18 设 了 是 有 界 区 间 , 并 设 耻 和 思 是 了 的 两 个 分 法 , 那么 P#P 
也 是 了 的 分 法 , 并 且 既 比 正 更 细 , 也 比 P' 更 细 . 

证 明 ”见习 题 11.1.4. 国 


习 题 11.1 


11.1.1 ”证 明 引 理 11.1.4，( 提 示 : 当 X 不 空 时 , 为 证 (a) 蔓 含 (b), 考虑 X 的 上 确 界 和 下 确 
界 .) 

11.1.2 ”证 明 推论 11.1.6，( 提 示 : 使 用 引 理 11.1.4, 解释 为 什么 两 个 有 界 集合 的 交 自 动 地 是 有 
界 的 , 并 且 为 什么 两 个 连通 集合 的 交 自 动 地 是 连通 的 .) 

11.1.3 ” 设 了 是 形 如 了 = (a,b) 或 了 = [a,b) 的 有 界 区 间 , 其 中 a < b. 设 [mn ,1s} 是 
了 的 分 法 . 证 明 这 个 分 法 中 的 一 个 区 间 是 形 如 I = (cb) 或 f; = [c,5) 的 区 间 , 其 中 
4 < c < 0 (提示: 用 反 证 法 . 先 证 明 如 果 五 不 是 形 如 (c, 5) 或 [c, 5) 的 区 间 , 其 中 
Qa < c<b 那么 sup J 是 严格 小 于 65 的.) 

11.1.4 ”证 明 引 理 11.1.18. 


811.2 ” 逐 段 常 值 函数 


我 们 现在 可 以 描述 一 类 “简单 ”函数 , 对 于 它们 可 以 容易 地 进行 积分 . 
定义 11.2.1( 常 值 函数 ) 设 X 是 民 的 子 集 合 ,并 设 了 :XX 一 恨 是 函数 . 如 果 
存在 实数 c, 使 得 对 于 一 切 ze X 都 有 f(z) = c, 那么 就 说 f 是 常 值 函数 . 设 媚 是 
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X 的 子 集 , 如 果 f 在 BE 上 的 限制 flp 是 常 值 函数 , 也 就 是 说 , 存在 实数 。, 使 得 对 
于 一 切 ze E 都 有 f(z) = c, 那么 我 们 就 说 f 在 5 上 是 常 值 的 ,说 c 是 在 EBE 上 
的 常数 值 . 

注 11.2.2 ” 设 妃 是 不 空 的 集合 . 如 果 函 数 f 在 巨 上 是 常 值 的 , 那么 它 只 能 取 
一 个 常数 值 . 它 不 可 总 等 于 3 同时 又 总 等 于 4. 但 是 , 如 果 巨 是 空 集 , 那么 每 个 实 
数 c 都 是 f 在 巨 上 的 常数 值 (为 什么 ?). 

定义 11.2.3( 逐 段 常 值 函 数 了 设 I 是 有 界 区 间 , / : 7 一 RR 是 函数 , 并 设 巴 
是 工 的 分 法 . 如 果 对 于 每 个 Je P, f 在 7 上 都 是 常 值 的 , 我 们 就 说 f 是 关于 分 法 
P 逐 段 常 值 的 . 

例 11.2.4 由 


7， 当 1<z<3, 

4 当 z=3, 

5， 当 3<z<6, 

2， 当 z= 6. 

定义 的 函数 /: [1,6] 一 及 关于 [1,6] 的 分 法 {[1,3), {3}, (3, 6), {6}} 是 逐 段 常 值 的 . 
注意 , 它 关 于 某 些 其 他 的 分 法 也 同样 是 逐 段 常 值 的 ， 例 如 它 关于 分 法 {[1,2), {2}， 
(2, 3), {3}, (3,5), [5,6), {6}, 2} 也 是 逐 段 常 值 的 . 

定义 11.2.5( 逐 段 常 值 函 数 II) 设 了 是 有 界 区 间 , 并 设 f : 工 一 下 是 函数 . 如 
果 存 在 了 的 一 个 分 法 了 使 得 f 关于 PP 是 逐 段 常 值 的 , 那么 我 们 就 说 / 在 T 上 是 逐 
段 常 值 的 . 

例 11.2.6 ”前 一 个 例 中 的 函数 在 [1,6] 上 是 逐 段 常 值 的 . 同时 , 每 个 在 有 界 区 
间 了 上 的 常 值 函数 自动 地 是 逐 段 常 值 的 (为 什么 ?). 

引 理 11.2.7 设 T 是 有 界 区 间 , 了 是 了 的 分 法 , 并 设 了 :了 一 腿 是 关于 卫 逐 
段 常 值 的 浮 数 . 设 P' 也 是 了 的 分 法 并 且 P' 比 正 更 细 . 那么 关于’ 也 是 逐 段 常 
值 的 

证 明 ”见习 题 11.2.1. 国 

逐 段 常 值 函数 的 空间 在 代数 运算 之 下 是 封闭 的 . 

引 理 11.2:8 ” 设 工 是 有 界 区 间 , 并 设 :了 一 及 及 9: 了 一 及 都 是 上 的 逐 
段 常 值 函数 . 那么 f 十 g,f 一 g,max(f,g) 以 及 fg 都 是 三 上 的 逐 段 常 值 函 数 . 这里， 
max(f,9) :I 一 民 当然 是 函数 


f(z) 一 


max(f,9)(2) := max(f(z),g(7)),z EI 


如 果 g 在 工 上 不 取 零 值 ( 即 对 于 一 切 2 E 了 g(x) 关 0), 那么 二 也 是 工 上 的 逐 段 党 
值 函 数 . 
证 明 ”见习 题 11.2.2. 国 
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我 们 现在 已 做 了 对 逐 段 常 值 函数 进行 积分 的 准备 .我 们 从 关于 一 个 分 法 的 积 
分 的 临时 定义 开始 . 

定义 11.2.9( 逐 段 常 值 积 分 D) 设 了 是 有 界 区 间 , P 是 了 的 分 法 . 并 设 :了 一 
及 是 关于 分 法 P 的 逐 段 常 值 函数 . 我 们 定义 关于 分 法 P 的 逐 段 常 值 积分 为 


es f= 2 咱 ， 

其 中 对 于 每 个 Je P, 我 们 令 cy 为 了 在 J 上 的 常数 值 . 

注 11.2.10 ”这 个 定义 看 上 去 好 像 有 点 毛病 , 因为 如 果 J 是 空 集 , 那么 每 个 数 
cy 都 可 以 是 f 在 J 上 的 常数 值 . 幸运 的 是 , 在 这 种 情况 下 |.]| 是 零 , 所 以 cv 的 选 
择 是 无 关 紧要 的 . 记号 p.c. 四 了 是 相当 人 造 的 , 但 我 们 只 是 暂时 使 用 它 , 作为 通 向 
更 有 用 的 定义 的 一 个 途径 . 注意 , 由 于 P 是 有 限 的 , 所 以 , 和 为 总 是 定义 成 
功 的 ( 它 绝 不 会 发 散 , 也 绝 不 会 是 无 限 ). 

注 11.2.11 逐 段 常 值 积分 直观 地 对 应 于 面积 的 概念 , 一 个 矩形 的 面积 由 它 的 
边 长 的 乘积 给 出 .( 当 然 , 如 果 f 在 某 处 取 负 值 , 那么 面积 cy|J| 也 是 负 的 .) 

例 11.2.12 设 f:;[1, 各 一 RR 是 函数 


2， 当 1<sz<3 
f(z):= 4 4 当 z=3 
6， 当 3<z<4. 


并 设 耻 := {[1,3), {3}, (3,4 各 }. 那么 
pe 人 ,=a DI + ec l(a)| + eenal(s, 
=2x2+4x0+6xl1 
=10. 
另外 , 如 果 设 PP := {[1,2), [2,3),{3}, (3,4, gj 那么 
pe 人 yoia+qaaleal+ealGll 
十 cla,d|(3,4| 十 cel 字 | 


=2x1l+2x1l+4x0+6x1l+cex0 
=10. 


这 个 例子 启示 , 这 个 积分 并 不 真正 依赖 于 你 所 选取 的 分 法 , 只 要 你 的 函数 关于 
这 个 分 法 是 逐 段 常 值 的 就 可 以 了 . 情况 的 确 是 这 样 : 
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命题 11.2.13( 逐 段 常 值 积 分 是 独立 于 分 法 的 ) ” 设 工 是 有 界 区 间 , 并 设 f :了 一 
民 是 函数 . 假设 PP 和 人 是 7 的 分 法 , 使 得 了 关于 下 以 及 f 关于 人 都 是 逐 段 常 值 
的 . 那么 


证 明 ”见习 题 11.2.3. 图 
定义 11.2.14( 逐 段 常 值 积 分 II) 设 工 是 有 界 区 间 , 并 设 了 :了 一 及 是 工 上 的 
逐 段 常 值 函数 . 我 们 用 公式 


pc. f/s :=p.c. el 


来 定义 了 在 工 上 的 逐 段 常 值 积分 , 其 中 P 是 工 的 任意 的 分 法 , 而 了 在 工 上 关于 下 
是 逐 段 常 值 的 .( 注 意 , 命题 11.2.13 告诉 我 们 分 法 的 选择 是 无 关 紧 要 的 .) 
例 11.2.15 ”如 果 了 是 例 11.2.12 中 的 函数 , 那么 


pe. f=10. 
[4 


我 们 现在 给 出 逐 段 常 值 积分 的 一 些 基本 性 质 . 这 些 算 律 终 将 被 包含 在 Riemann 
积分 的 相应 的 算 律 之 中 (定理 11.4.1). 

定理 11.2.16( 积 分 算 律 ) 设 了 是 有 界 区 间 , 并 设 f:T 一 民 以 及 g:T 一 民 
都 是 了 上 的 逐 段 常 值 函数 


(a) 我 们 有 
pe [Gtr9 -pe /rtre fs 
(b) 对 于 任何 实数 c 有 


ze /en 局 各 (ee 1/ 型 
ze jw =pe [1-pe fs. 


(d) 如 果 对 于 一 切 TET, f(z) >0, 那么 


we [i 
: 


(@ 如 果 对 于 一 切 ZE f(z) > g(z)， 那么 


pe fs >ae /9. 
I I 


(c) 我 们 有 
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(f) 如 果 对 于 一 切 2 E 了, f(z) 一 c (c 是 常数 ), 那么 


pe fs = cl1l. 


(g) 设 了 是 包含 了 的 有 界 区 间 ( 即 了 C J), 并 设 :J 一 民 是 函数 
f(z)， 如 果 z ET 
£0 =-{ 0， 如 果 z 4 工 . 
那么 玉 在 J 上 是 逐 段 常 值 的 ， 并且 


pe. / 下 一 me 站 f 


(h) 设 {KK} 是 了 的 分 法 , 它 把 工分 成 两 个 区 间 J 和 ,那么 函数 用 7 :了 一 下 
以 及 fk : 开 一 月 分 别 是 JJ 上 和 开 上 的 逐 段 常 值 函 数 , 并 且 


pe /=ze/ b+pe 人 he 


证 明 ”见习 题 11.2.4. 国 
我 们 对 于 逐 段 常 值 函 数 的 积分 就 讨论 到 这 里 . 现在 的 问题 是 , 怎样 求 有 界 函 数 
的 积分 . 


习 题 11.2 


11.2.1 ”证 明 引 理 11.2.7. 

11.2.2 ”证 明 引 理 11.2.8， (提示 : 用 引 理 11.1.8 和 引 理 11.2.7 来 使 f 和 9 关于 了 的 同一 个 
分 法 是 逐 段 常 值 的 .) 

11.2.3 ”证 明 命题 11.2.13，( 提 示 : 首先 使 用 定理 11.1.13 证 明 两 个 积分 都 等 于 逐 段 常 值 积分 
D.c. tegen f: ) 

11.2.4 ”证 明定 理 11.2.16. (提示 : 可 以 用 定理 前 面 的 部 分 去 证 定理 后 面 的 部 分 . 也 参见 习题 
11.2.2 的 提示 .) 


811.3 上 Riemann 积分 与 下 Riemann 积分 


设 f :了 一 R 是 定义 在 有 界 区 间 I 上 的 有 界 函数 . 我们 要 定义 Riemann 积分 
帮 f. 为 此 我 们 首先 要 定义 上 Riemann 积分 了 7 与 下 Riemann 积分 外 f 的 概念 . 
这 些 概念 与 Riemann 积分 之 间 的 联系 非常 像 序列 的 上 极限 和 下 极限 与 想 限 之 间 的 
联系 . 
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定义 11.3.1( 函 数 的 控制 ) 设 了 :7T 一 及 和 :7 一 了 . 如果 对 于 一 切 r er 
都 有 g(z) > f(z), 我 们 就 说 在 7 上 9 是 f 的 上 方 控制 ; 如 果 对 于 一 切 z eE 了 都 有 
g(z) < f(z), 我 们 就 说 在 上 上 9 是 f 的 下 方 控制 ; 

Riemann 积分 的 思想 是 先 用 逐 段 常 值 函数 作成 函数 的 上 方 控制 及 下 方 控制 (对 
于 逐 段 常 值 函数 我 们 已 经 知道 怎样 计算 它们 的 积分 ), 并 对 它们 进行 积分 . 

定义 11.3.2( 上 Riemann 积分 与 下 Riemann 积分 ) 设 f: 了 一 RR 是 定义 在 
有 和 界 区 间 7 上 的 有 界 函 数 . 定义 


= aatae 9:9 是 /的 上 方 控制 并 且 是 未 股 党 人 本 娄 ] 
为 f 在 I 上 的 上 Riemann 积分 . 并 定义 

/f= sapfpe /4:4 是 f 的 下 方 控制 并 且 是 到 各 党 值 隐 数 } 

Wi 


为 f 在 I 上 的 下 Riemann 积分 . 

我 们 对 于 下 积分 及 上 积分 给 出 一 个 粗糙 的 然而 有 用 的 估计 ; 

引 理 11.3.3 设 了 :了 一 到 是 有 界 区 间 了 上 的 有 界 函 数 ，M 是 它 的 界 , 即 对 
于 一 切 ZET, 一 M < f(z) < M. 那么 


ue f 1< ff < Mn 
当然 , 上 Riemann 积分 与 下 Riemann 积分 都 是 实数 ( 即 它们 都 不 是 无 限 的 ). 


证 明 ”由 g(z) = M 定义 的 g :7 一 及 是 常 值 函数 , 因而 是 逐 段 常 值 的 , 并 且 
是 f 的 上 方 控制 . 那么 根据 上 Riemann 积分 的 定义 


类 似 的 论述 表明 


最 后 , 我 们 必须 证 明 


[ssf 


设 9 是 上 方 控制 7 的 逐 段 常 值 函数 , 而 h 是 下 方 控制 的 逐 段 常 值 函数 . 那么 9 


上 方 控制 h, 从 而 
ze /spcj 
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{i sre fs 


再 对 g 取 下 确 界 , 就 得 到 所 要 的 


对 h 取 上 确 界 得 


[sis] 上 


我 们 现在 知道 上 Riemann 积分 总 不 比 下 Riemann 积分 小 . 如果 两 者 相同 , 我 
们 就 可 以 定义 Riemann 积分 : 

定义 11.3.4(Riemann 积分 ) 设 有:7 一 RR 是 有 界 区 间 了 上 的 有 界 函 数 , 如 
果 /7 = J1f, 我 们 就 说 f 在 T 上 Riemann 可 积 并 且 定义 


Ji= ff 


如 果 上 Riemann 积分 与 下 Riemann 积分 不 相等 , 我 们 就 说 f 不 是 Riemann 可 积 
的 . 


注 11.3.5 ”把 这 个 定义 与 在 命题 6.4.12(f) 中 建立 的 序列 的 上 极限 和 下 极限 与 
极限 的 关系 进行 比较 ; 上 极限 总 是 大 于 或 等 于 下 极限 的 , 但 它们 仅 当 序列 收敛 时 才 
相等 , 此 时 它们 都 等 于 序列 的 极限 . 上 面 给 出 的 定义 可 能 与 你 在 微 积分 课程 中 过 到 
的 基于 Riemann 和 的 定义 不 一 样 . 但 是 两 个 定义 终归 是 等 价 的 , 这 是 我 们 在 下 一 
节 中 要 证 明 的 . 

注 11.3.6 ”注意 , 我 们 不 认为 无 界 函数 是 Riemann 可 积 的 ; 这 种 函数 的 积分 
叫 作 反常 积分 (improper integral). 用 更 高 级 的 积分 法 (例如 Lebesgue 积分 ) 计算 这 
样 的 积分 还 是 可 能 的 ; 我 们 要 在 第 19 章 中 做 这 件 事 . 

Riemann 积分 是 与 逐 段 常 值 积分 相 容 的 (并 且 包含 逐 段 常 值 积分 ). 

引 理 11.3.7 设 了 :了 工 一 取 是 有 界 区 间 工 上 的 逐 段 常 值 函数 ， 那么 了 是 


Riemann 可 积 的 , 并 且 
fr=ee fr 


证 明 ”见习 题 11.3.3. nm 

注 11.3.8 ”根据 这 个 引 理 , 我 们 将 不 再 谈 逐 段 常 值 积分 p.c. [1 f, 而 只 使 用 
Riemann 积分 (直到 在 第 19 章 , Riemann 积分 本 身 包含 在 Lebesgue 积分 之 中 ). 我 
们 注意 到 引 理 11.3.7 的 一 个 特殊 情形 : 如 果 7 是 单 点 集 或 是 空 集 , 那么 对 于 一 切 函 
数 :I 一 民 , 1f =0. (注意 一 切 这 种 函数 都 自动 是 常 值 的 .) 
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我 们 刚刚 证 明了 每 个 逐 段 常 值 函数 是 Riemann 可 积 的 . 然而 Riemann 积分 是 
更 一 般 的 , 宽泛 得 多 的 一 类 函数 都 是 Riemann 可 积 的 , 我 们 很 快 就 会 看 到 这 一 点 . 
现在 我 们 把 刚刚 定义 的 Riemann 积分 的 概念 与 Riemann 和 的 概念 联系 起 来 . 你 可 
能 在 其 他 讨论 Riemann 积分 的 书籍 早已 见 到 过 Riemann 和 了 . 

定义 11.3.9(Riemann 和 ) 设 了 : 工 一 及 是 有 界 区 间 工 上 的 有 界 函 数 , 并 设 下 
是 工 的 一 个 分 法 . 我 们 把 上 Riemann 和 U(f,P) 与 下 Riemann 和 LI(f 了) 分 别 定 
义 为 


UP:= >》 (supyfo)ll 


JEP;J#2 ”EY 


ZE 2 (i fo)) IM. 


JeP,J#@ 
注 11.3.10 ”J 区 2 的 限制 是 必要 的 , 因为 当 J = 2 时 , 量 infsey f(z) 与 
supzey f(z) 分 别 是 co 和 -oo. 
我 们 现在 把 这 些 Riemann 和 与 上 Riemann 积分 与 下 Riemann 积分 联系 起 来 . 
引 理 11.3.11 设 了 :工人 一 玉 是 有 界 区 间 T 上 的 有 界 函 数 , 并 设 g 是 了 上 关 
于 某 分 法 了 了 逐 段 常 值 的 上 方 控制 f 的 函数 . 那么 


ze fs 2 U(F, P). 
类 似 地 , 如 果 hh 是 了 上 关于 了 逐 段 常 值 的 下 方 控制 的 函数 ,那么 
ref < Lf,P). 


证 明 ”见习 题 11.3.4. 
命题 11.3.12 设 f:1 一 RR 是 有 界 区 间 J 上 的 有 界 函 数 , 那么 


/ 了 一 inf{D(PP): 也 是 工 的 分 法 
JI 


并 且 
/ 了 = sup{L(PP) :PP 是 了 的 分 法 }. 
a 
证 明 ”见习 题 11.3.5. 下 


习 题 11.3 


11.3.1 设 f: 了 一 民 g :了 一 有 ,hh: 了 一 民 是 函数 . 证 明 , 如 果 f 上 方 控制 g,g 上 方 控制 
hh, 那么 f 上 方 控制 h. 证 明 如 果 f 和 9 彼此 互相 上 方 控制 , 那么 它们 必定 相同 . 
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11.3.2 


11.3.3 
11.3.4 
11.3.5 


设 f:T 一 有 Rg:T 一 民 ,h: 了 一 民 是 函数 . 如 果 f 上 方 控 制 g, 那么 是 不 是 十 h 
上 方 控制 g 十 h? 是 否 fh 上 方 控 制 gh? 如 果 c 是 实数 , 是 否 cj 上 方 控 制 cg? 
证 明 引 理 11.3.7. 

证 明 引 理 11.3.11. 

证 明 命 题 11.3.12. (提示 : 你 要 用 引 理 11.3.11, 即使 这 个 引 理 只 能 完成 一 半 工 作 .) 


811.4 ”Riemann 积分 的 基本 性 质 


就 像 我 们 处 理 极限 、 级 数 以 及 导数 时 所 做 的 一 样 , 我 们 现在 给 出 演算 Riemann 
积分 的 基本 算 律 . 这 些 算 律 最 终 将 被 包含 到 Lebesgue 积分 的 相应 的 算 律 中 (命题 


19.3.3). 


定理 11.4.1(Riemann 积分 法 算 律 ) 设 了 是 有 界 区 间 , 并 设 了 :了 一 到 ,9: 
了 一 届 都 是 T 上 的 Riemann 可 积 函数 . 
(a) 台数 (f 十 9) 是 Riemann 可 积 的 , 并 且 


forn= /i+ fs 


(b) 对 于 任意 的 实数 c, 函数 cf 是 Riemann 可 积 的 , 并 且 


He- 


(0) 函数 (f 一 9) 是 Riemann 可 积 的 , 并 且 


/4-n=/1-/s 


(d) 如 果 对 于 一 切 z ET f(z) >0, 那么 


fiz°. 


(6) 如 果 对 于 一 切 z ET, f(z) > g(z), 那么 


/> fs 


(f) 如 果 对 于 一 切 z ET, f(z) =c, 那么 


J 四 


(g) 设 了 是 包含 了 的 有 界 区 间 ( 即 了 CJ), 并 且 设 万 : J 一 民 是 函数 


Fa := f(z), rET 
~ \ 0 rgI. 
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那么 下 在 J 上 是 Riemann 可 积 的 , 并 且 


1 


(h) 设 {KK} 是 了 的 分 法 , 它 把 了 工分 成 两 个 区 间 J 和 K, 那么 函 教 fy :J 一 民 
与 lk :天 一 及 是 分 别 在 .与 在 KK 上 Riemann 可 积 的 , 并 且 


fs= it fre 


证 明 ”见习 题 11.4.1. 

注 11.4.2 ”我 们 常 把 / fj 略 写 为 /, f, 即使 f 确实 是 定义 在 比 J 大 的 区 
域 上 . 

定理 11.4.1 断言 , 两 个 Riemann 可 积 的 函数 的 和 与 差 都 是 Riemann 可 积 的 ， 
同样 , Riemann 可 积 函 数 7 的 常数 倍 cf 也 是 Riemann 可 积 的 . 现在 我 们 给 出 构造 
Riemann 可 积 函 数 的 一 些 进一步 的 方法 . 

定理 11.4.3(max 与 min 保持 可 积 性 ) ” 设 了 是 有 界 区 间 , 并 设 1 :了 一 民 与 
9g:T 一 及 都 是 Riemann 可 积 函数 , 那么 由 


max(f,9)(2) := max(f(z), g(z)) 
定义 的 函数 max(f,9) 及 由 
min( 户 g)(z) := min(f(z), g(z)) 


定义 的 函数 min(f,g9) 都 是 Riemann 可 积 的 . 
证 明 ”我 们 只 对 max(f,g) 进行 证 明 . min(jf, 9) 的 情形 是 类 似 的 . 
首先 注意 , 由 于 f,g 都 是 有 界 的 , max(j, 9) 就 也 是 有 界 的 . 
设 s > 0. 由 于 /1f = 了,f, 所 以 存在 逐 段 常 值 函数 f : 7 一 R, 了 下方 控 制 /， 
并 满足 
[ole 


类 似 地 , 可 以 找到 逐 段 常 值 函数 g : 工 一 RR, 它 下 方 控制 g 并 且 


lhe 
. T 


同样 , 我 们 可 以 找到 在 了 上 分 别 上 方 控制 / 与 9 的 逐 段 常 值 函数 了 和 万 使 


Js< /+e 


§11.4 Riemann 积分 的 基本 性 质 ”233 


fs< fst 
h:=(f-f)+(5~9) 


fnsae. 
I 


另 一 方面 , max(f,g) 是 1 上 的 逐 段 常 值 函数 (为 什么 ?), 它 下 方 控制 max(f,g)( 为 
什么 ?), 同时 maxi 丈 也 是 1 上 的 逐 段 常 值 函 数 , 它 上 方 控制 max(f,9). 于 是 


以 及 


那么 , 让 尹 : 工 一 下 代表 函数 


就 有 


Jrlos/ aa < aaas /ax 四 


从 而 
os ymatt.0) = motto) < /ax 3)— /maxd,g) 
但 是 
了 = 了 上 +- 了 < 了 + 六 
类 似 地 
95=g+9-g<g+h, 
所 以 


max(f,9) < max(f,g) +h. 
将 此 代入 前 面 的 不 等 式 , 我 们 得 到 


og /neg f mh < hs 


总 之 , 我 们 证 明了 对 于 每 个 。> 0 


Ge ,max /mx < 4e. 
由 于 ;max(f,9) 一 了 max(f,g) 与 < 无 关 , 所 以 我 们 看 到 
fmt) f molto) =0, 
从 而 max(f,9) 是 Riemann 可 积 的 . 图 


234 第 11 章 Riemann 积分 


推论 41.4.4( 绝 对 值 保持 Riemann 可 积 性 ) 设 了 是 有 界 区 闻 . 如 果 :一 民 
是 Riemann 可 积 函 数 , 那么 正 部 fi := max(f,0) 与 负 部 广 := min(J,0) 也 是 在 I 
上 Riemann 可 积 的 . 同样 , 绝对 值 | 有 | = fi 一 也 是 在 了 上 Riemann 可 积 的 . 

定理 11.4.5( 乘 积 保持 Riemann 可 积 性 ) ” 设 了 是 有 界 区 间 . 如 果 了 : 工 一 了 
与 g:1 一 民 是 Riemann 可 积 的 , 那么 fg :了 一 及 也 是 Riemann 可 积 的 . 

证 明 ”这 个 定理 稍 需 要 技巧 . 我 们 分 解 f= f+f- 以 及 9g = 9+ 十 9- 为 正 部 
与 负 部 的 和 . 根据 推论 11.4.4, 函数 六 ,三 ,9+,9- 都 是 Riemann 可 积 的 . 由 于 


fg= f+9++frg9-+f-g++f-g9-, 
所 以 只 要 证 明 片 or, f+g-, f-g+, f-9- 单独 都 是 Riemann 可 积 的 就 够 了 . 我 们 只 
对 fg9+ 证 明 此 事 , 其 余 三 者 是 类 似 的 . 
由 于 fi 与 9+ 都 是 有 界 的 、 非 负 的 , 所 以 存在 Mi, M2 > 0 使 得 


0g f+(z) < M1,0 & g+(z) s M2 


对 于 一 切 s e 了 成 立 . 设 es > 0 是 任意 的 , 那么 和 在 定理 11.4.3 的 证 明 中 一 样 , 我 
们 可 以 找到 了 上 的 逐 段 常 值 函 数 了 ， 下 方 控制 f, 以 及 逐 段 常 值 函数 ,上方 控 


制 片 ,使 得 
[£2 /ns /有 </ ire 


注意 , 7， 有 可 能 在 某 些 地 方 取 负 值 , 但 我 们 可 以 代 蔡 了 以 max(f ,0) 来 克服 此 种 
现象, 因为 max(f ,0) 仍 是 fi 的 下 方 控制 (为 什么 ?), 并 且 有 大 于 或 等 于 三 六 -< 
的 积分 (为 什么 ?). 所 以 , 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 假定 了 ,(z) > 0 对 于 一 切 z e 了 成 
立 . 类 似 地 , 可 以 假定 对 于 一 切 z eZ 了 (z) < Mi. 于 是 , 对 于 一 切 ze 了 

0< f(r) < fi(z) < fiz) < Mi. 


根据 同样 的 理由 , 我 们 可 以 找到 逐 段 常 值 函数 2， 下方 控制 g+, 以 及 逐 段 常 什 
函数 5 上 方 控制 9+, 它们 满足 


a> /we /site 
I I 了 工 


以 及 对 于 一 切 ze 了 


0 < g(r) < 9g+(%) 和 5H(z] < Mo. 
注意 fg， 是 逐 段 常 值 的 , 并 且 下 方 控制 f+9+, 同时 ,5 是 逐 段 常 值 的 并 上 
方 控制 片 9+. 于 是 


o< ft { fro < 了 -We 
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但 是 我 们 有 


从 而 


于 一 fg =fi(9+— g1) + gi (f+ 二 于 
< Mi(g+ —9.)+ Ma(f4 —f,); 


o< f 0- f fr9r <20 [5+ -a) + Me fF -1,) 
点 
< 2Mie + 2M2e. 


又 因为 <。 是 任意 的 , 我 们 像 前 面 一 样 断定 片 9+ 是 Riemann 可 积 的 . 
类 似 的 论证 表示 fg_,f_g+,f-g- 都 是 Riemann 可 积 的 . 把 这 些 结合 起 来 就 
得 到 jg 是 Riemann 可 积 的 . 


11.4.1 


11.4.2 


11.4.3 


11.4.4 


习 题 11.4 


证 明定 理 11.4.1. (提示 : 定理 11.2.16 可 能 有 用 . 对 于 (b) 部 分 , 先 考虑 c > 0 的 情 
形 , 然后 分 别 考虑 c = -1 和 c = 0 的 情形 . 用 这 些 结果 导出 c < 0 的 情形 . 可 以 使 用 
定理 前 面 的 部 分 去 证 后 面 的 部 分 .) 

设 a < 5 是 实数 , 并 设 /: [os 可 -及 是 连续 的 、 非 负 的 函数 (于 是 对 于 一 切 ze 
[如 ,7(z) > 0). 假设 f/f = 0. 证 明 对 于 一 切 > e [a, 9, f(z) = 0 (提示 : 用 反 证 
法 ) 

设 工 是 有 界 区 间 , f :了 一 民 是 Riemann 可 积 函 数 , 并 设 P 是 了 的 分 法 . 证 明 


/= 工人 


JEP 了 


不 用 重复 前 面 证 明 中 的 全 部 计算 , 给 出 一 个 简洁 的 解释 , 说 明 为 什么 定理 11.4.3 和 定 
理 11.4.5 中 剩 下 的 情形 自动 地 从 书 中 给 出 的 情形 推出 . (提示 : 从 定理 11.4.1 我 们 知 
道 如 果 f 是 Riemann 可 积 的 , 那么 一 f 也 是 Riemann 可 积 的 .) 


$11.5 ”连续 函数 的 Riemann 可 积 性 


到 现在 为 止 我 们 对 于 Riemann 可 积 函 数 已 经 谈论 了 很 多 , 但 实际 上 我 们 还 不 
曾 造 出 任何 一 个 除了 逐 段 常 值 函数 外 的 可 积 函 数 , 现在 我 们 来 证 明 , 一 大 类 有 用 的 
函数 是 Riemann 可 积 的 . 我 们 从 一 致 连续 函数 开始 . 

定理 11.5.1 ” 设 工 是 有 界 区 间 , 并 设 是 在 工 上 一 致 连续 的 函数 , 那么 了 是 
Riemann 可 积 的 . 


236 第 11 章 ， Riemann 积分 


证 明 ”从 命题 9.9.15 我 们 看 到 f 是 有 界 的 . 现在 我 们 必须 证 明 


/ /= 2 


如 果 7 是 单 点 集 或 空间 , 那么 定理 是 平庸 的 , 所 以 我 们 设 T 是 四 区 间 [a, 
(a 如, (a, 酉 , [a,5) 之 一 , 其 中 实数 a < 5 

设 s > 0 是 任意 的 .根据 一 致 连续 性 , 存在 5 > 0 使 得 只 要 r,y e 并 且 
lz 一 区 < 6, 就 有 |f(z) -f(y)| < e. 根据 阿 基 米 德 原理 , 存在 整数 N > 0, 使 得 
2 < 5. 

注意 , 我 们 可 以 把 了 分 成 每 个 长 度 都 是 每 2 的 区 间 万，……,Jw( 具 体 怎样 分 , 必 
须 稍 微 不 同 地 处 理 [a, 外 , (aq, 如, (a, 可 , [a,b) 四 种 情形 ). 于 是 根据 命题 11.3.12, 有 


oe N 
fs Essp ro 


以 及 


N 


/> DD (inf 1(2) 1 
k=1 


zE 


那么 
/ /< 过 (op 1 - 星 19) I 
但 是 , 由 于 | 办 | = 邹 < 65, 对 于 一 切 z,ye 及 有 |f(z) 一 f(y)| < es, 那么 
f(z) < f(y) +e 对 于 一 切 r,y € 有 到. 
对 于 z 取 上 确 界 , 得 
dup. f(z) < f(y) +e, 对 于 一 切 y e 办， 
再 对 y 取 下 确 界 , 得 到 
up Js nf f(9) +e. 
将 此 估计 代入 前 面 的 不 等 式 , 我 们 得 到 


J -fs < Dan 


而 根据 定理 11.1.13 我 们 就 得 


/Js 
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然而 e > 0 是 任意 的 , 而 (5 a) 是 固定 的 . 于 是 1f 一 人 7 不 能 是 正 的 . 根据 引 理 
11.3.3 以 及 Riemann 可 积 的 定义 , 我 们 就 得 知 f 是 Riemann 可 积 的 . 国 

把 定理 11.5.1 和 定理 9.9.16 合 起 来 , 我 们 就 得 到 

推论 11.5.2 设 [o, 引 是 闭 区 间 , 并 设 有 : [a, 四 一 民 是 连续 的 , 那么 f 是 
Riemann 可 积 的 . 

注意 , 如 果 代替 fo, 如 以 其 他 类 型 的 区 间 , 此 推论 不 成 立 . 因为 那 时 不 能 保证 连 
续 函 数 是 有 界 的 . 例如 由 f(z) := 于 定义 的 函数 f : (0,1) 一 及 是 连续 的 , 但 不 是 
Riemann 可 积 的 . 但 是 , 如 果 假 定 函数 既是 连续 的 也 是 有 和 界 的 , 那么 我 们 就 可 以 再 
次 得 到 可 积 性 : 

命题 11.5.3 设 T 是 有 界 区 间 , 并 设 有 :了 一 民 是 连续 的 并 且 是 有 界 的 . 那么 
在 T 上 Riemann 可 积 . 

证 明 ”如 果 了 是 单 点 集 或 空 集 , 那么 结论 是 平庸 的 .如 果 了 是 闭 区 间 , 那么 
结论 从 推论 11.5.2 提出 . 于 是 , 我 们 假定 工 是 形 如 (a,4, [a,5), (a,5) 的 区 间 , 其 中 
a<b. 

设 M 是 了 的 界 , 即 对 于 一 切 re 卫 -Mx< f(z) < M. 设 。 是 满足 0<s< 她 2 
的 很 小 的 数 . 当 f 限制 在 [a 十 e,b 一 e] 上 时 , 是 连续 的 , 那么 根据 推论 11.5.2, 是 
Riemann 可 积 的 . 于 是 我 们 可 以 找到 逐 段 常 值 函数 h : [e+ sb 一 6] 一 RR, 它 在 
[e+e,b 一 6] 上 上 方 控制 f 并 使 得 


f hg [ f+t+e. 
[ate,b—e] [ateb-e] 
定义 所 :I 一 民 如 下 


AE h(z)， 当 zelate,b-a] 
M, 当 zeI\[lat+e,b-al. 


显然 大 是 了 上 的 逐 段 常 值 函数 , 并 且 上 方 控制 f. 根据 定理 11.2.16, 有 


-+ n+reMs< 上 f+ (2M + 1)e. 
I [ate,b—a] {at+e,b—e] 


当然 , 我 们 有 


fi < 人 f+ (2M + 1)e. 


类 似 的 论证 给 出 


/7> f- (2M +1)e, 
Er [ate,b—e] 


从 而 本 
[1 {< mr 
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但 < 是 任意 的 , 所 以 我 们 可 以 像 在 定理 11.5.1 的 证 明 中 那样 来 断定 / 是 Riemann 
可 积 的 . 国 
这 已 经 给 出 了 一 大 类 Riemann 可 积 函 数 , 即 有 界 连 续 函 数 ， 然 而 我 们 还 可 以 
稍 许 把 这 个 类 扩大 一 些 , 使 它 包括 有 界 的 逐 段 连续 函数 
定义 11.5.4 ” 设 I 是 有 界 区 间 , 并 设 f :了 一 R. 说 f 是 逐 段 连续 的 , 当 且 仅 
当 存 在 7 的 分 法 P, 使 得 对 于 一 切 Je RR, fl 在 J 上 连续 . 


例 11.5.5 由 
72， 当 1<z<2 
Flz) 一 4 7， 当 z= 2， 


za， 当 2<z<3 


定义 的 函数 下: [1, 3] 一 RR 在 [1,3] 上 不 是 连续 的 , 但 却 是 逐 段 连续 的 . 因为 它 限制 
到 [1,3] 的 分 法 的 三 个 区 间 [1,2), {2}, (2, 3] 上 时 都 是 连续 的 . 

命题 11.5.6 ” 设 工 是 有 界 区 间 , 并 设 了 : 工 一 了 是 有 界 的 并 且 是 逐 段 连续 的 . 
那么 是 Riemann 可 积 的 

证 明 ”见习 题 11.5.1. 国 


习 题 11.5 


11.5.1 ”证 明 命题 11.5.6. (提示 : 用 定理 11.4.1 的 (a) 和 (h).) 


811.6 “单调 函数 的 Riemann 可 积 性 


除了 逐 段 连续 函数 外 , 另外 广泛 的 一 类 函数 , 即 单 调 函 数 也 是 Riemann 可 积 
的 . 对 此 我 们 给 出 两 个 命题 . 

命题 11.6.1 设 [a, 引 是 闭 的 有 界 区 间 , 并 设 让: [a, 昌 一 民 是 单调 函数 那么 
了 在 [oil 上 Riemann 可 积 . 

注 11.6.2 ”我 们 从 习题 9.8.5 知道 , 存在 不 逐 段 连续 的 单调 函数 . 所 以 这 个 命 
题 并 不 是 命题 11.5.6 的 结果 . 

证 明 ”不 失 一 般 性 , 可 以 认为 7 是 单调 增 的 . 从 习题 9.8.1 知道 , f 是 有 界 的 . 
设 入 是 整数 ,把 [a, 4 等 分 成 Y 个 长 度 为 = 的 半 开 区 间 {[a+ 疆 2j)a+ G+)) : 
0<jgN 一 1} 以 及 一 个 单 点 集 {b}. 根据 命题 11.3.12, 有 


7 b—a 
fs< > (. ee) 
j=0 clei +) 


加 
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( 单 点 集 {8} 显然 只 给 出 一 个 等 于 零 的 项 ). 由 于 f 是 单调 增 的 , 所 以 
了 Ns nd b—a 
[RA 2 fot 0+)) 


类 似 地 ， 


于 是 


有 Js-J < 加 (ert) -+ 与 ) 二: 
使 用 骨 套 级 数 ( 引 理 7.2.15), 我 们 就 得 到 


及 b—a b—a b—a 
I 
= (6) —/f0) 
然而 N 是 任意 的 , 所 以 我 们 可 以 像 在 定理 11.5.1 的 证 明 中 所 做 的 那样 , 断定 f 是 
Riemann 可 积 的 . 国 
推论 11.6.3 ” 设 了 是 有 界 区 间 , 并 设 1 :了 一 民 是 单调 的 并 且 是 有 界 的 . 那么 
在 I 上 Riemann 可 积 . 
证 明 ”见习 题 11.6.1. 国 
我 们 现在 给 出 确定 单调 减 级 数 收敛 性 的 著名 的 积分 判别 法 . 
命题 11.6.4( 积 分 判别 法 ) 设 三 : [0,00) 一 民 是 单调 减 的 非 负 函数 ( 即 对 于 
一 妇 z>0 有 f(z) > 0). 那么 级 数 三 /四 收 敏 的 充分 必要 条 件 是 


(sw hs 1) 是 有 限 的 . 


证 明 ”见习 题 11.6.3. 国 

推论 11.6.5 设 p 是 实数 . 那么 级 数 > 二 当 p>1 时 绝对 收 化 ,而 当 p<<1 
n=1 

时 发 散 . 

证 明 ”见习 题 11.6.5. 国 
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习 题 11.6 


11.6.1 ”用 命题 11.6.1 证 明 推论 11.6.3. (提示 : 改编 命题 11.5.3 的 证 明 .) 


11.6.2 ” 狗 述 一 个 恰当 的 逐 段 单调 函数 的 概念 , 然后 证 明 一 切 有 界 的 逐 段 单调 的 函数 是 Rie- 
mann 可 积 的 . 


11.6.3 证 明 全 是 11.6.4. (提示 : 两 级 数 芝 f(n)， 宛 f(n) 以 及 积分 Jo wm f 之 间 的 联系 是 
什么 ?) Sp 

11.6.4 ”用 例子 表明 ,如 果 不 假定 1 是 单调 减 的 , 那么 积分 判别 法 的 充分 性 和 必要 性 两 方面 都 
不 成 立 

11.6.5 ”用 命题 11.6.4 证 推论 11.6.5. 


811.7 ”一 个 非 Riemann 可 积 的 函数 


我 们 已 经 证 明 , 一 大 类 有 界 函数 是 Riemann 可 积 的 . 不 幸 的 是 , 存在 有 界 函 数 ， 
它们 不 是 Riemann 可 积 的 . 


命题 11.7.1 设 f:[0,1] 一 民 是 例 9.3.21 中 考虑 过 的 不 连续 函数 


| 
m={ 当 z&Q 


那么 是 有 界 的 , 但 不 是 Riemann 可 积 的 . 

证 明 ”很 明显 , f 是 有 界 的 . 我 们 来 证 明 它 不 是 Riemann 可 积 的 . 

设 P 了 是 [0,1] 的 分 法 . 对 于 任何 Je P, 注意 到 只 要 J 不 是 单 点 集 或 空 集 , 就 有 

人 
(根据 命题 5.4.14). 那么 
(supf(z))17| = 7. 
wzEJ 
(注意 当 J 是 单 点 集 时 , 此 式 也 成 立 , 那 时 两 端 都 是 零 .) 于 是 , 根据 定理 11.1.13 我 
们 看 到 
UP)= > MI=loHI=1， 


JEP:J 天 全 


注意 , 空 集 对 于 整个 长 度 无 任何 影响 . 从 而 , 根据 命题 11.3.12, 有 


Ls /=1. 
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类 似 的 论证 给 出 , 对 于 一 切 (不 是 单 点 集 或 空 集 的 )7 


i f(z) =0, 


从 而 
LIB= >》 0=0. 


JEP:J#8 


/ 了 


于 是 ， 上 Riemann 积分 与 下 Riemann 积分 不 相等 ， 从 而 函数 不 是 Riemann 可 
积 的 . [ 

注 11.7.2 ”你 可 以 看 出 , 不 Riemann 可 积 的 有 界 函数 只 是 一 些 相当 “人 造 ” 
的 函数 . 因此 , Riemann 积分 在 绝 大 多 数 情况 下 都 是 足够 好 的 .当然 , 有 不 同 的 方 
式 来 推广 和 改进 这 种 积分 .一 种 方式 是 Lebesgue 积分 , 我 们 将 在 第 19 章 予 以 讨 
论 . 另 一 种 是 Riemann-Stieltjes 积分 /| fda, 其 中 a : 工 一 及 是 单调 增 函 数 , 我 们 在 
下 一 节 定 义 这 种 积分 . 


那么 根据 命题 11.3.12, 有 


811.8 Riemann-Stieltjes 积 


设 了 是 有 界 区 间 ,，a : 7 一 及 是 单调 增 函 数 , 并 设 / : 工 一 下 是 函数 ， 那 么 
Riemann 积分 有 一 种 推广 , 叫 作 Riemann-Stieltjes 积分 . 这 种 积分 像 Riemann 
积分 那样 定义 , 但 作 一 点 改变 : 代替 取 区 闻 7 的 长 度 我 们 取 它 的 a 长度 al 了, 其 定 
义 如 下 : 如 果 了 是 单 点 集 或 空 集 , 那么 alJ] := 0; 如 果 7 是 形 如 [a, 中 (a, 5b), (a, 机 ， 
[a,5) 的 区 间 , 其 中 a < 5, 那么 ac 四 := a(b) 一 a(a). 注意 , 在 a 是 恒 等 函数 ac(z) := z 
这 种 特殊 情形 下 , a[]] 恰 就 是 |1|. 但 对 于 更 一 般 的 单调 函数 a 来 说 , a 长 度 e[] 是 
与 | 才 不 同 的 量 . 不 管 怎样 , 只 要 把 |1| 换 成 “四 , 人们 依然 可 以 完成 前 面 的 理论 . 

定义 11.8.1(a 长 度 ) 设 了 是 有 界 区 间 , 并 设 a : X 一 了 是 定义 在 某 个 包含 
了 的 区 域 X 上 的 函数 . 我 们 定义 了 的 a 长 度 如 下 . 如 果 工 是 单 点 集 或 空 集 , 那么 
令 al7] = 0. 如 果 了 是 形 如 [ao 如 (a,b), (a,], [ob 的 区 间 , 其 中 a < 6b, 那么 我 们 令 
all] := a(b) 一 aq 

例 11.8.2 设 a: 民 一 是 函数 a(z) := z2. 那么 


oll2, 3] = a(3) — a(2) =9—4=5,al(-3, -2)] = -5 


同时 al{2}] = 0,afg] = 0. 
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例 11.8.3” 设 ac : R 一 以 是 恒 等 函数 a(z) := z. 那么 对 于 一 切 有 界 区 间 了 
a 四 = 加 (为 什么 ?). 于 是 长 度 概念 是 a 长 度 概念 的 特殊 情形 . 
我 们 有 时 把 cf, 如] 写作 ajs 或 a(z) |52%. 
Riemann 积分 理论 的 一 条 关键 的 定理 是 定理 11.1.13, 它 涉及 长 度 及 分 法 , 并 表 
明 当 P 是 了 I 的 分 法 时 
l= DM. 


JeP 


我 们 现在 对 此 稍 作 推广 . 
引 理 11.8.4 设 了 是 有 界 区 间 , a :一 民 定义 在 某 包含 了 的 区 域 禄 上 的 肖 
数 , 并 设 呈 是 了 的 分 法 . 那么 我 们 有 


证 明 ”见习 题 11.8.1. a 

我 们 现在 可 以 给 出 定义 11.2.9 的 一 个 推广 的 形式 . 

定义 11.8.5(p.c. Riemann-Stieltjes 积分 ) ” 设 T 是 有 界 区 间 , 并 设 P 了 是 了 的 
分 法 . 设 a :XX 一 及 是 定义 在 某 个 包含 的 区 域 X 上 的 函数 , 并 设 f :TI 一 尺 是 
关于 分 法 P 逐 段 常 值 的 函数 . 那么 我 们 定义 


和 人 faa := Yoral, 


JEP 


其 中 cr 是 f 在 J 上 的 常 值 . 
例 11.8.6 设 f:[1,3] 一 及 是 函数 


._/ 4 当 z€ [1,2) 
{= { 2， 当 ze [2,3]， 


设 a: 了 一 及 是 函数 a(z) := z2, 并 设 P 是 分 法 P:= {[1,2),[2, 引 }. 那么 ， 
je 人 Jaa=caaal[ 2)] + ctaaoll2, 


=4(0(2) — oa(1)) + 2(a(3) ~ oa(2)) 
=4x3+2x5=22. 


例 11.8.7 设 a:R 一 及 是 恒 等 函 数 a(z) := z. 那么 对 于 任何 关于 P 逐 段 


常 值 的 函数 f, 我 们 有 
cfda=pc | 8, 
Bs fa 有 hi 
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(为 什么 ?) 

把 命题 11.2.13 中 的 p.c. ftp f 换 为 p.c. ftp fda, 可 以 得 到 与 该 命题 完全 类 似 的 
命题 (习题 11.8.2). 于 是 我 们 可 以 对 于 一 切 逐 段 常 值 函数 f :了 一 及 以 及 一 切 定义 
在 某 包含 工 的 区 域 X 上 的 a : X 一 民 , 与 以 前 类 似 地 用 公式 


pe. Jran -pe 人 fda. 
I 四 


来 定义 p.c. [1 fda, 其 中 P 是 任意 一 个 使 f 关于 它 逐 段 常 值 的 分 法 . 

到 现在 为 止 , 我 们 不 曾 对 a 作 任何 假定 . 现在 我 们 假定 a 是 单调 增 的 , 即 当 
TYyEX 且 y > z 时 必 有 aly) > a(z)， 这 皆 含 着 对 于 XX 中 的 一 切 区 间 了 都 有 
a(T) > 0( 为 什么 ?). 由 此 我 们 可 以 容易 地 验证 ， 当 把 积分 p.c. [1 换 为 p.c. [i fda， 
且 把 长 度 |I| 换 为 a 长度 a(T) 时 , 定理 11.2.16 的 全 部 结果 继续 保持 成 立 . 见习 题 
11.8.3. 

然后 , 只 要 f :了 一 及 是 有 界 的 而 a 是 定义 在 一 个 包含 了 的 区 域 上 的 , 我 们 就 
可 以 用 通常 的 公式 


/ fda := inf{pee. / gda : g 在 T 上 是 逐 段 常 值 函数 是 上 方 控制 有 
以 及 


/ 有 二 / gda : g 在 [上 是 逐 段 常 值 函数 且 下 方 控制 请 
J : 


来 定义 上 Riemann-Stieltjes 积分 了 fda 和 下 Riemann-Stieltjes 积分 J fda. 然后 
我 们 说 了 在 工 上 关于 a 是 Riemann-Stieltjes 可 积 的 , 如 果 上 Riemann-Stieltjes 积 
分 和 下 Riemann-Stieltjes 积分 相等 的 话 , 且 此 时 我 们 记 


fia = 10= {fae 


如 前 所 述 , 当 a 是 恒 等 函 数 a(x) := z 时 , Riemann-Stieltjes 积分 与 Riemann 积 
分 重合 ; 可 见 Riemann-Stieltjes 积分 是 Riemann 积分 的 推广 .( 稍 后 , 在 推论 11.10.3 
中 我 们 将 对 两 种 积分 进行 另外 的 比较 .) 因为 这 个 缘故 , 我 们 有 时 把 [;f 写作 ffdzr 
或 f(z)dz. 

那么 , Riemann 积分 理论 中 的 绝 大 部 分 (但 不 是 全 部 ) 都 可 以 毫 无 困难 地 推广 
到 Riemann-Stieltjes 积分 , 只 需 把 长 度 换 为 a 长 度 . 有 些 结果 失效 ; 定理 11.4.1(g)、 
命题 11.5.3 以 及 命题 11.5.6 当 a 在 关键 之 处 间断 时 不 必 成 立 (例如 , 当 f 和 a 都 在 
同一 点 处 间断 时 ,Jr fda 可 能 没有 定义 ). 但 是 , 定理 11.5.1 依然 成 立 (习题 11.8.4). 
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习 题 11.8 


11.8.1 ”证 明 引 理 11.8.1. (提示 : 修改 定理 11.1.13 的 证 明 .) 

11.8.2 ”叙述 并 证 明 命 愿 11.2.13 关于 Riemann-Stieltjes 积分 的 类 比 . 

11.8.3 ”叙述 并 证 明定 理 11.2.16 关于 Riemann-Stieltjes 积分 的 类 比 . 

11.8.4 ”叙述 并 证 明定 理 11.5.1 关于 Riemann-Stieltjes 积分 的 类 比 . (提示 : 证 明 时 要 小 心 . 
这 里 问题 是 , 某 些 长 度 | 办 | 不 应 改变 , 而 另 一 些 长 度 |Jk| 应 改 为 a 长 度 ac[Jx] 一 一 基 
本 上 , 在 求 和 号 内 出 现 的 | 大 | 应 换 为 a[.], 而 其 他 的 不 变 .) 

11.8.5 设 sgn: 民 一 及 是 符号 函数 


1， 当 rz>0, 
sgn(z) :一 0， 当 z=0， 
-1 当 s<0 


设 / : [~-1,1] 一 及 是 连续 函数 , 证 明 f 关于 sgn 是 Riemann-Stieltjes 可 积 的 , 并 且 
/sasen = 100). 
[1 


(提示 : 对 于 每 个 。 > 0, 找 上 方 控制 / 及 下 方 控制 j 的 逐 段 常 值 函数 ,使 它们 的 
Riemann-Stieltjes 积分 是 s- 接近 于 f(0) 的 .) 


811.9 ” 微 积分 的 两 个 基本 定理 


我 们 现在 已 有 足够 的 工具 来 把 积分 学 和 微分 学 用 微 积分 基本 定理 联系 起 来 . 实 
际 上 有 两 个 这 样 的 定理 , 一 个 处 理 积分 的 导数 , 另 一 个 处 理 导 数 的 积分 . 

定理 11.9.1( 微 积分 第 一 基本 定理 ) 设 a <b 是 实数 , 并 设 f: [a 站 一 民 是 
Riemann 可 积 函数 . 设 下: |a, 趾 一 民 是 函数 

F(x):= | 让 

那么 下 是 连续 的 . 进而 , 如 果 zo e [o, 昨 且 了 在 zxo 处 连续 , 那么 下 在 zo 处 可 微 
并 且 F'(z0) = f(zxo). 

证 明 ”由 于 f 是 Riemann 可 积 的 , 所 以 它 是 有 界 的 (根据 定义 11.3.4). 于 是 
存在 实数 M 使 得 对 于 一 切 ze [o, 中 ， 


—M< jz) < M. 
现 设 z < y 是 [四 的 两 个 元 素 . 注意 , 根据 定理 11.4.1(h)， 


F(y) -F(z) = he A 人 卫 / 4 
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根据 定理 11.4.1(e) 得 ， 


[ fs M=-zc1 M = M(y— 7), 
[zy] Iz,y] [z,y)] 
以 及 
a 
[zy] [zy) [zy] 


IF(W) — F(T)| < My — 7). 
这 是 y > z 的 情形 . 交换 z 和 y, 就 得 到 当 = > y 时 
IF(Y) ~— FD) < M(z 一切. 
还 有 , 当 z=y 时 F(y) - F(z) = 0. 于 是 在 全 部 三 种 情形 下 有 
IF 一 Fls Mly — ol. 


现 设 rs [o, 中 并 让 (zn)%%o 是 一 个 [o 必 中 的 收敛 到 z 的 序列 . 那么 对 于 一 切 nn， 
有 


从 而 


~Mlzn 一 zs F(zn) — F(z) < Men ~ zl. 


然而 当 nn 一 oo 时 , 一 M|zn 一 z| 与 Mlzn - z| 都 收敛 到 0, 所 以 根据 挤 压 判 别 法 ， 
F(zn) 一 F(z) 当 n 一 00 时 收敛 到 0, 于 是 


im F(zn) = Fo， 


由 于 这 对 于 [a, 中 的 一 切 收敛 到 z 的 序列 (z) 吕 o 成 立 , 所 以 f 在 x 处 连续 . 由 
于 z 是 [a,4] 的 任意 元 素 , 所 以 下 是 连续 的 . 

现在 假定 zo es [a,9, 并 且 f 在 zo 处 连续 . 任 取 s > 0. 根据 连续 性 , 我 们 能 找 
到 6 > 0, 使 得 对 于 区 间 了 : [zo 一 6,zo+6] 门 [a,9 中 的 一 切 >, 成 立 |f(z)- f(zo)| < e， 
换言之 


f(z0) —e & f(z) < f(ro) + e 对 于 一 切 z e 工 
我 们 现在 证 明 
IF(y) — F(z0) — f(zo)(y — Zo)| < ely ~ zol 
对 于 一 切 y e 了 成立, 然后 , 命题 10.1.7 将 推出 F 在 zo 处 可 微 且 导 数 F(z0) = 
f(zo), 即 所 和 欲 证 的 结论 . 
固定 ye I. 有 三 种 情况 . 如 果 y = zo, 那么 


F(y) ~ F(z0) -zol 一 zo) = 0, 
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从 而 结论 明显 成 立 如果 y > zo, 那么 
FW -reo= 人 


coal 


由 于 zo,y E 了 而 了 是 连通 集合 , 那么 [zo,y] 是 工 的 子 区 间 , 从 而 


f(zo) —s < f(z) < f(zo) +s, 对 于 一 切 ze [zo,y 成 立 ， 


那么 
(f(z0) -oy —z0) < 人 {< Cen) + ey a0). 


此 


IF(Y) — F(zo) — f(zo)(y — zo)| < sly 一 zol 


y < zo 的 情形 是 类 似 的 , 留 给 读者 考虑 . 

例 11.9.2 ”回想 在 习题 9.8.5 中 构 作 的 单调 函数 f : R 一 及 , 它 在 每 个 比例 数 
处 间断 , 而 在 其 他 点 处 连续 . 根据 命题 11.6.1, 这 个 单调 函数 在 [0, 1 上 是 Riemann 
可 积 的 . 如 果 我 们 定义 下: [0,1] 一 R 是 函数 


Fa) = 人 a 


那么 下 是 连续 函数 , F 在 每 个 非 比 例 数 处 可 微 . 另 一 方面 , 在 每 个 比例 数 处 不 可 
微 , 见习 题 11.9.1. 
非 正 式 地 , 微 积分 第 一 基本 定理 断言 , 在 关于 f 的 一 些 假定 条 件 之 下 ， 


区 7 @) =f(2). 
[0,z] 


粗略 地 说 , 这 意味 着 , 积分 的 导数 恢复 到 原始 函数 . 现在 我 们 证 明 反 过 来 的 命题 , 导 
数 的 积分 恢复 到 原始 函数 . 

定义 11.9.3( 原 函数 (antidervatives)) ” 设 工 是 有 界 区 间 , 并 设 f :1 一 RR 是 函 
数 . 我 们 说 函数 已 : 工 一 了 是 f 的 一 个 原 函 数 , 如 果 下 在 上 可 微 并 且 对 于 一 切 
rz €l, F(z)= jz). 

定理 11.9.4( 微 积分 第 二 基本 定理 ) 设 a <b 是 实数 , 并 设 7 : [oa 划一 下 是 
Riemann 可 积 函 数 . 如 果 书 : [4,0| 一 民 是 f 的 一 个 原 函 数 , 那么 


f=F(b)— F(a). 
[esd 
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证 明 ”我 们 将 使 用 Riemann 和 . 想法 是 证 明 对 于 la, 吕 的 每 个 分 法 P 都 成 立 
U(f,P) > F(b) — Fla) > L(f,P). 
左边 的 不 等 式 断 定 厂 (5) - (a) 是 集合 
{U(J,P) :PP 是 [a,4 的 分 法 } 
的 下 界 , 而 右边 的 不 等 式 断 定 (5) - F(a) 是 集合 
{IL(f, 了 P) :P 是 [a, 4] 的 分 法 } 
的 上 界 . 然而 根据 命题 11.3.12, 这 表明 


/7y>zO-PO> 厂 1 
[a Et 


但 根据 假设 f 是 Riemann 可 积 的 , 所 以 上 Riemann 积分 与 下 Riemann 积分 都 等 
于 fo f- 那么 , 所 要 的 结论 就 推出 来 了 . 
我 们 必须 证 明 U(f,P) > F(b) -F(a) > LI(f,P)， 我 们 只 证 第 一 个 不 等 式 
U(f,P) > F(b) (a), 另 一 个 不 等 式 的 证 明 是 类 似 的 . 
设 卫 是 [o, 中 的 分 法 . 从 引 理 11.8.4 得 知 
FO) -Fa)= FN= > Fl 
J JeP:j¢0 
同时 从 定义 知 
UP)= >》 supf (oI 


JEeP:J# 


于 是 , 只 要 证 明 , 对 于 一 切 非 空 的 J eP， 
FI < sup f(a)lJ| 
TYEJ 


就 够 了 . 

当 ,7 是 单 点 集 时 , 结论 是 明显 的 , 因为 两 边 都 是 零 . 现 设 J = [c dj, (c,d), [c,d)， 
或 (cd), 其 中 c < d， 那么 左边 是 F(J) = F(4d) - F(c)， 根 据 中 值 定理 , 这 等 于 
(d 一 co)r'(e), 其 中 。 是 J 的 某 个 元 素 . 但 由 于 严 (e) = f(e), 我 们 得 到 


FIN=(d-of(e)= fo < sup F(z) 


这 就 是 所 要 的 不 等 式 . 有 
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当然 , 正如 你 所 知道 的 , 只 要 能 找到 被 积 函数 了 的 一 个 原 函 数 , 就 能 使 用 微 积 
分 第 二 基本 定理 相对 容易 地 计算 积分 . 注意 , 微 积分 第 一 基本 定理 保证 每 个 连续 的 
Riemann 可 积 函 数 都 有 原 函 数 . 对 于 不 连续 的 函数 , 情况 比较 复杂 , 那 是 研究 生 水 
平 的 实 分 析 课题 , 此 处 不 予 讨论 . 还 有 , 并 不 是 每 个 有 原 函 数 的 函数 都 是 Riemann 
可 积 的 . 作为 例子 , 考虑 由 


F(x) :zs 总 ， 当 z 关 0; 而 F(0)=0 


定义 的 函数 下 : [-1,1] 一 R. 那么 下 是 处 处 可 微 的 (为 什么 ?), 所 以 Fr 有 原 函 数 . 
但 Fr 是 无 界 的 (为 什么 ?), 从 而 不 是 Riemann 可 积 的 . 

我 们 现在 停 下 来 提 一 下 关于 原 函 数 的 令 人 厌恶 的 、 含糊 其 词 的 “+C” 陈述 ， 

引 理 11.9.5 设 了 是 有 界 区 间 , 并 设 1 :了 一 区 是 函数 . 设 下 :了 一 下 
和 G:1T 一 RR 是 下 的 两 个 原 函 数 那么 存在 一 个 实数 C, 使 得 对 于 一 切 re 卫 
F(z) = G(r)+C. 

证 明 ”见习 题 11.9.2. 国 


习 题 11.9 


11.9.1 设 /: [0,1] 一 及 是 习题 9.8.5 中 的 函数 . 证 明 对 于 每 个 比例 数 ge Q 门 [0,1], 函数 了 
在 9 处 不 可 微 . (提示 : 使 用 中 值 定理 , 推论 10.2.9.) 

11.9.2 ”证 明 引 理 11.9.5. (提示 : 对 于 函数 F - G, 使 用 中 值 定理 , 即 推论 10.2.9， 也 可 以 
用 微 积分 第 二 基本 定理 证 明 这 个 引 理 (如 何 证 ?), 但 必须 小 心 , 因为 我 们 不 假设 / 是 
Riemann 可 积 的 .) 

.11.9.3 设 a < b 是 实数 , 并 设 / : [a,58] 一 及 是 单调 增 函 数 ， 设 已 : lo, 吕 一 及 是 函数 
Flz) := Jia,alf. 设 zo 是 (ob 的 元 素 . 证 明 FF 在 zo 处 可 微 的 充分 必要 条 件 是 上 
在 zo 处 连续 . (提示 : 充分 性 部 分 用 一 条 微 积 分 基本 定理 . 对 于 另 一 部 分 , 用 反 证 法 ， 
考虑 f 的 左 极限 与 右 极限 .) 
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我 们 现在 可 以 给 出 微 积分 基本 定理 的 几 个 有 用 的 推论 (除了 当知 道 原 函数 时 
可 以 计算 积分 这 一 明显 的 应 用 之 外 ). 第 一 个 应 用 是 熟知 的 分 部 积分 公式 . 

命题 11.10.1( 分 部 积分 公式 ) 设 工 = [a,9], 并 设 恶 :[ow 引 一 及 以 及 G: 
[ao, 中 一 及 都 在 [ab 上 可 微 并 且 F' 和 G' 都 在 T 上 Riemann 可 积 . 那么 我 们 有 


1/ FG' = F(W)G(0) - F(a)G(o) — / FG. 
[| [fa 可 
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证 明 ”见习 题 11.10.1. mn 

下 面 我 们 证 明 , 在 一 定 的 条 件 下 , 可 以 把 Riemann- ae 积分 写成 Riemann 
积分 . 我 们 从 逐 段 常 值 函数 开始 . 

定理 11.10.2 设 a:[ob 一 下 是 单调 增 函 数 , 并 设 a 在 lw,b 上 还 是 可 微 的 
而 且 ao 是 Riemann 可 积 的 . 设 :|a 避 一 及 是 [o 引 上 的 逐 段 常 值 函 数 , 那么 fa 
在 [a,0] 上 Riemann 可 积 , 而 且 


/ fda= fa'. 
[ed] [a,b] 


证 明 ”由 于 j 是 逐 段 常 值 的 , 它 必 是 Riemann 可 积 的 , 而 由 于 a’ 是 Riemann 
可 积 的 , 所 以 根据 定理 11.4.5, fa' 是 Riemann 可 积 的 . 
设 f 关于 [a,9] 的 某 个 分 法 P 是 逐 段 常 值 的 . 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 认为 正 不 
含 空 集 . 那么 我 们 有 
一 da= cuat[J] 
| aone i Poe 
其 中 or 是 了 在 J 了 上 的 常数 值 . 另 一 方面 , 从 定理 11.2.16(h) (将 其 推广 到 任意 长 度 
的 分 法 一 一 为 什么 这 个 推广 成 立 ?) 得 
Ms -PhD 
但 由 微 积分 第 二 基本 定理 (定理 11.9.4), /7 ao = al[J 咱 , 从 而 得 到 所 要 的 结论 . a 
推论 11.10.3 设 a:[a,0] 一 民 是 单调 增 函 数 , 并 假设 a 还 在 [ij 上 可 
微 , 而 且 o 在 [ww 中 上 Riemann 可 积 . 如 果 厂 : [@ 咱 一 下 关于 wa 在 [ai 上 
Riemann-Stieltjes 可 积 , 那么 fa 在 [a,9] 上 Riemann 可 积 , 并 且 


[ faa=/ pa. 
{a0] [ed] 


证 明 ”注意 和 a 是 有 界 的 ,ja' 必 也 是 有 界 的 . 还 有 ， 由 于 a 是 单调 增 的 
并 且 可 微 , 所 以 oa/ 是 不 取 负 值 的 . 

设 s > 0. 那么 可 以 找到 一 个 [, 如 上 的 逐 段 常 值 函数 , 它 上 方 控制 f, 并 找 
到 一 个 [a,5] 上 的 逐 段 常 值 函 数 f, 它 下 方 控制 f, 使 得 


/ ie-es/ aas/ Tue</ fdate, 
[| [ad] [加 [ed 


用 定理 11.10.2 得 ， 


maa-es 上 fag Fe</ jda 二 e. 
[od] [eb] [ed] [ed] 
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由 于 of 不 取 负 值 , 而 f 下 方 控制 f, 所 以 fa' 下 方 控制 ja， 于 是 [ 
/wfa (为 什么 ?), 那么 


[od 


ont® < 


fda-e< / fo 
[ed 


led] 


类 似 地 , 有 


/ ja fdate. 
[a,b] [a,d] 


由 于 这 些 不 等 式 对 于 任何 s > 0 都 成 立 , 所 以 必 有 


tag ms/ es/ am 
[ed] laa [ey] [ed 


从 而 得 到 所 要 的 结论 . 

注 11.10.4 ” 非 正 式 地 说 , 推论 11.10.3 断言 , 当 a 可 微 时 , fdo 实质 上 等 价 于 
f 徐 dz, 然而 , Riemann-Stieltjes 积分 的 优点 在 于 , 即使 a 不 是 可 微 的 , 积分 依然 是 
有 意义 的 . 

我 们 现在 建立 熟知 的 变量 蔡 换 公式 . 我 们 首先 需要 一 个 预备 引 理 . 

引 理 11.10.5( 变 量 替换 公式 I) 设 [a,b] 是 闭 区 间 , 并 设 w: [a,8] 一 [wp(a), p(Bb)] 
是 连续 的 单调 增 函 数 . 设 有 : [yp(a),p(b)] 一 民 是 [p(a),yp(b)] 上 的 逐 段 常 值 函数 . 那 
么 fogp:[a0] 一 民 在 [a,b] 上 也 是 逐 段 常 值 函 数 ,并且 


全 3 CO] 这 
证 明 ”我 们 给 出 一 个 证 明 的 框架 , 把 细节 留 到 习题 11.10.2 中 . 
设 焉 是 [p(a),wp(b)] 的 分 法 , 使 得 f 关于 P 是 逐 段 常 值 的 , 我 们 可 以 假定 了 不 
含 空 集 , 对 于 每 个 J EP, 设 cj 是 了 在 J 上 的 常数 值 . 那么 
= So 
bd 


JEP 


对 于 每 个 区 间 J 设 p-1(J) 是 集合 p-1(J) := {z e [ao 中 :ep(z) e 由, 那么 po-1(J) 
是 连通 的 (为 什么 ?), 所 以 是 区 间 . 进而 , cj 是 f ow 在 p-!(J) 上 的 常数 值 (为 什 
么 ?), 于 是 , 如 果 定义 Q := {p-1(7) :JeP}, 那么 Q 是 [a,4] 的 分 法 (为 什么 ?), 并 
且 fow 关于 Q 是 逐 段 常 值 的 (为 什么 ?). 于 是 


f owpdy = 人 和 erap- 下 ceie (J)]. 


[a3] 
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然而 p[e-1(J)] = |J|( 为 什么 ?). 这 就 推出 了 所 要 的 结论 . [ 

命题 11.10.6( 变 量 蔡 换 公式 1) 设 [a,4] 是 闭 区 间 , 并 设 p: [a,b] 一 [p(a),p(5)] 
是 连续 的 单调 增 函 数 . 设 上: [p(a),p(b)] 一 恨 在 [wp(a),y(b)] 上 Riemann 可 积 . 那 
么 fop:[a,0] 一 区 是 关于 在 [2,0] 上 Riemann-Stieltjes 可 积 的 , 并 且 


了 opdp = / 了 
lad [e(a,e(b 


证 明 ”使 用 与 从 定理 11.10.2 推出 推论 11.10.3 类 似 的 方法 , 就 可 从 引 理 11.10.5 
推出 此 命题 . 首先 注意 到 , 由 于 f 是 Riemann 可 积 的 , 它 是 有 界 的 , 所 以 foy 必定 
也 是 有 界 的 (为 什么 ?). 

设 s > 0. 那么 可 以 找到 在 [yp(a),p(b)] 上 上 方 控制 f 的 逐 段 常 值 函数 了 以 及 
下 方 控制 f 的 逐 段 常 值 函数 f, 使 得 


/ 六 / fx / F< / f+e 
[eloeOg)l beareO “Jewel Jaegl 
用 引 理 11.10.5 得 ， 


/ 1-e<|f fovap< / Tovav< / 下 
[po),p(6)] [oa,8] [可 [e(a)w(] 


由 于 fow 是 逐 段 常 值 的 , 并 且 下 方 控制 fo y, 所 以 


fovap< 人 yovav 
[ey] [od 


并 且 类 似 地 , 有 


于 是 


/0 
[va),p(5)] 


[ed] 


由 于 e 是 任意 的 , 这 就 推出 


hse 
[P(e),p(b)] 


fovav< | fovap< [ 六 
Toa [ed [#(0),p(6)] 


从 而 得 到 所 要 的 结论 . 
把 此 公式 与 推论 11.10.3 联合 , 立即 得 到 下 述 熟 知 的 公式 : 


fovav< fovdp < [ f+te 
[ed [ve(0),p(b)] 
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命题 11.10.7( 变 量 蔡 换 公 式 ID) 设 [a,4] 是 闲 区 间 , 并 设 


2 [a,b] = lp(a), pb)] 


是 可 微 的 单调 增 函 数 , 而 且 W 是 Riemann 可 积 的 . 设 :|p(a),¥(6)] 一 民有 是 
在 [p(a),p(b)] 上 Riemann 可 积 的 函数 那么 (fop)po : [有 一 民 是 [a,8] 上 的 
Riemann 可 积 的 函数 , 而 且 


11.10.1 


11.10.2 
11.10.3 


11.10.4 


deow = 
{ad] {pl(a),w(b)] 


习 题 11.10 


证 明 命题 11.10.1， (提示 : 先 用 推论 11.5.2 和 定理 11.4.5 证 明 FG' 和 F'G 是 
Riemann 可 积 的 , 然后 用 乘积 法 则 (定理 10.1.13(d)).) 

补 上 引 理 11.10.5 的 证 明 中 用 (为 什么 ?) 标 出 的 细节 . 

设 a < 是 实数 , 并 设 f : [a, 48] 一 及 是 Riemann 可 积 函数 . 设 g : [-b, 一 a] 一 及 
是 函数 g(z) := f(~~7). 证 明 g 也 是 Riemann 可 积 的 , 并 且 /1_。_619 = Jia.n ff 
代替 单调 增 , 当 yp 单调 减 时 , 命题 11.10.7 的 类 似 命题 是 什么 ?( 当 yp 既 不 单调 增 , 也 
不 单调 减 时 , 情况 变 得 本 质 上 复杂 得 多 .) 
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812.1 定义 和 例 


在 定义 6.1.5 中 , 我 们 定义 了 实数 序列 (zn) 咏 mw 收敛 到 一 个 实数 z 是 什么 意 
思 ; 实际 上 , 这 指 的 是 对 于 每 个 s > 0, 都 存在 N > m, 使 得 对 于 一 切 n > N, 都 有 
lz 一 zn| 和 se. 当 此 事 成 立时 , 记 为 i mn = 7. 

直观 地 说 , 当 序 列 (z,)%2,, 收敛 到 极限 z 时 , 指 的 是 序列 的 元 素 z,, 将 终极 地 以 
任意 要 求 的 程度 接近 于 z. 一 个 更 精确 地 表述 此 事 的 途径 是 , 引入 两 个 实数 间 的 距 
离 函数 d(z,y), 它 定义 为 dlz,y) := |z 一 yl. (于 是 , 作为 例子 , d(3,5) = 2, d(5,3) = 2， 
而 d(3,3) = 0.) 那么 有 : 

引 理 12.1.1 设 (zn)82w 是 实数 序列 , 并 设 > 是 实数 ,那么 (Tn)2m, 收敛 到 
ZT 当 且 仅 当 J d(zn, 1) = 0. 

证 明 ” 宛 汉 题 12.1.1. 国 

人 们 现在 可 能 愿意 把 这 个 收敛 概念 加 以 推广 , 使 得 不 仅 可 以 对 于 实数 序列 取 极 
限 , 而 且 也 可 以 对 于 复数 序列 , 或 向 量 序列 , 或 矩阵 序列 , 或 函数 序列 , 甚至 序列 的 
序列 来 取 极 限 . 一 种 方式 是 , 每 当 处 理 一 类 新 的 对 象 时 , 就 重新 定义 一 次 收敛 的 概 
念 . 你 会 想到 , 这 样 做 很 快 就 会 变 得 异常 元 烦 . 一 个 更 有 效 的 方法 是 抽象 地 定义 非 
常 一 般 的 一 类 空间 , 它 包含 实数 空间 、 复 数 空间 和 向 量 空间 等 基本 的 空间 , 并 在 整 
个 这 类 空间 上 一 次 性 地 定义 收敛 的 概念 . (一 个 空间 恰 是 全 体 一 定 类 型 的 一 些 对 象 
的 集合 , 如 全 体 实 数 的 空间 和 全 体 3 x 3 矩阵 的 空间 等 . 从 数学 上 来 说 , 在 空间 和 集 
合 之 间 并 没有 多 大 差别 . 只 是 空间 中 装备 着 比 随意 的 集合 更 多 的 结构 . 例如 , 实数 
空间 装备 着 加 法 和 乘法 运算 , 而 一 般 的 集合 就 没有 .) 

有 两 类 很 有 用 的 空间 , 在 这 些 空 间 上 面 可 以 定义 收敛 概念 .一 类 是 度量 空间 ， 
我 们 这 里 要 研究 这 类 空间 . 另 一 类 是 更 一 般 的 空间 , 叫 作 拓扑 空间 , 拓扑 空间 也 是 
很 重要 的 , 但 我 们 仅 在 813.5 中 简短 地 处 理 一 下 这 种 空间 . 

粗略 地 说 , 一 个 度量 空间 是 一 个 具有 距离 d(z,y) 的 概念 的 任意 的 集合 X, 其 
距离 应 具有 合理 的 性 状 . 更 准确 地 说 , 有 : 

定义 12.1.2( 度 量 空间 ) ”度量 空间 (X,d) 是 一 个 集合 X, 其 中 的 元 素 叫 作 点 ， 
连同 一 个 距离 函数 或 度量 4 :XxX 一 [0,co), 它 把 X 中 的 每 一 对 点 z,y 指派 到 
一 个 非 负 的 实数 d(z,y) > 0, 而 且 度量 必须 满足 下 述 四 条 公理 : 

{a) 对 于 任意 的 zeX, 有 d(z,z) = 0. 
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(b) ( 正 性 ) 对 于 不 同 的 x,y e X, 有 d(x,y) > 0. 

(c) (对 称 性 ) 对 于 z,ye X, 有 d(z,y) = dly,2). 

(d) (三 角形 不 等 式 ) 对 于 zx,y,z e X, 有 dz z) < d(x,y) + d(y,z). 

在 很 多 情况 下 , 度量 d 是 明确 的 , 从 而 我 们 把 (X,d) 简写 为 X. 

注 12.1.3 ”条 件 (a) 和 (b) 可 以 重 述 为 : 对 于 my e X, d(x,y) > 0, 而 且 
az,y) = 0 当 且 仅 当 z =y. (为 什么 这 等 价 于 (a) 和 (bj?) 

例 12.1.4( 实 直线 ) ” 设 及 是 实数 集 , 并 设 d : 及 x 玉 一 [0, co) 是 前 面 提 到 的 度 
量 d(z,y) := lz- 叫 . 那么 (R,d) 是 度量 空间 (习题 12.1.2). 我 们 把 4 叫 作 及 上 的 
标准 度量 , 而 且 当 提 到 RR 作为 度量 空间 时 , 若 无 特 殊 说 明 , 指 的 就 是 标准 度量 . 

例 12.1.5( 导 出 的 度量 空间 ) ” 设 (X, qd) 是 度量 空间 , 并 设 Y 是 X 的 子 集合 . 
那么 可 以 把 度量 函数 d : X x X 一 [0, co) 限制 到 X x X 的 子 集合 Y x Y 上 而 产 
生 一 个 限制 的 Y 的 度量 函数 dlyxy :Y xY 一 [0,o00), 这 叫 作 Y 上 的 由 X 上 的 度 
量 导 出 的 度量 . 序 偶 (Y, dlyxy) 是 一 个 度量 空间 (习题 12.1.4), 叫 作 (X,q) 的 由 了 
导出 的 子 空间 . 于 是 , 作为 例子 , 上 一 个 例子 中 的 实 直线 上 的 度量 在 实 直线 的 任何 
子 集 上 , 例如 在 整数 集 Z 或 区 间 [a, 中 上 等 都 导出 一 个 子 空间 结构 . 

例 12.1.6( 欧 几 里 得 空间 ) 设 > 1 是 自然 数 , 并 设 及" 是 ”元 有 序 实 数组 
的 空间 : 


及 "= {(za azn) : 71 Zn € R}. 
定义 欧 几 里 得 度量 (也 叫 作 1? 度量 )dp : R" x Rn" 一 及 为 


dp (Zh Tn) Ya Yn)) := VT — + Tn Yn)? 
和 (Se 芝 ww . 
i=l 


于 是 , 作为 例子 , 当 n = 2 时 ,dis((1,6), (4 2)) = V35 十 和 = 5. 这 个 度量 对 应 于 在 两 
点 (ZT1,… zn), (W1,… ,yn) 之 间 由 毕 达 哥 拉 斯 定理 给 出 的 几何 距离 ，( 注 意 , 虽然 
几何 给 出 某 些 非常 重要 的 度量 空间 的 例子 , 但 还 是 存在 不 具 明显 几何 特性 的 度量 空 
间 . 下 面 给 出 一 些 例子 .) 验证 (R?,d) 确实 是 度量 空间 , 可 以 从 几何 上 看 出 (例如 ， 
现在 三 角形 不 等 式 断言 三 角形 的 一 边 的 长 总 是 小 于 或 等 于 另 两 边 的 长 度 之 和 ), 但 
也 可 以 代数 地 进行 证 明 (见习 题 12.1.6). 我 们 把 (R”, dr:) 叫 作 n 维 欧 几 里 得 空间 . 

例 12.1.7( 出 租车 度量 ) ” 仍 设 n > 1 以 及 R* 如 上 例 . 但 现在 使 用 另 一 个 度 
量 dn, 即 所 谓 的 出 租车 度量 (或 !! 度量 ), 定义 是 


人 (Cn Yi Yn)) =|71 — ++ en — ynl 
网 


E> |zi — yil- 
i=1 
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于 是 , 作为 例子 , 当 n 一 2 时 ,da ((1,6), (4,2)) = 3 十 4 = 7. 这 个 度量 叫 作 出 租车 度 
量 , 是 因为 当 出 租车 从 一 点 驶 向 另 一 点 时 , 如 果 只 能 沿 坐 标 方向 ( 北 、 南 、 东 、 西 ) 
行驶 而 不 允许 走 对 角 线 , 就 走 过 这 里 的 dn. 这 样 , 它 总 是 至 少 与 欧 几 里 得 度量 一 样 
大 , 而 欧 几 里 得 度量 量度 的 是 “直线 ”距离 . 我 们 断言 空间 (R", di:) 也 是 度量 空间 
(习题 12.1.7). 两 者 的 度量 不 完全 一 样 , 但 不 等 式 


de (2,Y) & dn(z,Yy) < Vndr(z,y) (12.1) 


对 于 一 切 z,y 成 立 (见习 题 12.1.8). 

注 12.1.8 ”出 租车 度量 在 有 些 地 方 是 有 用 的 , 例如 在 纠 错 码 理论 中 . 一 个 由 
nn 个 二 进 制 数组 成 的 数 串 可 以 看 作 是 R" 中 的 一 个 元 素 , 例如 二 进 制 数 串 10010 可 
看 作 Rs 中 的 点 (1,0,0,1,0). 两 个 二 进 制 数 串 之 间 的 出 租车 距离 就 是 这 两 个 数 串 中 
不 同 的 比特 (bit) 的 数目 , 例如 d (10010, 10101) = 3. 纠 错 码 的 目的 是 把 每 条 信息 
(例如 一 个 字母 ) 编 成 一 个 二 进 制 数 串 , 使 得 依 出 租车 度量 , 各 数 串 之 间 离 得 尽 可 能 
远 ; 这 就 使 随机 的 干扰 把 一 个 一 个 编码 的 二 进 制 数 串 改变 成 另 一 个 数 串 而 造成 误 传 
的 机 会 降低 到 最 小 , 同时 也 使 探 察 到 此 种 误 传 并 予以 纠正 的 机 会 增 大 到 最 大 . 

例 12.1.9( 上 确 界 范 数 度量 ) ”还 让 n > 1, 并 设 R" 如 前 . 但 现在 使 用 另 一 个 
度量 di~, 即 所 谓 的 上 确 界 范 数 度量 (或 /~ 度量 ), 定义 是 


de (za ,Tn), (Yi ,Yn)) := sup{lzi — Yi] :1 < i < n}. 


那么 , 作为 例子 , 当 n = 2 时 ,diw ((1,6), (4,2)) = sup(3,4) = 4. 空间 (R", diw) 也 是 
度量 空间 (习题 12.1.9), 并 且 以 不 等 式 
cl 
Va 
与 2 度量 相 联 系 (见习 题 12.1.10). 
注 12.1.10 ”41, 12, 1% 度量 是 更 一 般 的 1? 度量 的 特殊 情形 , 此 处 p e [0, oo]， 
但 本 书 不 讨论 这 些 更 一 般 的 度量 . 
例 12.1.11( 离 散 度量 ) ” 设 X 是 任意 的 集合 (有 限 的 或 无 限 的 ), 定义 离散 度 
量 (discrete metric) dgisc 如 下 : 


d(T,Yy) < di (TZ,Yy) < di (TZ,y), 对 于 一 切 zy (12.2) 


daisc(z,y) := 0， 若 z=y， 


daisc(z,y) :三 1， 若 z 产 y. 


那么 , 按照 这 个 度量 , 所 有 的 点 之 间 的 距离 都 是 一 样 的 . 空间 (X, daisc) 是 度量 空间 
(习题 12.1.11). 可 见 , 每 个 集合 X 上 面 都 至 少 有 一 个 度量 . 
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例 12.1.12( 测 地 距离 )( 非 正式 的 ) 设 X 是 球面 {(z,y,z) < Ra :72 十 2+22 二 
1}, 并 设 d((z,y,z), (zz)) 是 在 久 中 从 (z,y,z) 到 (z',y,z') 的 最 短 曲线 的 长 
度 . (这 条 曲线 实际 上 是 大 圆 的 一 段 弧 , 此 处 不 证 明 此 事 , 它 要 用 到 多 元 微 积分 , 超 
出 此 书 的 范围 .) 这 使 X 成 为 一 个 度量 空间 , 读者 应 能 验证 (不 必 使 用 球面 的 任何 
几何 ) 三 角形 不 等 式 由 定义 几乎 是 自动 成 立 的 . 

例 12.1.13( 最 短路 径 ) ( 非 正式 的 ) ”在 现实 生活 中 , 度量 空间 的 例子 比比 皆 是 . 
例如 , X 可 以 是 此 刻 连接 在 互联 网 上 的 一 切 计 算 机, 而 d(z,y) 是 从 计算 机 z 传输 数 
据 到 计算 机 y 所 经 过 的 机 器 的 最 小 数目 . 例如 若 z 与 y 不 是 直接 连接 而 是 同时 连 
接 到 计算 机 z 的 , 那么 d(z,y) = 2. 假定 网 络 上 的 一 切 机 器 都 可 最 终 连 到 一 起 (于 
是 d(z,y) 总 是 有 限 的 ), 那么 (X,d) 是 度量 空间 (为 什么 ?). 像 六 合 彩 (“six degrees 
of separation”) 之 类 的 游戏 也 发 生 在 类 似 的 度量 空间 中 (在 六 合 彩 的 情形 , 何 为 空 
间 ? 何 为 度量 ?). 或 者 , X 可 以 是 一 个 大 城市 , 而 d(z,y) 可 以 是 从 z 到 y 开车 所 需 
最 短 时 间 (虽然 在 现实 生活 中 , 这 个 公理 可 能 并 不 满足 公理 (c)). 

既然 有 了 度量 空间 , 就 可 以 在 这 些 空间 中 定义 收敛 . 

定义 12.1.14( 度 量 空间 中 序列 的 收敛 ) ” 设 m 是 整数 , (X, d) 是 度量 空间 , 并 
设 (zt) 和 wm 是 X 中 的 点 的 序列 ( 即 对 于 每 个 自然 数 n> m, 假定 z 是 XX 的 
一 个 元 素 ). 设 z 是 XX 的 一 个 点 . 我 们 说 (2 中 )% 依 度量 d 收敛 到 =, 当 且 仅 当 
,Jim_d(z(",z) 二 0. 换言之 (z")) 吕 m 依 度量 d 收敛 到 z 当 且 仅 当 对 于 每 个 < > 0， 
都 存在 N > m, 使 得 对 于 一 切 n> N, d(s("),2) < 6 (为 什么 这 两 个 定义 等 价 ?) 

注 12.1.15 ”根据 引 理 12.1.1, 我 们 看 到 , 这 个 定义 推广 了 已 有 的 关于 实数 序 
列 收敛 的 概念 . 在 很 多 情况 下 , 度量 d 是 什么 是 明确 的 , 所 以 当 不 引起 混淆 时 , 我 
们 常常 只 说 “(z 中 )se 收敛 到 z” 以 代替 “(zC))Sw 依 度量 d 收敛 到 z”. 有 时 我 
们 也 写 “ 当 n 一 co 时 om 一 z” 以 表达 此 意 . 

注 12.1.16 ”在 上 面 的 定义 中 , 上 标 n 没有 任何 特别 的 意思 , 它 只 是 一 个 倪 癸 
变量 ， 例如, 说 (zo)s。 收敛 到 z 与 说 (z 避 ) 吧 收敛 到 > 完全 是 同一 个 命题 ; 
而 且 有 时 为 了 方便 要 改变 上 标记 号 , 比如 说 , 变量 " 已 作 它 用 时 , 就 宜 改 用 其 他 字 
母 (如 ,1,p 等 ) 为 上 标 . 类 似 地 , 序列 也 不 必用 上 标 (n) 写成 xm”). 上 面 的 定义 对 
于 zn 或 函数 f(n) 都 一 样 成 立 , 其 实 对 于 任何 依赖 于 nn 取 值 于 X 中 的 表达 式 都 成 
立 . 最 后 , 从 习题 6.1.3 和 习题 6.1.4 看 到 , 序列 的 起 始点 m 对 于 取 极限 是 无 关 紧 要 
的 ; 如 果 (Zz 中 )S 收敛 到 zx, 那么 对 于 任何 my > mu (zo) 呈 wy 也 收敛 到 z. 

例 12.1.17 考虑 具有 标准 欧 几 里 得 度量 di 的 欧 几 里 得 空间 R?. 让 (z()%e 
代表 序列 zt := (1,3) e R?, 也 就 是 说 , 我 们 考虑 序列 (1,1),($,3)，( 扑 ，…… 
那么 , 这 个 序列 依 欧 几 里 得 度量 di: 收敛 到 (0,0), 这 是 因为 


出 
i (Cn = en im = 
Hm de (rz (0,0) = Jim a = lim =0. 
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此 序列 依 出 租车 度量 dn 也 收敛 到 (0,0), 这 是 因为 


emoO= 二 人) -2-0 

类 似 地 , 它 依 上 确 界 范 数 度量 dl 也 收敛 到 (0,0)( 为 什么 ?). 但 依 离 散 度 量 daisc 它 
不 收敛 到 (0,0), 因为 
lim, duisc(zm),(0,0)) = lim 1=1#0. 

可 见 , 序列 的 收敛 性 依赖 于 所 使 用 的 度量 ?. 

在 上 面 的 四 种 度量 一 一 欧 几 里 得 度量 、 出 租车 度量 、 上 确 界 范 数 度量 和 离散 
度量 之 下 , 验证 收敛 性 事实 上 是 相当 容易 的 . 

命题 12.1.18(11,12,1% 的 等 价 性 ) ” 设 了 R” 是 欧 几 里 得 空间 , 并 设 (z(D)8 是 
RR" 中 的 点 的 一 个 序列 . 我 们 写 


720 = 21, , 2), 


即 , 对 于 j 二 1,…,n, Zz ER 是 ZW) ERR" 的 第 了 个 坐标 . 设 z= (zl ,zn) 是 
Rr 的 点 . 那么 下 列 四 个 命题 等 价 ; 

(a) (Z 四 )92 依 欧 几 里 得 度量 da 收敛 到 z. 

(b) (z@) 距 wm 依 出 租车 度量 di 收 化 到 z. 

(o] (zC) 忠 w 依 上 确 界 范 数 度量 由 收敛 到 工 . 

(d) 对 于 每 个 1 和 了 < mw 序列 (z 的 ) 吧 收 化 到 zj. (注意 , 这 是 实数 的 序列 而 
不 是 Rn 中 的 点 的 序列 (如 果 n> 1 的 话 ).) 

证 明 ”见习 题 12.1.12. 加 

换 句 话说 , 序列 依 欧 几 里 得 度量 、 依 出 租车 度量 、 依 上 确 界 范 数 度量 收敛 当 且 
仅 当 它 的 每 个 坐标 分 量 所 成 序列 分 别 收敛 , 由 于 (a),(b),(e) 的 等 价 性 , 我 们 说 Rn 
上 欧 几 里 得 度量 、 出 租车 度量 、 上 确 界 范 数 度量 是 等 价 的 .( 欧 几 里 得 度量 、 出 租车 
度量 和 上 确 界 范 数 度量 , 都 有 无 限 维 的 类 比 , 但 那 时 它们 是 不 等 价 的 ,作为 例子 见 
习题 12.1.15.) 

命题 12.1.19( 依 离散 度量 收敛 ) 设 六 是 集合 , 并 设 duisc 是 不 上 的 离散 度 
量 . 设 (z()8 nm 是 义 中 的 点 的 序列 , 并 设 z 是 不 中 的 点 . 那么 (zt)sw 依 离 
散 度 量 duisc 收敛 到 z 当 且 仅 当 存 在 N > m 使 得 对 于 一 切 兄 > N，zm) = 


外 作为 一 个 有 点 异想天开 的 例子 ,可 以 给 一 个 城市 赋 以 “汽车 度量 ", 其 中 d(z,y) 定义 为 汽车 从 
点 行驶 到 y 点 所 用 的 时 间 ; 也 可 以 定义 一 个 “步行 度量 *, 其 中 d(z,y) 是 从 = 点 步行 到 y 点 所 用 
的 时 间 ，( 为 论述 方便 , 我 们 假定 这 些 度 量 是 对 称 的 , 虽然 现实 生活 中 并 不 总 是 如 此 .) 容易 想象 出 
两 个 依 一 种 度量 很 接近 , 而 依 另 一 种 度量 却 离 得 很 远 的 例子 . 
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证 明 ”见习 题 12.1.13. 图 

我 们 现在 来 证 明 关于 收敛 序列 的 一 个 基本 事实 , 即 它 只 能 收敛 到 至 多 一 个 点 . 

命题 12.1.20( 极 限 的 唯一 性 ) ” 设 (X,d) 是 度量 空间 , 并 设 [zt0)Sem 是 XX 中 
的 序列 . 假定 存在 两 点 ,TE 外 使 (zo))8m 依 度量 d 同时 收敛 到 和 7, 那么 ， 
必 有 了 工 一 . 

证 明 ”见习 题 12.1.14. 

根据 上 述 命题 , 下 述 记 号 是 恰当 的 : 车 (z 扑 )%,, 依 度量 d 收敛 到 zx | 
a lim。 z(m) = z, 或 简单 地 写 im zf) = 7, 如 果 不 会 对 于 度量 d 是 什么 发 生 混淆 
的 诺 - 向 如 在 (1， #) 的 例子 中 ,有 


/1 11\_ 
dr2- Jim, (£3) = dn- in 人 局 = (0, 0), 


但 daisc- ,lim (车 寺 ) 不 存在 . 所 以 d lim z(9 的 意思 可 以 与 d 是 什么 有 关 ; 但 不 
管 怎样 , 命题 12.1.20 为 我 们 担保 ,一旦 4 固定 , 只 能 最 多 有 一 个 4 ,im,z(" 的 值 
(当然 , 这 个 极限 依然 可 能 不 存在 , 有 些 序列 是 不 收敛 的 .) 注意 ， 根据 引退 12.1.1, 极 
限 的 这 个 定义 推广 了 定义 6.1.8 中 的 极限 的 概念 . 

注 12.1.21 ”一 个 序列 依 一 个 度量 收敛 到 一 个 点 , 而 依 另 一 个 度量 收敛 到 另 一 
个 不 同 的 点 , 这 种 情况 是 完全 可 能 的 , 当然 , 这 样 的 例子 通常 总 是 相当 人 造 的 . 例如 ， 
设 X:=[0,1] 是 从 0 到 1 的 闭 区 间 . 用 通常 的 度量 d, 有 dlim 去 = 0. 现在 我 们 以 
下 列 方式 “交换” 点 0 和 1. 令 f: [0,1] 一 [0,1] 是 函数 , 满足 使 f(0) := 1, f(1) := 0， 
而 对 于 一 切 z e (0,1), f(z) := z. 然后 定义 2(z,y) := d(f(z), f(y)). 那么 (Xd) 
仍 是 度量 空间 (为 什么 ?), 但 是 现在 4- lim = 1. 可 见 , 改变 空间 的 度量 可 大 大 
地 影响 空间 上 收敛 (也 叫 作 拓 扑 ) 的 性 状 ; 关于 拓扑 的 进一步 讨论 , 见 813.5. 


习 题 12.1 


12.1.1 ”证 明 引 理 12.1.1. 
12.1.2 ”证 明 实 直 线 以 度量 d(z,y) := |z 一 y| 确实 成 为 度量 空间 . (提示 : 你 可 能 愿意 复习 你 
对 命题 4.3.3 的 证 明 .) 
12.1.3 设 久 是 集合 , 并 设 d:XX x 久 一 0, oo) 是 函数 . 
(a) 给 出 一 个 服从 定义 12.1.2 的 公理 (b),(c),(d) 但 不 服从 (a) 的 (X,d) 的 例子 . ( 提 
示 : 修改 高 散 度 量 .) 
(b) 给 出 一 个 服从 定义 12.1.2 的 公理 (a),(c),(d) 但 不 服从 (b) 的 (X, d) 的 例子 . 
(ce) 给 出 一 个 服从 定义 12.1.2 的 公理 (a),(b),(d) 但 不 服从 (c) 的 (X, d) 的 例子 . 
(d) 给 出 一 个 服从 定义 12.1.2 的 公理 (a),(b),(c) 但 不 服从 (d) 的 (X, d) 的 例子 . ( 提 
示 : 试 使 用 X 为 有 限 集 的 例子 .) 
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12.1.4 
12.1.5 


12.1.6 
12.1.7 
12.1.8 


12.1.9 

12.1.10 
12.1.11 
12.1.12 
12.1.13 
12.1.14 
12.1.15 


12.1.16 


证 明 例 12.1.5 中 定义 的 (Y, dly xy) 确实 是 度量 空间 
设 n> 1, 并 设 a1,… ,an 和 b1,… ,bn 都 是 实数 . 验证 等 式 
n 2 1 os AN 
Wb) 十 二 (aib; — aibi)” = a 好 上 
人 天 (关羽 (大约 


从 而 得 到 Cauchy-Schwarz 不 等 式 


n 
DE Qibi 
1 


然后 使 用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 来 证 明 三 角形 不 等 式 


训 


< (Zo) 有 们 a) (12.3) 


记 1 j=1 


n § /RN /es 
ai 十 bi)2| < ? 好 

(3+) < (He) + (BY 

证 明 例 12.1.6 中 的 (R", diz) 的 确 是 度量 空间 . (提示 : 用 习题 12.1.5.) 
证 明 例 12.1.7 中 的 (R", du ) 的 确 是 度量 空间 . 

证 明 (12.1) 中 的 两 个 不 等 式 ，( 对 于 第 一 个 不 等 式 , 将 两 边 平方 ; 对 于 第 二 个 不 等 式 ， 
用 习题 12.1.5.) 
证 明 例 12.1.9 中 的 (R", di~) 的 确 是 度量 空间 . 

证 明 (12.2) 中 的 两 个 不 等 式 . 

证 明 例 12.1.11 中 的 (R", daisc) 的 确 是 度量 空间 . 

证 明 命 题 12.1.18. 

证 明 命题 12.1.19. 

证 明 命题 12.1.20. (提示 : 修改 命题 6.1.7 的 证 明 .) 


X:= (eve: lal < “) 


n=0 


是 绝对 收敛 序列 的 空间 . 在 这 个 空间 上 定义 已 和 iee 度量 
dn (a) G0)eo) = DT lon bol; 


a (CR (6) ) sup len bol. 
证 明 两 者 久 为 X 上 的 度量 , 但 是 存在 X 的 元 素 的 序列 =G),z(2.… ( 即 , 序列 的 序 
列 )， 它 依 diee 度量 收 俩 但 不 依 di 度量 收敛. 另 一 方面 , 证 明 任何 依 ds 度量 收 全 
的 序列 自动 依 di 度量 收 剑 . 
设 (co) 吧 ， 和 (gm) 吧 ， 是 度量 空间 (Xd) 中 的 两 个 序列 . 假设 (2(") 吕 ， 收 全 
到 点 > E X 而 (gm) 吧 ;收敛 到 点 ye X. 证 明 

lim d(zn, yn) = d(z,Y). 

(提示 : 多 次 使 用 三 角形 不 等 式 .) 
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812.2 ”度量 空间 的 一 些 点 集 拓 扑 知识 


在 度量 空间 上 定义 了 收敛 运算 之 后 , 我 们 现在 来 定义 一 些 其 他 的 相关 的 概念 ， 
包括 开 集 、 闭 集 、 内 部 、 外 部 、 边 界 和 附着 点 . 这些 概念 的 研究 属于 点 集 拓扑 . 在 
813.5 中 我 们 还 会 回 到 点 集 拓扑. 

我 们 首先 需要 度量 球 或 简称 为 球 的 概念 . 

定义 12.2.1( 球 ) ” 设 (X,d 是 度量 空间 , zo 是 X 的 点 , 并 设 r > 0. 定义 XX 
依 度量 d 的 以 zo 为 中 心 、r 为 半径 的 球 B(x,a)(zo,7) 为 集合 


Boxd(zoir) := {zeX:dlzzo) <r}. 


当 度 量 空 间 (X,d) 是 明确 的 , 把 B(xa)(zo,7) 简写 为 B(wo,7). 
例 12.2.2 在 R? 中 , 依 欧 几 里 得 度量 da, 球 Bm,a,s)((0,0),1) 是 开 的 圆 盘 


Bgz,a2)((0,0),1) = {(z,y) ER? : 2? + y? < 1}. 


但 如 果 使 用 出 租车 度量 dn, 那么 我 们 得 到 次 形 


Bogz,an)((0,0),1) = {(2,9) ER? :|z| + ly| < 1}. 
如 果 我 们 使 用 离散 度量 , 那么 这 个 球 就 是 一 个 单 点 集 : 
Ba ,datse)((0,0),1) = {(0, 0)}, 


但 如 果 把 半径 增加 到 大 于 1, 那么 球 就 是 整个 R2. (为 什么 ?) 

例 12.2.3 ”在 具有 通常 度量 4 的 RR 中, 开 区 间 (3,7) 也 是 度量 球 Ba,a(5,2). 

注 12.2.4 ”注意 , 半径 7 越 小 , 球 B(zo,r) 也 越 小 . 但 根据 定义 12.1.2(a), 只 
要 "7 是 正 的 无 论 如 何 B(zo,7) 总 至 少 含有 一 点 , 即 中 心 zo. (我 们 不 考虑 半径 为 零 
或 负数 的 球 , 因为 它们 很 无 聊 地 只 是 空 集 而 已 .) 

使 用 度量 球 , 在 度量 空间 X 中 取 一 个 集合 E, 可 以 把 X 的 点 分 为 三 种 类 型 : 妃 
的 内 点 、 已 的 外 点 各 的 边界 点 . 

定义 12.2.5( 内 点 、 外 点 和 边界 点 ) ” 设 (X,d) 是 度量 空间 , 设 马 是 XX 的 子 
集 , 并 设 zo 是 X 的 点 . 说 zo 是 巨 的 内 点 , 如 果 存在 半径 7 > 0 使 得 B(zo,7) C EE. 
说 zo 是 互 的 外 点 , 如 果 存 在 半径 > > 0, 使 得 B(zo,r) 门 媚 = 台 . 说 zo 是 互 的 边 
界 点 , 如 果 它 既 不 是 EE 的 内 点 , 也 不 是 BB 的 外 点 . 

妃 的 全 体内 点 所 成 的 集合 叫 作 忆 的 内 部 , 有 时 记 作 int(5). 五 的 外 点 的 集合 
叫 作 巨 的 外 部 , 有 时 记 作 ext(E). 已 的 边界 点 的 集合 叫 作 五 的 边界 , 有 时 记 作 3. 
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注 12.2.6 如果 zo 是 瑟 的 内 点 , 那么 zo 必定 确实 是 瑟 的 一 个 元 素 , 因为 球 
巨 (zo,7) 总 含 其 中 心 zo. 相反 , 如 果 ro 是 已 的 外 点 , 那么 zo 不 能 是 EE 的 元 素 . 当 
然 ,zo 不 可 能 同时 既是 互 的 内 点 , 又 是 互 的 外 点 . 如 果 ze 是 五 的 边界 点 , 那么 它 
既 可 能 是 妃 的 元 素 , 也 可 能 不 属于 已 .下面 给 出 一 些 例子 . 

例 12.2.7 ”在 具有 标准 度量 4 的 实 直线 及 上 , 设 已 是 半 开 区 间 ,E = [1,2). 
点 1.5 是 EE 的 内 点 , 因为 可 以 找到 中 心 在 1.5 的 球 (例如 B(1.5,0.1)) 含 在 E 内 . 
点 3 是 妃 的 外 点 , 因为 可 以 找到 中 心 在 3 的 球 (例如 B(3,0.1)) 与 已 不 相交 . 但 
点 1 和 点 2 既 不 是 互 的 内 点 也 不 是 BB 的 外 点 , 它们 是 B 的 边界 点 .在 这 种 情 
形 ,int(E) = (1,2), ext( 刀 ) = (一 00,1) (2, 00), 而 8E = {1,2}. 注意 此 时 一 个 边界 
点 属于 5 而 另 一 个 不 属于 EE. 

例 12.2.8 ” 设 X 是 集合 , 具有 离散 度量 duis。, 并 且 互 是 X 的 子 集 , 那么 已 
的 每 个 元 素 都 是 互 的 内 点 , 不 在 BE 中 的 每 个 点 都 是 互 的 外 点 , 没有 边界 点 . (见习 
题 12.2.1.) 

定义 12.2.9( 闭 包 ) ” 设 (X,d) 是 度量 空间 , E 是 X 的 子 集合 , 并 设 zo 是 X 
的 点 . 说 zo 是 已 的 附着 点 , 如 果 对 于 每 个 半径 > > 0, 球 B(zo,r) 与 的 交 都 不 
空 .B 的 一 切 附 着 点 的 集合 叫 作 EE 的 闭 包 , 记 作 互 . 

注意 , 这 些 概念 与 在 定义 9.1.8 和 定义 9.1.10 中 定义 的 实 直线 上 的 对 应 的 概念 
是 一 致 的 (为 什么 ?). 

下 述 命题 把 附着 点 的 概念 与 内 点 、 边界 点 以 及 收敛 的 概念 联系 了 起 来 . 

命题 12.2.10 ” 设 (XX,d) 是 度量 空间 , 百 是 是 的 子 集 , 并 设 zo 是 大 的 点 . 下 
述 命题 是 逻辑 等 价 的 . 

(a) Zo 是 巨 的 附着 点 . 

(b) zo 或 是 互 的 内 点 或 是 忆 的 边界 点 . 

(0) 存在 一 个 马 中 的 序列 (Zz(") 沁 依 度量 d 收 人 证 到 z0. 

证 明 ”见习 题 12.2.2. 国 

从 命题 12.2.10 中 (a) 与 (b) 的 等 价 性 , 可 得 到 一 个 直接 的 推论 : 

推论 12.2.11 设 (X,d) 是 度量 空间 , 并 设 已 是 X 的 子 集 . 那么 


=int(E)UBE = X \ext(E). 


如 前 面 已 注释 过 的 , 集合 已 的 边界 点 既 可 以 属于 已, 也 可 以 不 属于 E. 视 边 界 
的 情形 , 我 们 可 以 把 一 个 集合 叫 作 开 的 、 闲 的 或 者 既 不 是 开 的 也 不 是 闲 的 . 

定义 12.2.12( 开 集 和 闭 集 ) ” 设 (X,d) 是 度量 空间 , 并 设 是 X 的 子 集 . 说 
巨 是 闭 的 , 如 果 它 含有 它 的 一 切 边界 点 , 即 85 C EB. 说 B 是 开 的 , 如 果 它 不 含 边 
界 点 , 即 9 站 已 = 2. 如 果 马 含有 它 的 一 些 边界 点 而 又 不 含 另 一 些 边界 点 , 那么 
它 既 不 是 开 的 也 不 是 闭 的 . 
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例 12.2.13 ” 设 实 直 线 R 具有 标准 度量 d. 集合 (1,2) 不 含 它 的 边界 点 1 和 
边界 点 2, 从 而 是 开 集 . 集合 [1,2] 含有 它 的 两 个 边界 点 1 和 边界 点 2, 从 而 是 闭 集 . 
集合 [1,2) 含有 它 的 边界 点 1, 但 不 含 男 一 边界 点 2, 所 以 既 不 是 开 的 也 不 是 闭 的 . 

注 12.2.14 ”如 果 一 个 集合 没有 边界 点 , 那么 它 就 既是 开 的 , 也 是 闭 的 , 这 是 
可 能 的 . 例如 , 在 度量 空间 (X,d) 中 , 全 空间 X 没有 边界 ( X 的 每 个 点 都 是 内 点 
一 一 为 什么 ?), 所 以 X 是 既 开 且 闭 的 . 空 集 也 没有 边界 (X 的 每 个 点 都 是 它 的 多 
点 一 一 为 什么 ?), 从 而 也 是 既 开 且 闭 的 . 在 很 多 情况 下 , 这 是 仅 有 的 既 开 且 闭 的 集 
合 , 但 也 有 例外 . 例如 , 使 用 离散 度量 duisc, 每 个 集合 都 是 既 开 且 闭 的 !( 为 什么 ?) 

从 上 面 两 个 注 中 我 们 看 到 , 作为 开 集 和 作为 闭 集 , 这 两 个 概念 并 不 是 互相 否定 
的 ; 存在 既 开 且 闭 的 集合 , 也 存在 既 不 开 且 不 闭 的 集合 . 于 是 , 如 果 知 道 E 不 是 开 
集 , 而 由 此 断言 B 是 闭 集 , 那 就 错 了 . 同样 , 从 互 不 是 闭 集 也 不 可 断言 忆 就 是 开 
集 . 开 集 和 闭 集 之 间 的 正确 关系 由 下 面 的 命题 12.2.15(e) 给 出 . 

现在 给 出 开 集 和 闭 集 的 一 些 进一步 的 性 质 . 

命题 12.2.15( 开 集 和 闭 集 的 基本 性 质 ) ” 设 (X,d) 是 度量 空间 . 

(a) 设 媚 是 邢 的 子 集合 : 那么 妃 是 开 的 当 且 仅 当 媚 = int( 百 ). 换 句 话说 , 马 是 
开 的 当 且 仅 当 对 于 每 个 ze 古都 存在 > 0, 使 B(z,7) Cc 到. 

(b) 设 忆 是 鲜 的 子 集 合 . 羽 是 闭 的 当 且 仅 当 已 含有 它 的 一 切 附 着 点 .， 换 和 句 话 
说 ,日 是 闭 的 当 且 仅 当 对 于 已 中 的 每 个 收 伍 序列 (5(" 2,,, 此 序列 的 极限 lim zn 
也 属于 百 人 

(c) 对 于 任何 Zo €E 义 , 以 及 7 > 0, 球 B(zo,7) 都 是 开 集 集合 


{z EX:d(z,r0) < 7} 


是 闭 集 . (这 个 集合 有 时 叫 作 以 zo 为 中 心 、r 为 半径 的 闭 球 .) 

(qd) 任何 单 点 集 {zo], 其 中 zo < 义 , 都 自动 是 闭 的 ， 

(e) 设 妃 是 允 的 子 集合 .已 是 开 的 当 上 且 仅 当 补 集 义 \ 己 := {7 EX:zT4E} 是 
闭 的 . 
(f) 如 果 配 ,… ,En 是 义 的 有 限 个 开 集 , 那么 Bi 门 … 门 En 也 是 开 的 . 如 果 
卫 ，.… ,Fn 是 义 的 有 限 个 闲 集 ,那么 石山 …UUFn 也 是 闭 的 . 

(g) 如 果 {Ea}aer 是 义 的 一 族 开 集 (其 中 指标 集 T 可 以 是 有 限 的 、 可 数 的 或 
不 可 数 的 ), 那么 并 集 


UEo:= {zeEX: 对 于 某 ael, ze 五 } 
je 
也 是 开 的 . 如 果 {Fa}ael 是 六 的 一 族 闭 集 , 那么 交集 


NFo:= {zeEX: 对 于 一 轨 aeEl, ze Fo} 
ET 了 
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也 是 闭 的 . 

(h) 设 瓦 是 X 的 于 集合 , 那么 int( 忆 ) 是 含 在 妃 中 的 最 大 开 集 , 换言之 , int(EE) 
是 开 的 , 而 且 给 定 任何 其 他 开 集 VC 已 , 都 有 VC int( 忆 ). 类 似 地 , 五 是 包含 已 的 
最 小 闭 集 . 换言之 , 万 是 闭 集 , 并 且 给 定 任何 其 他 闲 集 KB, 都 有 KK 2 

证 明 ”见习 题 12.2.3. 国 


习 题 12.2 


12.2.1 ”验证 例 12.2.8 的 结论 . 

12.2.2 ”证 明 命题 12.2.10. (提示 : 对 于 某 个 蕴含 关系 , 需要 使 用 选择 公理 , 如 在 引 理 8.4.5 中 
那样 .) 

12.2.3 ”证 明 命题 12.2.15. (提示 : 可 以 使 用 命题 前 面 的 部 分 证 明 后 面 的 部 分 .) 

12.2.4 ” 设 (X,d) 是 度量 空间 , zo 是 X 的 点 , 并 且 r > 0. 设 B 是 开 球 B := B(zo,r) = 
{zeX:d(zzo) <r), 并 且 C 是 闭 球 C:= {z € X:d(z,z0) <r}. 
(a) 证 明 互 SEC. 
(b) 举例 说 明 , 存在 度量 空间 (X, d) 和 点 zo E X, r > 0, 使 得 百 关 CC. 
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当 定 义 开 集 和 闭 集 之 类 的 概念 时 , 我 们 提 到 过 , 这 些 概念 依赖 于 所 用 的 度量 的 
选取 , 例如 , 在 实 直 线 及 上 , 如 果 使 用 通常 的 度量 d(z,y) = |z - 外 那么 集合 {1} 
不 是 开 集 , 但 若 代 之 而 用 离散 度量 dzisc, 则 {1} 就 是 开 集 . (为 什么 ?) 

然而 并 不 只 是 度量 的 选取 决定 何 为 开 集 , 何 为 闭 集 , 环境 空间 X 的 选取 也 起 作 
用 . 这 里 有 一 些 例子 . 

例 12.3.1 ”考虑 平面 R?， 以 及 欧 几 里 得 度量 da 在 平面 内 可 以 取 zx 轴 
和 := {(z,0) : ze 及 }、 度 量 di 可 以 限制 在 X 上 而 产生 (R?, dj) 的 一 个 子 空 
间 (X, diz|xxx). (这 个 子 空间 本 质 上 就 是 具有 通常 度量 的 实 直 线 (R, a), 叙述 此 事 
的 精确 方式 是 (X, diz|xxx) 与 (R,d) 等 距 同 构 . 但 本 书 不 再 进一步 在 这 方面 展开 .) 
现在 考虑 集合 


E:={(z,0):-1<z<1}, 


它 既是 X 的 子 集合 , 也 是 R 的 子 集合 . 作为 R? 的 子 集合 , 它 不 是 开 集 , 因为 , 例如 
点 0 在 吾 内 但 不 是 已 的 内 点 . (任何 球 Ba ys)(O,r) 都 含有 至 少 一 个 = 辅 之 外 的 
点 , 此 点 当然 也 在 之 外 .) 另 一 方面 , 如 果 把 它 看 成 X 的 子 集合 , 它 就 是 开 集 ; 忆 
的 每 个 点 都 是 马 关于 度量 空间 (X, diz|xxx) 的 内 点 . 例如 , 点 0 现在 是 B 的 内 点 ， 
因为 球 Boxa,slxx)(0,1) 含 在 中 (事实 上 它 就 是 召 :. 
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例 12.3.2 ”考虑 实 直线 及 及 标准 度量 d, 并 让 XX 是 及 内 的 区 间 和 := (-1, 1)， 
那么 我 们 可 以 把 度量 4 限制 到 X 上 而 产生 (R,q) 的 子 空间 (X, dlxxx). 现在 考虑 
集合 [0, 1). 这 个 集合 在 及 中 不 是 闵 的, 因为 点 1 是 [0,1) 的 附着 点 但 不 含 在 [0,1) 
内 . 但 是 , 当 看 作 X 的 子 集合 时 , 集合 [0,1) 现在 成 为 闭 集 点 1 不 是 XX 的 元 素 ， 
于 是 不 再 成 为 [0, 1) 的 附着 点 , 从 而 [0,1) 现在 含有 它 的 一 切 附着 点 . 

为 了 把 这 个 区 别 弄 明白 , 我 们 作出 一 个 定义 . 

定义 12.3.3( 相 对 拓扑 ) ” 设 (X,d) 是 度量 空间 , Y 是 X 的 子 集合 , 并 设 媚 是 
Y 的 子 集合 . 说 马 是 关于 Y 相对 开 的 , 如 果 它 在 度量 子 空间 ( dlyxy) 中 是 开 的 . 
类 似 地 , 说 EE 是 关于 Y 相对 闭 的 , 如 果 它 在 度量 空间 (Y, dlyxy) 中 是 闭 的 . 

X 中 的 开 集 (或 闭 集 ) 与 Y 中 的 相对 开 集 (或 相对 闭 集 ) 之 间 的 关系 如 下 . 

命题 12.3.4 设 (X,d) 是 度量 空间 , Y 是 页 的 子 集合 , 并 设 妃 是 了 的 子 集 


合 . 

(a) 妃 是 关于 Y 相对 开 的 当 且 仅 当 对 于 天 的 某 开 集 V,， B=V 人 NY. 

(b) 召 是 关于 相对 闭 的 当 且 仅 当 对 于 XX 的 菜 闭 集 K, EF = KNY. 

证 明 ”我 们 只 证 (a) 而 把 (b) 留 作 习题 12.3.1. 先 假定 B 是 关于 Y 相对 开 的 . 
那么 , 已 在 度量 空间 (Y, dlyxy) 中 是 开 的 . 于 是 , 对 于 每 个 ze 5, 存在 半径 r > 0， 
使 得 球 Boyalywy)(z,7) 包含 在 马 内 . 此 半径 r 与 z 有 关 , 为 了 强调 此 事 , 我 们 写 
rz 以 代替 7, 于 是 对 于 每 个 ze 轧 , 球 By,alywy)(z,7s) 包含 在 巨 中 . (注意 我 们 使 
用 了 选择 公理 和 命题 8.4.7 来 做 此 事 .) 

现在 考虑 集合 


V := U Bx lz,rz), 
rEE 


这 是 X 的 子 集合 . 根据 命题 12.2.15(c) 和 (g),V 是 X 的 开 集 . 现在 证 明 B= VY. 
巨 的 任何 点 z 肯定 含 在 了 站 Y 中 , 因为 它 在 Y 中 同时 也 在 BLxa(z,rz) 中 , 从 而 
在 V 中 . 现 假定 y 是 VNY 中 的 点 . 那么 y e V, 这 蕴含 着 存在 x e ,使 得 
ye Boxa(zrz) 但 由 于 y 也 在 Y 中 , 这 芍 含 ye Byaly,y)(z,7z). 但 根据 r* 的 
定义 , 这 表明 y e E. 于 是 找到 了 一 个 开 集 V, 使 得 互 = 站 门 了 . 
现在 来 做 相反 的 事 . 设 互 = VNY 对 于 某 开 集 Y 成 立 , 我 们 必须 证 明 妃 是 
关于 Y 相对 开 的 . 设 > 是 至 的 任意 一 点 , 我 们 必须 证 明 z 是 在 空间 (Y, dlyxy) 
中 吾 的 内 点 . 由 z e 巨 知 , x eE V. 由 V 是 X 中 的 开 集 知 , 存在 半径 7 > 0 使 
得 Bxa)(z,7) 包含 在 V 中 .严格 说 来 , r 依赖 于 z, 所 以 我 们 可 以 写 rs 以 代替 
7, 但 此 时 的 论述 只 用 到 一 个 单独 的 z( 与 上 一 段 的 论述 相反 ), 所 以 没有 必要 在 这 里 
费事 给 " 添上 下 标 . 由 于 B= VY, 这 表明 Boca(z,7) 站 Y 包含 在 B 中 . 但 
B(xd)(z7") 门 Y 与 Btralvxv)(zr) 完全 一 样 (为 什么 ?), 所 以 Boy.alyy)(z,7) 包含 
在 已 中 . 于 是 > 是 在 度量 空间 (Y, dlyxy) 中 已 的 内 点 . 这 就 是 要 证 的 . [Dl 


812.4 Cauchy 序列 及 完备 度量 空间 ”267 


习 题 12.3 


12.3.1 ”证 明 命 题 12.3.4(b). 


812.4 ”Cauchy 序列 及 完备 度量 空间 


现在 来 把 第 6 章 中 的 序列 的 极限 理论 的 绝 大 部 分 内 容 推广 到 一 般 的 度量 空间 
中 . 我 们 从 推广 定义 6.6.1 中 的 子 序列 的 概念 开始 . 

定义 12.4.1( 子 序列 ) 设 (z(")”， 是 度量 空间 (X,d) 中 的 点 的 序列 . 设 wm， 
na，ms,… 是 一 个 不 小 于 mm 的 整数 的 严格 增 序列 , 即 


mn<n<n<... 


=m 


例 12.4.2 ”RR? 中 的 序列 (( 云 ,去 ))>， 是 序列 ((#, 3))>， 的 子 序列 (此 时 
nj := 六). 序列 1, 1, 1,… 是 1, 0, 1, 0, 1,… 的 子 序列 . 

如 果 一 个 序列 收敛 , 那么 它 的 一 切 子 序列 都 收敛: 

引 理 12.4.3” 设 (2 四 )” 是 (X,d) 中 的 收敛 到 菜 极限 zo 的 序列 . 那么 此 
序列 的 每 个 子 序列 (z05))72， 也 都 收 化 到 Zo. 

证 明 ”见习 题 12.4.3. 国 

另 一 方面 , 即使 一 个 序列 不 收敛, 它 仍然 可 能 有 子 序列 收敛 , 例如 序列 1, 0, 1， 
0, 1,… 不 收敛 , 而 它 的 某 子 序列 (例如 1, 1, 1,…) 收敛 . 为 了 定量 描述 此 事 , 把 定 
义 6.44 推广 如 下 : 

定义 12.4.4( 极 限 点 )” 设 (z()2 是 度量 空间 (X,d) 中 的 点 的 序列 , 并 设 
LEX. 我 们 说 工 是 (zC))” 的 极限 点 , 当 且 仅 当 对 于 每 个 N>m 和 e > 0, 都 
存在 "> N 使 得 d(z(), 工 ) < <. 

命题 12.4.5 设 (rz 中)”,, 是 度量 空间 (X,d) 中 的 点 的 序列 , 并 设 了 E X. 
那么 下 述 命 题 是 等 价 的 . 

。 工 是 [ztD) 2 ， 的 极限 点 . 

。 原始 序列 (zf) mw 有 子 序列 (zm)) ?2 收敛 到 工 . 

证 明 ”见习 题 12.4.2 a 

下 面 我 们 复习 定义 6.1.3( 亦 见 定义 5.1.8) 中 的 Cauchy 序列 的 概念 . 

定义 12.4.6(Cauchy 序列 ) 设 (z 中 )”，, 是 度量 空间 (X,q) 中 的 点 的 序列 . 
我 们 说 此 序列 是 Cauchy 序列 当 且 仅 当 对 于 每 个 = > 0, 都 存在 N > m, 使 得 对 于 
一 切 j,k2N, d(z0),2)) <e. 


那么 称 序列 (zm) >， 为 原 序列 {z(o)% 的 子 序列 . 
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引 理 12.4.7( 收 敛 序列 是 Cauchy 序列 ) 设 (z@) 是 (X,q) 中 的 收敛 到 
某 极 限 zo 的 序列 . 那么 (PO) 是 Cauchy 序列 . 

证 明 ”见习 题 12.4.3. 

容易 验证 , Cauchy 序列 的 子 序列 仍然 是 Cauchy 序列 (为 什么 ?). 但 并 不 是 每 
个 Cauchy 序列 都 收敛 : 

例 12.4.8( 非 正式 的 ) ”考虑 度量 空间 (Q,d) 中 的 序列 


3, 3.1, 3.14, 3.141, 3.141 5,.…. 


(Q@ 为 比例 数 集 , d 是 通常 的 度量 dlz,y) := |z - 如 . 虽然 这 个 序列 在 及 中 收敛 ( 它 
收敛 到 冲 , 它 在 @Q 中 不 收敛 (由 于 x 4 Q&, 而 且 一 个 序列 不 能 收敛 到 两 个 不 同 的 极 
限 ). 

可 见 , 在 某 些 度量 空间 中 , Cauchy 序列 不 必 收 敛 . 但 是 只 要 一 个 Cauchy 序列 
的 任何 一 个 子 序 列 收敛 , 则 整个 Cauchy 序列 必定 收敛 (到 同一 个 极限 ): 

引 理 12.4.9 设 (zO))2。 是 (X,d) 中 的 Cauchy 序列 . 假设 此 序列 的 某 子 
序列 (zC5))7 1 在 X 中 收敛 到 极限 ro, 那么 原始 序列 (zo))] 也 收 化 到 Zo. 

证 明 ”见习 题 12.4.4. 

在 例 12.4.8 中 我 们 看 到 了 一 个 度量 空间 含有 不 收敛 的 Cauchy 序列 的 例子 . 但 
是 在 定理 6.4.18 中 我 们 看 到 在 度量 空间 (R,d) 中 , 每 个 Cauchy 序列 都 收敛 到 某 个 
极限 , 这 启发 了 下 述 定义 . 

定义 12.4.10( 完 备 度量 空间 ) ”度量 空间 (X, d) 叫 作 是 完备 的 (complete), 当 
且 仅 当 (X,d) 中 的 每 个 Cauchy 序列 都 在 (X,d) 中 收敛 . 

例 12.4.11 根据 定理 6.4.18, 实 空间 (R,d) 是 完备 的 . 另 一 方面 , 根据 例 
12.4.8, 比例 数 空间 (Q, d) 不 是 完备 的 . 

完备 的 度量 空间 有 一 些 好 的 性 质 . 例如 , 完备 的 度量 空间 的 一 条 固有 的 性 质 是 ， 
它 总 是 闭 的 , 不 管 把 它 放 在 什么 空间 中 , 它 总 是 闭 集 . 确 言 之 有 下 述 命题 : 

命 顾 12.4.12 (a) 设 (Xd) 是 度量 空间 , 并 设 (Y,dlyxY) 是 (X,d) 的 子 空间 . 
如 果 (Y, dlyxY) 是 完备 的 ,那么 了 必 是 久 中 的 闭 集 . 

(b) 反 过 来 , 设 (X,d) 是 完备 的 度量 空间 , 并且 YY 是 怀 的 闭 子 集合 . 那么 子 空 
间 (Y, dlyxy) 也 是 完备 的 . 

证 明 ”见习 题 12.4.7. 

与 此 对 照 , 一 个 不 完备 的 度量 空间 , 例如 (Q, a), 在 某 些 空间 中 可 以 是 闭 的 ( 例 
如 , Q 在 Q@ 中 是 闭 的 ), 但 在 另 一 些 空间 中 就 不 是 闭 的 (例如 Q 在 R 中 不 是 闭 的 ). 
实际 上 , 给 定 任何 不 完备 的 度量 空间 , 都 存在 一 个 完备 化 (部 ,d, 它 是 包含 (X, d) 
的 更 大 的 度量 空间 , 它 是 完备 的 , 并 且 X 在 紊 中 不 是 闭 的 (实际 上 和 在 (过 ,可 中 
的 闭 包 就 是 邓 ), 见习 题 12.4.8. 例如 , Q 的 一 个 可 能 的 完备 化 就 是 R. 
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12.4.1 
12.4.2 
12.4.3 
12.4.4 
12.4.5 


12.4.6 
12.4.7 
12.4.8 


习 题 12.4 


证 明 引 理 12.4.3，( 提 示 : 复习 你 对 命题 6.6.5 的 证 明 .) 

证 明 命 古 12.4.5. (提示 : 复习 你 对 命题 6.6.6 的 证 明 .) 

证 明 引 理 12.4.7. (提示 : 复习 你 对 命题 6.1.12 的 证 明 .) 

证 明 引 理 12.4.9. 

设 (z 中 )>, 是 度量 空间 (X,d) 中 的 点 的 序列 , 并 设 工 e X. 证明: 如 果 工 是 序列 

(2 中 ) 忆 ,的 极限 点 , 那么 工 是 集合 {2 : m > m} 的 附着 点 . 逆 命 题 成 立 吗 ? 

证 明 : 每 个 Cauchy 序列 最 多 有 一 个 极限 点 . 

证 明 命题 12.4.12. 

下 述 结构 推广 了 第 5 章 中 从 比例 数 构造 实数 的 思想 , 它 使 我 们 可 以 把 任意 一 个 度量 空 

间 看 作 是 完备 度量 空间 的 一 个 子 空间 . 下 面 设 (X,d) 是 度量 空间 . 

(a) 给 定 X 中 的 任意 一 个 Cauchy 序列 (zO)) 沁 引入 形式 极限 LIMn-zn. 如 
果 lim d(zn,yn) = 0 就 说 两 个 形式 极限 LIMn 一 ozn 与 LIMn-ooyn 是 相等 
的 . 证 明 这 个 相等 关系 遵从 自 反 人 性 、 对 称 性 和 传递 性 公理 . 

(b) 让 叉 是 XX 中 的 一 切 Cauchy 序列 的 形式 极限 的 空间 ,. 赋 有 上 述 相 等 关系 . 定义 
度量 dx: 卫 x 了 戏 一 Rt 为 


dx (LIMn on LIMa yn) := ,lim, d(zn, yn). 


证 明 这 个 函数 是 定义 成 功 的 (这 就 是 说 , 不 仅 极 限 ,im d(znign) 存在 , 而 且 还 满 
足 代入 公理 ; 参阅 引 理 5.3.7), 并 给 予 驻 以 度量 空间 的 结构 . 

(ce) 证 明度 量 空间 (X,d) 是 完备 的 . 

(d) 我 们 把 X 的 元 素 z 与 京 中 的 形式 极限 LIMn-,ooz 等 同 起 来 ; 通过 验证 z = 
4 < 全 LIMn-,ooz = LIMn-,ooy 来 证 明 这 是 合理 的 .借助 此 等 同 关系 证 明 
d(z,g) = dx(z,y), 从 而 (X,d) 现在 可 以 看 作 (又 , dx) 的 子 空间 . 

(e) 证 明 X 在 驻 中 的 闭 包 是 天 (这 解释 了 选择 符号 下 的 理由 ). 

(f) 证 明 形式 极限 与 实际 极限 一 致 , 于 是 当 (z(") ,是 X 中 的 任意 一 个 Cauchy 序 
列 时 , 在 讽 中 有 dim, zn = LIMn comn. 


812.5 ” 紧 致 度量 空间 


我 们 现在 来 考虑 点 集 拓扑 学 中 的 一 个 最 有 用 的 概念 , 即 紧 致 性 的 概念 .回顾 
Heine-Borel 定理 (定理 9.1.24), 它 断 言 实 直线 R 的 每 个 有 界 闭 集 X 中 的 每 个 序列 
都 有 收敛 的 子 序列 , 且 其 极限 仍 在 X 中 . 反 过 来 说 , 只 有 闭 的 有 界 集合 才 有 这 个 性 
质 . 这 种 性 质 是 如 此 地 有 用 , 以 至 于 我 们 要 给 它 一 个 名 字 . 
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定义 12.5.1( 紧 致 性 ) ”度量 空间 (X, d) 叫 作 是 紧 致 的 , 当 且 仅 当 (X, d) 中 的 
每 个 序列 都 至 少 有 一 个 收敛 的 子 序列 .度量 空间 X 的 子 集合 Y 叫 作 是 紧 致 的 , 如 
果子 空间 (Y, dlyxy) 是 紧 致 的 . 

注 12.5.2 ”集合 了 的 紧 致 性 是 一 条 内 在 的 属性 , 它 只 取决 于 限制 到 Y 上 的 
度量 函数 djyxy, 而 与 环境 空间 X 的 选择 无 关 . 在 定义 12.4.10 中 的 完备 性 概念 以 
及 下 面 定义 12.5.3 中 的 有 界 性 概念 也 都 是 内 在 的 , 但 开 与 闭 的 概念 不 是 内 在 的 ( 见 
812.3 中 的 讨论 ). 

于 是 , 定理 9.1.24 证 明 , 在 具有 通常 度量 的 实 直 线 及 上 , 每 个 闭 的 有 界 集合 都 
是 紧 致 的 , 反 过 来 , 每 个 紧 致 集合 也 都 是 闭 的 且 有 界 的 . 

现在 我 们 来 研究 Heine-Borel 性 质 如何 推 广 到 其 他 度量 空间 . 

定义 12.5.3( 有 界 集合 ) ” 设 (X,d) 是 度量 空间 , 并 设 Y 是 X 的 子 集合 . 我 们 
说 Y 是 有 界 的 , 当 且 仅 当 在 X 中 有 一 个 球 B(z,7) 包含 了. 

注 12.5.4 ”此 定义 与 定义 9.1.22 中 有 界 集 合 的 定义 是 一 致 的 (习题 12.5.1). 

命题 12.5.5 设 (X,d) 是 紧 致 度量 空间 . 那么 (X,d) 是 完备 的 也 是 有 界 的 . 

证 明 ”见习 题 12.5.2. LD 

从 这 个 命题 及 命题 12.4.12(a) 我 们 得 到 对 于 一 般 度 量 空间 的 Heine-Borel 定理 
的 一 半 . 

推论 12.5.6( 紧 致 集合 是 闭 的 并 且 是 有 界 的 ) ” 设 (X,d) 是 度量 空间 , 并 设 也 
是 X 的 紧 致 子 集合 . 那么 Y 是 闲 的 并 且 是 有 界 的 . 

在 欧 几 里 得 空间 中 Heine-Borel 定理 的 另 一 半 成 立 : 

定理 12.5.7(Heine-Borel 定理 ) ” 设 (R",d) 是 欧 几 里 得 空间 , 其 度量 d 或 为 区 
几 里 得 度量 dz, 或 为 出 租车 度量 du, 或 为 上 确 界 范 数 度量 dv. 设 已 是 了 的 子 
集合 . 那么 马 是 紧 致 集合 当 且 仅 当 它 是 闭 的 并 且 是 有 界 的 . 

证 明 ”见习 题 12.5.3. 

但 是 , 对 于 更 一 般 的 度量 , Heine-Borel 定理 不 成 立 . 例如 ， 
下 是 闭 的 (其 实 它 是 完备 的 ) 并 且 是 有 界 的 , 但 不 是 紧 致 的 , 因为 序列 1, 2, 3,… 在 
ZZ 中 但 无 收敛 的 子 序列 (为 什么 ?). 习题 12.5.8 中 有 另 一 个 例子 , 然而 , 如 果 愿 意 把 
闭 性 换 为 更 强 的 完备 性 , 把 有 界 性 换 为 更 强 的 全 有 界 性 , 那么 Heine-Borel 定理 的 
一 种 变化 形式 成 立 , 见习 题 12.5.10. 

可 以 用 拓扑 的 语言 刻画 紧 致 性 , 那 要 使 用 下 述 听 起 来 怪 色 的 说 法 : 紧 致 集合 的 
每 个 开 覆 盖 都 有 有 限 的 子 履 盖 . 

定理 12.5.8 设 (X,d) 是 度量 空间 ,并 设 Y 是 义 的 紧 致 的 子 集 合 . 设 (Vo)aer 
是 的 一 族 开 集 , 并 设 
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( 即 开 集 族 (Va)aer 发 盖 Y). 那么 存在 了 的 有 限 子 集 玉 使 得 


CV 
a€EF 
证 明 ” 反 证 法 , 假设 中 不 存在 使 Y C User Va 的 有 限 子 集 FF. 
设 y 是 了 的 任意 一 个 元 素 . 那么 y 必 至 少 含 在 一 个 集合 仅 中 . 由 于 每 个 公 
都 是 开 的 , 所 以 必 有 7 > 0 使 B(x,a(y,7) ES Va. 现 设 r(y) 代表 量 


7(y) 一 sup{fr € (0,00) : 对 于 某 ae 厂 Bex,a(y, 7) S Va}. 
根据 上 面 的 讨论 知 , 对 于 一 切 yeY，r(y) > 0. 现在 让 ro 代表 量 
ro := inf{r(y) :ye Y}. 


由 于 对 于 一 切 ye Y, r(y) > 0, 有 ro > 0. 有 两 种 情形 : ro = 0 和 ro > 0. 

第 一 种 情形 , ro = 0， 那 么 对 于 每 个 整数 n> 1, 至 少 存在 一 个 点 y e Y, 使 
得 r(y) < +( 为 什么 ?)， 于 是 可 对 每 个 n > 1 选 一 个 点 ym) e Y, 使 得 r(ym) < 
(之 所 以 可 以 这 样 做 , 是 根据 选择 公理 , 见 命题 8.4.7). 当然 , 根据 挤 压 判别 法 , 有 
jimurgO) = 0，(w()2; 是 了 中 的 序列 , 由 于 了 是 紧 致 的 , 所 以 可 以 找到 一 个 
子 序列 (y("))21 它 收敛 到 一 点 yo EY. 

如 前 面 一 样 , 我 们 知道 有 某 a e 了 使 yo e Vo, 从 而 (由 于 Vi 是 开 的 ) 存在 某 
E> 0, 使 B(yo,e) C Va. 由 于 (yo5)) 尖 1 收敛 到 yo, 所 以 必 有 某 N > 1 使 对 于 一 
切 ; > N，yC5) < B(yo, 引 ). 当然 , 根据 三 角形 不 等 式 , 有 By 外) G B(yo,s), 从 
而 By ),§) C Va. 根据 r(yo"2)) 的 定义 , 这 殖 含 对 于 一 切 了 > N, 有 7(y")) > 5. 
但 这 与 Jim r(y™)) =0 矛盾 . 

第 二 种 情形 , ro > 0. 在 这 种 情形 下 , 对 于 一 切 ye Y, 有 r(y) > 从, 这 蕴含 对 
于 每 个 yeY 存在 一 个 a € 使 得 B(y, 学 ) S Va (为 什么 ?). 

现在 我 们 仍 用 如 下 的 递归 方式 构造 一 个 序列 yD,y,y3).…, 让 y0 是 Y 中 
任意 一 点 . 球 B(yG, 皖 ) 含 在 某 个 Vo 中 , 所 以 不 可 能 覆盖 Y, 否则 将 得 到 有 限 覆 
盖 , 而 与 假定 相 冲突 . 于 是 存在 y(?) 不 含 在 B(y(G ,所 ) 中 , 当然 dlyC2),y0) > 插 . 
这 样 的 yC2) 选 好 后 , 那么 集合 B(y 中 , 畦 )U B3(y2), 他 ) 不 能 覆盖 整个 Y, 否则 将 得 
到 两 个 开 集 Vs, 和 Vo, 它们 覆盖 Y, 这 又 与 开头 的 假定 相 矛 盾 . 于 是 又 可 找到 点 
Vy) 不 含 在 B(y, 嘿 )U BGA 全) 中 ,当然 dy ,80) > 旦 ，d(y3,y 四 ) > 国 . 
继续 这 个 过 程 , 就 得 到 了 中 的 一 个 序列 (y"))s21, 其 具有 性 质 dy(,yG)) > 等 对 
于 一 切 尺 关 j 成 立 , 当然 (gm)2; 不 是 Cauchy 序列 , 而 且 事实 上 它 的 任何 子 序 列 
也 不 是 Cauchy 序列 . 但 这 就 与 了 是 紧 致 集合 相 矛 盾 了 (根据 引 理 12.4.7). 国 
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定理 12.5.8 的 道 命题 成 立 : 如 果 Y 具有 性 质 “ 每 个 开 覆 盖 都 有 有 限 的 子 覆 盖 ”， 
那么 Y 是 紧 致 的 (习题 12.5.11). 事实 上 , 比 起 基于 序列 的 描述 , 这 个 性 质 常常 作为 
紧 致 的 更 为 基本 的 概念 . (对 于 度量 空间 , 两 种 概念 : 覆盖 式 的 紧 致 性 与 序列 式 的 紧 
致 性 , 是 等 价 的 , 但 对 于 更 为 一 般 的 拓扑 空间 , 两 种 概念 稍 有 区 别 ; 见习 题 13.5.8.) 

推论 12.5.9 设 (X,d) 是 度量 空间 , 并 设 Ki, Ka, Ka,… 是 XX 的 非 空 紧 致 
子 集 合 的 一 个 序列 , 满足 


K12 K22 Ks2.…, 


那么 交集 门 ?1 Kn 不 空 . 

证 明 ”见习 题 12.5.6. 

我 们 列 出 紧 致 集合 的 一 些 性 质 作 为 本 节 的 结尾 . 

定理 12.5.10 ” 设 (X,d) 是 度量 空间 . 

(a) 如 果 久 是 义 的 紧 致 子 集合 , 并且 ZF CY, 那么 Z 是 紧 致 的 当 且 仅 2 是 闭 
的 . 

(b) 如 果 瑟 ,了 丈 是 天 的 个 紧 致 子 集 合 , 那么 它们 的 并 集 歼 则 …U 丈 
也 是 紧 致 的 . 

(c) 关 的 每 个 有 限 子 集合 (包括 空 集 ) 是 紧 致 的 . 


证 明 ”见习 题 12.5.7. mn 
习 题 12.5 
12.5.1 ”证 明 : 当 谈论 带 有 标准 度量 的 实 直线 的 子 集合 时 , 定义 9.1.22 和 定义 12.5.3 是 一 样 
的 


12.5.2 ”证 明 命题 12.5.5，( 提 示 : 分 别 证 明 完备 性 和 有 界 性 . 对 两 个 结论 都 用 反 证 法 . 要 用 到 
选择 公理 , 如 在 引 理 8.4.5 中 那样 .) 

12.5.3 ”证 明 命 题 12.5.7. (提示 : 用 命题 12.1.18 和 定理 9.1.24.) 

12.5.4 ” 设 (了 R, d) 是 带 有 标准 度量 的 实 直线 . 给 出 一 个 连续 函数 :RR 一 及 的 例子 , 使 有 一 个 
开 集 了 E R 而 其 象 J/(V) := {f(z) : zs V] 不 是 开 集 . 

12.5.5 ” 设 (R,d) 是 带 有 标准 度量 的 实 直线 . 给 出 一 个 连续 函数 f :及 一 及 的 例子 , 使 有 一 个 
闭 集 已 E R 而 其 象 f( 政 ) 不 是 闭 集 . 

12.5.6 ”证 明 推论 12.5.9， (提示: 在 紧 致 度量 空间 (Ki1, d|k, xxa ) 中 考虑 集合 你 := Ki \ Kn， 
它们 都 是 K! 上 的 开 集 . 用 反 证 法 , 设 门 总 1 Kn = @, 然后 使 用 定理 12.5.8.) 

12.5,7 ”证 明定 理 12.5.10. (提示 : 证 (c) 时 可 能 用 到 (b), 先 证 每 个 单 点 集 是 紧 致 的 .) 

12.5.8 。” 设 (X,di:) 是 习题 12.1.15 中 的 度量 空间 ， 对 于 每 个 自然 数 mw 设 oe 一 (e4")32 
是 X 的 元 素 , 满足 : 当 n = 了 时 ef := 1 而 当 n 关 j 时 eg) := 0， 证明 集 合 
{el :mn EN} 是 X 的 闭 的 有 界 的 子 集 合 , 但 不 是 紧 致 的 . (尽管 (X, dn) 是 完备 的 度 
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12.5.9 
12.5,10 


12.5.11 


12.5.12 


12.5.13 


12.5.15 


量 空间 , 此 事 依然 发 生 一 一 此 处 不 证 明 (X, dn ) 完备 这 一 事实 . 问题 不 在 于 X 的 完 
备 性 , 而 在 于 它 是 “无 限 维 的 ", 我 们 不 在 此 讨论 此 事 .) 
证 明度 量 空间 (X,d) 是 紧 的 当 且 仅 当 X 的 每 个 序列 都 至 少 有 一 个 极限 点 . 
度量 空间 (X, d) 叫 作 是 全 有 界 的 , 如 果 对 于 每 个 < > 0, 都 存在 正 整数 ” 和 m 个 球 
孔 (z0),e)…,B(zo ,sh 它们 覆盖 X( 即 X = U1 B(zee)). 
(a) 证 明 : 全 有 界 的 空间 是 有 界 的 
(b) 证 明 命题 12.5.5 的 下 述 加 强 形式 : 如 果 (X, d) 是 紧 致 的 , 那么 它 是 完备 的 并 且 是 
全 有 和 界 的 . (提示 : 如 果 X 不 是 全 有 界 的 , 那么 存在 某 = > 0, 使 得 X 不 能 被 有 限 
多 个 半径 为 。 的 球 材 羡 . 于 是 , 用 习题 8.5.20 找 一 个 球 的 序列 (B(z(m) ,中 ))22. 1， 
使 它们 两 两 不 交 . 然后 据 此 构造 出 一 个 序列 , 它 没有 收敛 的 子 列 .) 
(c) 反 过 来 , 证 明 : 如 果 X 是 完备 的 并 且 是 全 有 界 的 , 那么 X 是 紧 致 的 . (提示 : 对 
于 义 中 的 任 一 序列 (z")>， 用 全 有 界 的 假定 , 递归 地 对 于 每 个 正 整数 ; 构 作 
它 的 一 个 子 序列 (z(")) > ，, 使 得 对 于 每 个 j, 序列 (zt"”)) 忆 ， 的 元 素 全 都 包 
含 在 单一 的 一 个 半径 为 了 的 球 内 , 并 且 每 个 序列 (z(™i+)) > ， 都 是 前 一 个 序列 
(ze 让)S ;的 子 序列 ,然后 证 明 “ 对 角 线 ”序列 (zom) ， 是 Cauchy 序列 ， 
然后 再 使 用 完备 性 的 假定 .) 
设 (X,d) 具有 性 质 : X 的 每 个 开 覆 盖 都 具有 有 限 的 子 覆盖 . 证 明 : X 是 紧 致 的 . ( 提 
示 : 如 果 X 不 是 紧 致 的 , 那么 根据 习题 12.5.9, 存在 一 个 序列 (2")%%1, 它 没有 极 
限 点 ， 于 是 对 于 每 个 = e X, 存在 一 个 球 B(z,e), 它 最 多 含有 此 序列 的 有 限 多 个 元 
素 , 然后 使 用 假定 条 件 .) 
设 (X,daisc) 是 具有 离散 度量 duisc 的 度量 空间 . 
(a) 证 明 X 是 完备 的 . 
(b) 何 时 X 是 紧 致 的 , 何 时 X 不 是 紧 致 的 ? 证明 你 的 结论 . (提示 : Heine-Borel 定 
理 在 此 无 用 , 因为 它 只 适用 于 带 有 欧 几 里 得 度量 的 欧 几 里 得 空间 .) 
设 忆 和 下 是 民 ( 带 有 标准 度量 d(z,y) = |z 一 yl) 的 两 个 紧 致 的 子 集合 . 证 明 笛 卡 儿 
乘积 巨 x 下 := {(z,Y) : 工 E E,y € F} 是 及 ?( 带 有 欧 几 里 得 度量 di2) 的 紧 臻 子 集 
合 . 
设 (X,d) 是 度量 空间 , EB 是 X 的 非 空 紧 致 子 集合 , 并 设 zo 是 X 的 点 . 证 明 : 存在 
点 ze 已 使 得 


dzoz)=inf{fd(zo,y) :y € E}, 

也 就 是 说 , z 是 E 中 与 zo 距离 最 近 的 点 . (提示 : 令 已 为 量 玉 := inf{d(z0,y):y E 
五 }, 在 书 中 构 作 一 个 序列 (z() 听 ,使 得 d(zo,z( 中 ) < RR 二 二 ,然后 使 用 已 的 紧 致 
性 ). 

设 (X,d) 是 紧 致 度量 空间 . 假设 (Ks)aer 是 X 中 的 一 个 闭 子 集 族 , 它 具 有 这 样 的 
性 质 : 这 些 集合 中 的 任何 有 限 多 个 的 交 都 不 空 , 也 就 是 说 , 对 于 一 切 有 限 集 已 了， 
站 er Ka 关 8. (这 个 性 质 叫 作 有 限 交 性 质 .) 证 明 整 个 这 一 族 具 有 非 空 的 交 , 即 
Mwer Ke 关 2 举例 说 明 : 如 果 X 不 是 紧 致 的 , 此 命题 不 成 立 
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上 一 章 中 , 我 们 研究 了 度量 空间 (X,d) 以 及 空间 中 的 各 种 类 型 的 集合 . 这 已 然 
是 一 个 相当 丰富 的 课题 了 , 如 果 不 仅 考虑 单一 的 度量 空间 , 而 是 考虑 一 对 度量 空间 
(X,dx) 和 (Y,dy), 以 及 在 这 两 个 空间 之 间 的 连续 函数 f : X 一 Y, 那么 度量 空间 的 
理论 就 变 得 更 为 丰富 , 而 且 对 于 分 析 学 也 更 为 重要 . 为 了 定义 连续 函数 f :XX 一 Y， 
我 们 把 定义 9.4.1 推广 如 下 : 

定义 13.1.1( 连 续 函 数 ) ” 设 (X, dx) 是 度量 空间 , (Y, dy) 是 另 一 个 度量 空间 ， 
并 设 :XX 一 了 是 函数 . 设 zo e X, 我 们 说 f 在 zo 处 连续 , 如 果 对 于 每 个 。 > 0， 
都 存在 5 > 0, 使 得 只 要 dx(z,zo) < 6 就 有 dy(f(z), f(zo)) < s. 我 们 说 是 连续 
的 , 当 且 仅 当 它 在 每 点 = e X 处 都 连续 . 

注 13.1.2 ”连续 函数 有 时 也 叫 作 连 续 映 射 . 从 数学 上 来 说 , 这 两 个 术语 没有 
区 别 . 

注 13.1.3 如果: 和 一 了 是 连续 的 , 而 K 是 X 的 任意 的 子 集合 , 那么 了 
在 K 上 的 限制 flk : K 一 Y 也 是 连续 的 . (为 什么 ?) 

我 们 现在 把 第 9 章 中 的 大 部 分 内 容 予 以 推广 . 首先 来 看 连续 函数 保持 收敛 性 . 

定理 13.1.4( 连 续 性 保持 收敛 性 ) ” 设 (X,dx), (Y,dy) 是 度量 空间 ， 设 了 : 
针 一 了 是 函数 , 并 设 zo E 久 是 鲜 中 的 一 个 点 . 那么 下 述 三 命题 逻辑 等 价 . 

(a) f 在 zo 处 连续 . 

(b) 只 要 (ztD)s2.; 是 和 中 的 依 度量 dx 收 化 到 zo 的 序列 ,序列 (f(z) 让 ， 
就 依 度量 dy 收敛 到 f(z0). 

(c) 对 于 每 个 含有 点 f(T0) 的 开 集 V CY, 存在 一 个 含有 zo 的 开 集 局 EX, 使 
得 f(U)EV. 

证 明 ”见习 题 13.1.1. 国 

连续 函数 的 另 一 个 重要 的 特征 刻画 用 到 开 集 . 

定理 13.1.5 设 (X,dx) 是 度量 空间 ， 并 设 (7,dy) 是 另 一 个 度量 空间 ， 设 
:和 一 了 是 函数 . 那么 下 述 四 个 命题 是 等 价 的 . 

(a) f 是 连续 的 . 

(b) 只 要 (z()s21 是 X 中 的 依 度量 dx 收效 到 某 点 zo < 六 的 序列 ,序列 
(f(z 四 )] 忆 ， 就 依 度量 dy 收敛 到 f(z0). 
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(c) 只 要 了 是 了 中 的 开 集 , 集合 fLI(Y) := {zEX:Fz)eVl 就 是 三 中 的 
开 集 . 

(d) 只 要 已 是 了 中 的 闭 集 , 集合 六 1(P) := {Zz EXX: f(z7) €E F} 就 是 X 中 的 
闭 集 . 

证 明 ”见习 题 13.1.2. 

注 13.1.6 《好像 挺 奇怪 , 连续 性 保证 开 集 的 逆 象 (inverse image) 是 开 集 . 似 
乎 可 以 猜想 反 过 来 的 事情 成 立 , 即 开 集 的 象 (forward image) 是 开 集 , 但 这 是 不 对 
的 ; 见习 题 12.5.4 和 习题 12.5.5. 

下 面 是 上 述 两 定理 的 直接 推论 . 

推论 13.1.7( 复 合 保持 连续 性 ) ” 设 (X,dx),(Y, dy), (2Z,dz) 是 度量 空间 . 

(a) 如 果 了 :一 Y 在 点 zo 处 连续 , 而 g: 了 一 2 在 点 f(zo) 处 连续 , 那么 由 
gojf(z) := g(/(z)) 定义 的 复合 肖 数 go : 瑟 一 剑 在 zo 处 连续 . 

(b) 如 果 :六 一 Y 是 连续 的 , 并 且 g:Y 一 2Z 是 连续 的 , 那么 gof :X 一 了 
也 是 连续 的 . 

证 明 ”见习 题 13.1.13 图 

例 13.1.8 ”如 果 三: X 一 及 是 连续 函数 , 那么 由 2(z) := (f(z))? 定义 的 函 
数 2 : 多 一 RR 也 是 连续 的 . 这 是 因为 有 f? = go f, 其 中 9 : R 一 R 是 平方 函数 
g(x) := z2, 当然 9 是 连续 函数 . 


习 题 13.1 


13.1.1 ”证 明定 理 13.1.4. (提示 : 复习 你 对 于 命题 9.4.7 的 证 明 .) 

13.1.2 ”证 明定 理 13.1.5. (提示 : 定理 13.1.4 已 表明 (a) 和 (b) 是 等 价 的 .) 

13.1.3 ”用 定理 13.1.4 和 定理 13.1.5 证 明 推论 13.1.7. 

13.1.4 ”给 出 函数 了 :及 一 及 和 9 :到 一 及 的 例子 , 使 得 : 
(a) 了 不 连续 , 但 go 连续 ; 
(b) g 不 连续 , 但 go 了 连续; 
(c) f 和 9 都 不 连续 , 但 go 连续 . 
简要 地 解释 一 下 , 为 什么 这 些 例子 并 不 与 推论 13.1.7 相 了 矛盾 . 

13.1.5 ” 设 (X,d) 是 度量 空间 , (E,d|jgxE) 是 (X,d) 的 子 空间 ， 设 re_.x :EB 一 XX 是 由 
Te_x{z) = z 定义 的 包含 映射 , 证 明 re_.x 是 连续 的 . 

13.1.6 设 f :XX 一 Y 是 从 度量 空间 (X,dx) 到 度量 空间 (Y, dy) 的 函数 . 设 马 是 义 的 子 
集合 (赋予 导出 度量 dx|gx), 并 设 je :一 Y 是 在 上 的 限制 , 即 当 z e 已 
时 , flz(z) := f(z). 设 zo & 忆 并 且 f 在 zo 处 连续 ,证 明 fls 也 在 zo 处 连续 .( 此 命 
题 的 逆 命 题 成 立 吗 ? 请 解释 .) 结论 是 , 当 f 连续 时 , je 也 连续 , 即 函数 的 定义 域 的 
限制 不 破坏 连续 性 ， (提示 : 使 用 习题 13.1.5.) 
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13.1.7 设 f :XX 一 Y 是 从 度量 空间 (X,dx) 到 度量 空间 (Y, dy) 的 函数 . 假设 X 的 象 1(X) 
包含 在 Y 的 某 个 子 集合 媚 CY 中 . 设 g :和 一 已 是 与 一 样 的 函数 只 不 过 值 域 从 
了 限制 到 ,那么 对 于 一 切 re X, g(z) = f(z). 给 妃 以 从 Y 导出 的 度量 dv|exe- 
证 明 : 对 于 任意 的 zo e X，j 在 zo 处 连续 当 且 仅 当 9 在 zo 处 连续 . 结论 是 f 连续 
当 且 仅 当 9 连续 . (也 就 是 说 , 限制 函数 的 值 域 不 影响 函数 的 连续 性 .) 
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给 定 两 个 函数 f : 关 一 Y 和 g: 针 一 2, 可 以 定义 它们 的 直 和 fj@g: 多 一 
Y x 2 为 函数 
(f ® 9)(7) := (f(z), 9(7)). 
这 是 一 个 取 值 于 笛 卡 儿 乘 积 Y x 2 中 , 第 一 坐标 为 f(z), 第 二 坐标 为 g(z) 的 函数 
(参见 习题 3.5.7). 例如 , 设 f : R 一 民 是 函数 flz)=z2+3, 而 9: 以 一 了 及 是 函数 
g(z) = 4z, 那么 fg:R 一 RR? 是 函数 


了 @g(z) := (x? +3,47). 


直 和 运算 保持 连续 性 : 

引 理 13.2.1 设 卫 :大 一 了 g:X 一 及 都 是 函数 ,并 设 丰 @g:X 一 了 R? 是 它 
们 的 直 和 . 我 们 给 RR? 装备 欧 几 里 得 度量 . 

(a) 设 zo E XX, 函数 了 和 9 都 在 Xo 处 连续 当 且 仅 当 了 田 g 在 zo 处 连续 . 

(b) 函数 f 和 2 都 连续 当 且 仅 当 f @@g 连续 . 

证 明 ”见习 题 13.2.1. 国 

为 了 使 用 这 个 引 理 , 我 们 首先 需要 另 一 个 关于 连续 性 的 结果 . 

引 理 13.2.2 ”加 法 函数 (zy) 上 了 十 蕊 减法 通 数 (ZT,Y) m zx 一 妨 乘法 函数 
(Zz,9) 局 2y, 最 大 值 函数 (7,y) 五 max(7,9), 最 小 值 函 数 (Z,y) 一 min(z,y) 都 是 从 
RR? 到 民 的 连续 函数 . 除法 函数 (5,y) 下 是 从 Rx(R\{0}) = {(z,y) € R?:y #0} 
到 民 的 连续 函数 . 对 于 任意 的 实数 c, 渔 数 z 己 cr 是 从 及 到 及 的 连续 函数 . 

证 明 ”见习 题 13.2.2. 国 

把 这 两 个 引 理 合 起 来 , 我 们 得 到 

推论 13.2.3 设 (X,d) 是 度量 空间 ,  : 贸 一 民 ,g: 开 一 玉 都 是 函数 . 设 c 是 
实数 . 

(a) 设 zoE 瑟 , 如 果 / 和 9g 都 在 Zo 处 连续 , 那么 函数 


f+tg:X—R, f~-g:X—R, fg:X—R, 


max(f,9) :和 二 及， min(f,g) :XR cf:X—R 
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都 在 zo 处 连续 (上 述 函 数 的 定义 见 定义 9.2.1). 如 果 对 于 一 切 ZEX，g(z) 到 0, 那 
么 汪 :XX 一 民 也 在 zo 处 连续 . 
(b) 如 果 了 和 9 是 连续 的 , 那么 函数 


f+g:X—oR, f-g:X—R, fg:X—R, 


max(f,g) :X—R, min(f,g):X—R, cf:X—R 


都 是 连续 的 . 如 果 对 于 一 切 x EX, g(x) 头 0, 那么 工 : XX 一 民 也 是 连续 的 

证 明 ” 先 证 明 (a). 由 于 了 和 9 都 在 zo 处 连续 , 所 以 根据 引 理 13.2.1, f 四 9 : 
X 一 R? 也 在 zo 处 连续 . 另 一 方面 , 根据 引 理 13.2.2, 函数 (z,y) 一 + 在 有 2 
的 每 点 处 都 连续 , 当然 也 在 点 了 四 g(zo) 处 连续 . 使 用 推论 13.1.7, 复合 这 两 个 函数 
( 即 f @9 9 与 加 法 函数 ) 我 们 就 断定 f 十 g : X 一 R 是 连续 的 .类 似 的 论述 给 出 
了 一 g，f9，max(f,9)，min(f,g), cf 的 连续 性 . 要 证 关于 4 的 结论 , 我 们 先 用 习题 
13.1.7 把 9 的 值 域 从 及 限制 到 R\ {0}, 然后 就 可 论述 如 前 . 结论 (b) 直接 从 (a) 推 
出 . 加 

这 个 推论 使 我 们 能 证 一 大 类 函数 的 连续 性 , 下 面 我 们 给 出 一 些 例子 . 


习 题 13.2 


13.2.1 ”证 明 引 理 13.2.1. (提示 : 用 命题 12.1.18 及 定理 13.1.4.) 

13.2.2 ”证 明 引 理 13.2.2. (提示 : 用 命题 13.1.5 及 极限 算 律 (定理 6.1.19).) 

13.2.3 ”证 明 : 如 果 f :六 一 RR 是 连续 函数 , 那么 由 |f|(z) := |f(z)| 定义 的 函数 | 下 :XX 一 民 
也 是 连续 函数 ， 

13.2.4 设 ma :BR? 一 及 及 7 :了 ?一 及 分 别 是 函数 

M(B = T2729) :一 2 

(这 两 个 函数 有 时 叫 作 有? 上 的 坐标 函数 )， 证 明 ri 和 72 是 连续 的 ， 结 论 是 , 对 
于 任何 从 及 到 度量 空间 {(X, d) 的 连续 函数 广 : 有 R 一 X, 由 gi(z,y) := f(z) 和 
92(Z,y) := f(y) 定义 的 函数 g1 : R2 一 X 和 go : R? 一 X 都 是 连续 的 . 


13.2.5 ” 设 n,m > 0 是 整数 . 假设 对 于 每 个 0 <i <m 和 0< Ji <m, 有 一 个 实数 ci;. 由 下 
式 构成 函数 已 : R? 一 及 


Plzy) := 》 > ouzy 


i=0 j=0 
(这 样 的 函数 叫 作 二 元 多 项 式 , 这 种 多 项 式 的 一 个 典型 的 例子 是 


P(zy) =7 +27y — 2 +3y+6.) 
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13.2.6 


13.2.7 


13.2.8 


13,2.9 


13.2.10 


13,2.11 


证 明 P 是 连续 的 (提示 : 用 习题 13.2.4 及 推论 13.2.3.) 结论 是 , 当 f : X 一 及 和 
g : 久 一 民 都 是 连续 函数 时 , 由 P(f,g)(7z) := P(f(z),g(z)) 定义 的 函数 P(f,g) : 
一 R 也 是 连续 的 . 

设 Rm 和 了” 是 欧 几 里 得 空间 . 设 / ;: XX 一 RW 与 g :XX 一 R” 是 连续 函数 , 证 明 
f@g: 久 一 R"t" 也 是 连续 的 , 其 中 把 民 ” x 及 " 与 RR™t" 以 明显 的 方式 等 同 看 待 . 
道 命题 成 立 吗 ? 

设 上 > 1 是 页 * 的 有 限 子 集合 , 并 设 c : 工 一 R 是 函数 . 由 下 式 定义 函数 已 : R* 一 民 

Pz yz) := > ei si)rh 7 丰 ， 


(i ik)ET 


(这 样 的 函数 叫 作 上 元 多 项 式 , 这 种 多 项 式 的 一 个 典型 的 例子 是 
Pl(z1, 72,73) = 3737273 — z273 + T1 + 5.) 


证 明 已 是 连续 的 ，( 提 示 : 对 上 进行 归纳 , 用 习题 13.2.6, 以 及 习题 13.2.5 或 引 理 
13.2.2.) 
设 (X,dx) 和 (Y, dy) 是 度量 空间 . 由 下 式 定义 度量 dxxy : (X xY) x (X xY) 一 
[0,00) 
dxxy)((za) (2 ,9)) := dx(ziz + dy(y,Y). 

证 明 (X x Y, axxy)) 是 度量 空间 , 并 导出 与 命题 12.1.18 及 引 理 13.2.1 类 似 的 结论 . 
设 f:R? 一 XX 是 从 R? 到 度量 空间 X 的 函数 , (zo,yo) 是 下 > 上 的 点 , 并 设 f 在 点 
(zo, yo) 处 连续 . 证 明 : 

dim, lim sup f(2,) = ,lim, limsup f(z,1) = f(zo, yo), 

yyo 

以 及 

lim liminf f(z,y) = lim liminf f(z,y) = f(z0, yo), 

2 一 z0 yyo 3 一 y0 2z 一 z0 
当然 , 如 果 两 边 的 极限 都 存在 的 话 , 我 们 有 


lim, lisp f(z,9) = lim, Jam ftc 人， 


zz0 yyo yo 
(注意 , 一 般 而 言 , 这 些 极限 不 必 存 在 . 作为 例子 , 考虑 由 当 zy 关 0 时 f(z,y) 二 ysin 1 
及 当 zy=0 时 f(z,y) = 0 定义 的 函数 了: 民 ? 一 民 , 点 (zo,yo) = (0,0).) 将 此 结果 
与 例 1.2.7 进行 比较 . 

设 f: R? 一 RR 是 连续 函数 . 证 明 : 对 于 每 个 ze 及, 函数 y 一 f(z,y) 在 及 上 连续 ; 
对 于 每 个 ye 及 , 函数 z f(z,y) 在 及 上 连续 . 所 以 , 关于 (z,y) 联合 连续 的 函数 
也 分 别 关于 每 个 变 元 x,y 连续. 

设 1 :R? 一 及 是 下 述 函 数 


f(z,Y) := 当 (z,y) # (0,0); f(0,0)=0. 


2 
22 十 2 
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证 明 : 对 于 每 个 固定 的 = e 取 , 函数 y 一 f(z,y) 在 及 上 连续 , 且 对 于 每 个 固定 的 
3 E 及 ,函数 > 一 f(z,y) 在 及 上 连续 , 但 是 了 : R? 一 及 不 在 有 > 上 连续 . 这 表 
明 习 题 13.2.10 的 逆 命题 不 成 立 , 可 以 关于 每 个 变 元 分 别 连续 而 不 关于 两 变 元 联合 
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连续 函数 对 于 定义 12.5.1 中 定义 的 紧 致 集合 有 良好 的 作用 . 

定理 13.3.1( 连 续 映 射 保持 紧 致 性 ) ” 设 有 : 贸 一 站 是 从 度量 空间 (X,dx) 
到 度量 空间 (Y,dy) 的 连续 映射 , 设 久 C 久 是 义 的 紧 致 子 集合 . 那么 KK 的 象 
f(K):= {f(z):zEK} 是 了 中 的 紧 致 子 集 合 . 

证 明 ”见习 题 13.3.1. a 

这 个 定理 有 一 个 重要 的 结果 . 从 定义 9.6.5 回想 一 下 函数 f :XX 一 及 在 一 点 处 
达到 最 大 值 或 最 小 值 的 概念 . 可 以 把 命题 9.6.7 推广 如 下 : 

命题 13.3.2( 最 大 值 原理 ) ” 设 (X,d) 是 紧 致 度量 空间 , 并 设 :一 及 是 连 
续 函 数 , 那么 是 有 界 的 . 更 进一步 , f 在 某 点 Zmax E X 达到 它 的 最 大 值 , 也 在 某 
点 Tmin EX 达到 它 的 最 小 值 . 

证 明 ”见习 题 13.3.2. 回 

注 13.3.3 ” 正 像 在 习题 9.6.1 中 注意 到 的 , 当 X 不 是 紧 致 空间 时 , 这 个 原理 
可 能 不 成 立 . 应 把 此 命题 与 引 理 9.6.3 及 命题 9.6.7 进行 比照 . 

紧 致 集合 上 的 连续 函数 的 另 一 个 优点 是 一 致 连 续 性 . 我 们 如 下 推广 定义 9.9.2: 

定义 13.3.4( 一 致 连续 性 ) 设 f :XX 一 Y 是 从 度量 空间 (X,dx) 到 度量 空间 
(dy) 的 映射 . 我 们 说 f 是 一 致 连续 的 , 如 果 对 于 每 个 = > 0, 都 存在 i > 0, 使 得 
只 要 zz' Ee X 且 dx(z,z) <5 就 成 立 dy(f(z),f(z)) <e. 

每 个 一 致 连续 函数 都 是 连续 的 , 但 反之 不 真 (习题 13.3.3). 然而 当 定 义 域 X 是 
紧 致 集合 时 , 连续 与 一 致 连续 两 概念 是 等 价 的 : 

定理 13.3.5 ” 设 (X,dx) 和 (了 dy) 都 是 度量 空间 , 假定 (X,dx) 是 紧 臻 的. 
如 果 :X 一 了 是 函数 ,那么 有 是 连续 的 当 且 仅 当 f 是 一 致 连续 的 . 

证 明 ”根据 习题 13.3.3, 如 果 f 是 一 致 连续 的 , 那么 它 也 是 连续 的 , 现在 假定 
了 是 连续 的 . 固定 s > 0. 对 于 每 个 zo e X, 函数 f 在 zo 处 连续 . 于 是 存在 依赖 于 
zo 的 6(zo), 使 得 当 dx(z, zo0) < 5(zo) 时 , dy (f(z), f(zo)) < 生成 立 . 当然 , 根据 三 
角形 不 等 式 , 这 列 含 着 ; 


d(z0) 
2 


当 z € Buxax) (eo ) 且 dx(z',z) < wa) 时 ，dy (f(z), f (2) < e. 


(为 什么 ?) 
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现在 考虑 (可 能 是 无 限 的 ) 球 族 


Ce 人 ce] eq 


这 个 族 中 的 每 个 球 当然 都 是 开 的 , 并 且 全 体 这 些 球 的 并 集 覆 盖 X, 因为 X 的 每 个 
点 zo 都 含 在 它 自己 的 球 B(x,ax)(zo, < 名 ) 中 . 于 是 根据 定理 12.5.8, 存在 有 限 个 
点 z1,… ,zn 使 得 有 限 个 球 Boxax)(2j, < 型 ), j 一 1… ,n 覆盖 X: 


n 5 
这 要 :的 aorso 人 w， 2). 
j=1 


现 设 6:= minigj<n “2. 由 于 每 个 6(z;) 都 是 正 的 , 而 且 只 有 有 限 个 j, 所 以 5 > 0. 
现在 设 z,z' 是 X 中 的 任意 两 个 满足 dx (zz') < 6 的 点 . 由 于 球 B(x,ax)(zy, sg) 
( = 1,… ,n) 覆盖 XX, 必 有 某 j e {1,… ,n} 使 得 z € Blxautzi 532)， 由 于 
dx(z,z') < 5 有 dx(z,z) < 5 只， 从 而 根据 前 面 的 讨论 , 有 dy (f(z), f(z)) < <. 
于 是 找到 了 这 样 的 6, 使 得 


当 z,2’ € X, d(z,7') <6 NH 时 ,dy(f(z), f(z)) < 
这 就 证 明了 f 的 一 致 收敛 性 . 痢 


习 题 13.3 


13.3.1 ”证 明定 理 13.3.1. 

13.3.2 ”证 明 命 题 13.3.2. (提示 : 修改 命题 9.6.7 的 证 明 .) 

13.3.3 ”证 明 一 致 连续 的 函数 是 连续 的 , 举例 说 明 并 非 每 个 连续 函数 都 是 一 致 连续 的 . 

13.3.4 设 (X,dx), (Y, dy), (2,dz) 是 度量 空间 , 并 设 f : X 一 Y, 9 :Y 一 2 是 一 致 连续 
函数 . 证 明 : go f : X 一 2 也 是 一 致 连续 的 . 

13.3.5 ” 设 (X,dx) 是 度量 空间 , 并 设 1 : 久 一 R，9 : X 一 了 是 一 致 连续 函数 . 证 明 : 由 
7@sg(z) := (f(z),g(z)) 定义 的 直 和 f @ 9 : X 一 R? 是 一 致 连续 的 . 

13.3.6 ”证 明 : 加 法 函数 (z,y) ~ z 十 y 和 减法 函数 (z,y) 一 z 一 y 是 从 及 2 到 及 的 一 致 连续 
函数 , 但 乘法 函数 (>,y) 一 zy 不 是 一 致 连续 的 . 结论 , 若 了 :大 一 取 与 9: 和 一 及 
都 是 度量 空间 (X, @) 上 的 一 致 连续 函数 , 则 f+g :天 一 下 与 了 一 9 :X 一 玉 也 是 一 
致 连续 的 . 举例 说 明 fg : X 一 R 不 必 是 一 致 连续 的 , 对 于 max(j,g), min(f,g), £， 
以 及 cf( 其 中 c 是 实数 ), 情况 如 何 ? 


813.4 ”连续 性 与 连通 性 
我 们 现在 来 描述 度量 空间 的 另 一 个 重要 概念, 即 连通 性 . 
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定义 13.4.1( 连 通 空间 ) ” 设 (X,d) 是 度量 空间 . 说 X 是 不 连通 的 , 如 果 XX 中 

存在 互 不 相交 的 非 空 开 集 V 和 W 使 得 VUW = X. (等 价 地 说 , X 是 不 连通 的 ， 
当 且 仅 当 X 包含 一 个 不 空 的 真子 集合 , 它 既 是 闭 的 也 是 开 的 .) 说 X 是 连通 的 , 当 
且 仅 当 它 是 不 空 的 并 且 不 是 不 连通 的 . 
我 们 声明 , 空 集 儿 是 特例 一 一 它 既 不 是 连通 的 , 也 不 是 不 连通 的 . 可 以 把 空 
集 想象 成 是 “无 连通 性 的 ”. 
例 13.4.2 ”考虑 集合 X := [1,2]U[3,4, 其 带 有 通常 度量 . 这 个 集合 是 不 连通 
的 , 因为 集合 [1, 2 和 [3, 4] 都 是 相对 于 X 的 开 集 (为 什么 ?). 

直观 地 说 , 一 个 不 连通 的 集合 是 一 个 可 以 分 离 为 两 个 不 相交 的 开 集 的 集合 , 而 
连通 集合 是 不 能 作 这 样 的 分 解 的 集合 . 我 们 定义 了 一 个 度量 空间 是 连通 的 是 什么 意 
思 , 也 可 以 定义 一 个 集合 是 连通 的 是 什么 意思 . 

定义 13.4.3( 连 通 集合 ) ” 设 (X,d) 是 度量 空间 , 并 设 Y 是 X 的 子 集合 . 说 Y 
是 连通 的 , 当 且 仅 当 度量 空间 (% dlyxy) 是 连通 的 ; 说 Y 是 不 连通 的 当 且 仅 当 度量 
空间 (Y,dlyxy) 是 不 连通 的 . 

注 13.4.4 ”这 个 定义 是 内 在 的 , 集合 Y 是 不 是 连通 的 , 只 取决 于 Y 上 的 度量 ， 
而 与 Y 所 在 的 环境 空间 X 无 关 . 

在 实 直线 上 , 描述 连通 集 是 容易 的 . 

定理 13.4.5 设 久 是 实 直线 民 的 子 集合 . 那么 下 述 命题 等 价 . 

(a) X 是 连通 的 . 

(b) 只 要 z,y EX 并 且 汉 <y, 区 间 [zx,y] 就 包含 在 义 中 . 

(0) 天 是 区 间 (在 定义 9.1.1 的 意义 下 ). 

证 明 ” 先 证 (a) 蕴含 (b). 设 X 是 连通 的 , 假定 (b) 不 成 立 , 那么 存在 X 中 的 
点 z <y 使 [z,yj 不 包含 在 XX 中 . 于 是 存在 实数 z € [x,y] 使 得 > 4 X. 于 是 集合 
(oo,z) 门 X 和 (> co) 门 X 覆盖 XX. 但 这 两 个 集合 都 不 空 (因为 它们 分 别 含有 z 和 
y) 并 且 是 相对 于 X 的 开 集 , 于 是 X 成 为 不 连通 的 , 得 到 矛盾 . 

现在 来 证 (b) 蕴含 (a). 设 X 具有 性 质 (b). 假定 (a) 不 成 立 , 那么 X 是 不 连 
通 的 , 从 而 存在 不 相交 的 不 空 的 相对 于 X 的 开 集 V 和 W, 使 得 VUW =X. 由 于 
V 和 W 不 空 , 可 以 取 z eV 和 ye W. 由 于 V 和 W 不 相交 , 所 以 z 关 y. 不 失 一 
般 性 , 可 认为 zx < y. 由 性 质 (b) 知 , 整个 区 间 [z,y] 包含 在 X 中 . 

现在 考虑 集合 [z,y] 门 V. 这 个 集合 既是 有 界 的 , 也 是 不 空 的 (因为 它 含 z). 于 
是 它 有 上 确 界 


z := sup([z,yNY). 


显然 z e [zx,j, 从 而 ze X. 于 是 或 者 z EV 或 者 ze W. 先 设 zeEV. 那么 zy 
(因为 ye W 且 V 与 W 不 相交 ). 但 V 相对 于 X 是 开 的 , 而 X 包含 [x,y, 所 以 存 
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在 某 球 B([s,ya)(z,7) 包含 在 V 中 . 但 这 与 z 是 [z, 引 门 Y 的 上 确 界 一 事 相 矛盾 . 现 
假设 ze W. 那么 z 了 zx( 因 为 zeV 而 V 与 W 不 相交 ). 但 W 是 相对 于 X 的 开 
和 集 , XX 包含 [x,y], 所 以 存在 某 球 B(i,y,a)(z,7) 含 在 W 中 . 但 这 又 与 是 [x,y 站 V 
的 上 确 界 一 事 相 矛盾 . 于 是 在 任何 情况 下 都 得 到 矛盾 , 这 表明 X 不 能 是 不 连通 的 ， 
也 就 是 说 , 必定 是 连通 的 . 

还 剩 下 证 明 (b) 与 (c) 等 价 , 留 作 习题 13.4.3. [ 

连续 函数 把 连通 集 映 成 连通 集 : 

定理 13.4.6( 连 续 性 保持 连通 性 ) 设 了 :X 一 了 是 从 度量 空间 (X,dx) 到 度 
量 空间 (Y, dy) 的 连续 映射 . 设 已 是 义 的 连通 子 集 . 那么 f() 是 Y 的 连通 子 集 


和 


证 明 ”见习 题 13.4.4. [ 

此 结果 的 一 个 重要 推论 是 中 间 值 定理 , 它 推 广 了 定理 9.7.1. 

推论 13.4.7( 中 值 定理 ) 设 了 :天 一 及 是 从 度量 空间 (X,dx) 到 实 直 线 的 连 
续 映 射 . 设 妃 是 已 的 连通 子 集合 , 并 设 a,b 是 马 的 两 个 元 素 . 设 y 是 介 于 f(a) 和 
f(b) 之 间 的 实数 , 即 或 者 f(a) <y < f(b) 或 者 f(a) > > f(b). 那么 存在 ce 瑟 使 
得 f(c)=y. 

证 明 ”见习 题 13.4.5. 加 


习 题 13.4 


13.4.1 ” 设 (X, auise) 是 具有 离散 度量 的 度量 空间 . 设 忆 是 XX 的 子 集 , 已 至 少 含有 两 个 元 素 . 
证 明 EE 是 不 连通 的 . 

13.4.2 设 / :XX 一 Y 是 从 连通 度量 空间 (X,d) 到 具有 离散 度量 的 度量 空间 (Y, daisc) 的 函 
数 . 证 明 : f 是 连续 的 当 且 仅 当 它 是 常 值 的 (提示 : 用 习题 13.4.1.) 

13.4.3 ”证 明定 理 13.4.5 中 命题 (b) 与 (c) 的 等 价 性 . 

13.4.4 ”证 明定 理 13.4.6，( 提 示 : 定理 13.1.5(c) 中 对 于 连续 性 的 表述 是 最 便于 使 用 的 .) 

13.4.5 ”用 定理 13.4.6 证 明 推论 13.4.7. 

13.4.6 ” 设 (X,qd) 是 度量 空间 , 并 设 (E。)aer 是 X 中 的 一 族 连通 集合 . 还 设 门 ,ej Es 不 空 . 
证 明 Usey Es 是 连通 的 . 

13.4.7 ” 设 (X,d) 是 度量 空间 , 并 设 已 是 X 的 子 集合 . 说 妃 是 路 连通 的 (path-connectde) 当 
且 仅 当 对 于 每 两 个 点 z,y e 已 , 都 存在 从 单位 区 间 [0, 1] 到 已 的 连续 函数 7 : 0,1] 一 
忆 , 使 得 y(0) =z 且 ?(1) = y. 证明: 每 个 路 连通 的 集合 是 连通 的 ，( 逆 命题 不 真 , 但 
证 明 此 事 要 点 技巧 , 此 处 不 拟 详 述 .) 

13.4.8 ” 设 (X,d) 是 度量 空间 , 并 设 是 XX 的 子 集合 . 证 明 : 如 果 巨 是 连通 的 , 那么 忆 的 闭 
包 互 也 是 连通 的 . 逆 命 题 成 立 吗 ? 
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13.4.9 ” 设 (X,d) 是 度量 空间 . 在 X 上 定义 一 个 关系 z ~ y: 说 z ~ 3 当 且 仅 当 X 有 一 个 
连通 的 子 集合 含有 z,y 两 者 . 证 明 这 是 一 个 等 价 关系 ( 即 遵从 自 反 性 、 对 称 性 和 传递 
性 公理 ). 还 有 , 证 明 此 关系 的 等 价 类 ( 即 形 如 {y € XX :y ~ z} 的 集合 , 这 里 ze X) 
全 是 闭 的 且 是 连通 的 . (提示 : 用 习题 13.4.6 和 习题 13.4.8.) 这 些 集合 (等 价 类 ) 叫 作 
天 的 连通 分 支 . 
13.4.10 ”联合 命题 13.3.2 和 推论 13.4.7, 推出 关于 紧 致 连通 区 域 上 的 连续 函数 的 定理 , 作为 扒 
论 9.7.4 的 推广 . 
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度量 空间 的 概念 可 推广 为 拓扑 空间 的 概念 ， 这 个 推广 的 思想 是 不 把 度量 d 看 
作 基 础 对 象 ; 的 确 , 在 一 般 的 拓扑 空间 中 根本 没有 度量 . 代替 度量 的 是 开 集 族 , 这 是 
拓扑 空间 的 基础 概念 . 在 度量 空间 中 , 首先 引入 的 是 度量 d, 然后 用 度量 先 定义 开 
球 , 再 定义 开 集 , 而 在 拓扑 空间 中 , 恰恰 是 从 开 集 的 概念 出 发 的 . 从 开 集 出 发 的 结果 
是 , 不 必 重 新 构造 可 用 的 球 或 度量 (于 是 , 并 非 一 切 拓扑 空间 都 是 度量 空间 ), 然而 
值得 注意 的 是 , 依然 可 以 定义 上 一 节 中 的 许多 概念 . 

本 书 中 完全 用 不 着 拓扑 空间 , 所 以 只 是 相当 简洁 地 作 一 介绍 . 对 拓扑 空间 更 完 
全 的 研究 当然 可 以 在 任何 一 本 拓扑 学 教材 中 或 者 更 深 的 分 析 学 教材 中 找到 . 

定义 13.5.1( 拓 扑 空间 ) ”拓扑 空间 是 一 个 序 偶 (X,7), 其 中 X 是 一 个 集合 ， 
而 了 Cc 2X 是 X 的 一 个 子 集 族 , 它 的 元 素 叫 作 开 集 . 而 且 集 族 T 必须 遵从 下 述 性 
质 . 


。 空 集 g 及 整个 集合 X 是 开 集 . 换言之 ,ge 了 且 XXeT. 
。 开 集 的 有 限 交 是 开 集 . 换言之 , 若 Vi,… ,你 是 了 的 元 素 , 则 态 门 … 门 < 
人 
。 开 和 集 的 任意 并 是 开 集 (包括 无 限 并 ). 换言之 , 若 (Va)aer 是 工 中 的 一 族 元 素 
( 开 集 ), 那么 User Vs eT 
在 很 多 情况 下 , 开 集 族 可 以 从 上 下 文 看 出 , 于 是 把 拓扑 空间 (X,T) 简写 为 X. 
从 命题 12.2.15 看 到 , 每 个 度量 空间 (X,d) 自动 地 是 一 个 拓扑 空间 (只 要 令 了 
是 (X,d) 中 的 全 体 开 集 的 族 ). 但 是 , 的 确 存在 拓扑 空间 , 其 不 由 度量 空间 产生 ( 见 
习题 13.5.1 和 习题 13.5.6). 
现在 我 们 来 建立 本 章 及 上 一 章 中 一 些 概念 在 拓扑 空间 上 的 类 比 . 球 的 概念 必 
须 用 邻 域 的 概念 来 代替 . 
定义 13.5.2( 邻 域 ) 设 (X, 了 T) 是 拓扑 空间 , 并 设 z e X. 含有 z 的 开 集 叫 作 
z 的 邻 域 . 
例 13.5.3 若 (X,d) 是 度量 空间 , zeX 且 7 > 0, 则 B(z,7) 是 z 的 邻 域 . 
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定义 13.5.4( 拓 扑 收敛) 设 m 是 整数 , (X,T) 是 拓扑 空间 , 并 设 (z 四 )%, 是 
X 中 的 点 的 序列 . 设 z 是 X 的 点 . 说 (zt) 沪 mw 收敛 到 z, 当 且 仅 当 对 于 z 的 每 
个 邻 域 V, 都 存在 N > m 使 得 对 于 一 切 n> N，z() < 

这 个 概念 与 度量 空间 中 收敛 的 概念 是 相 容 的 (习题 13.5.2). 可 能 会 问 极限 是 否 
具有 唯一 性 (命题 12.1.20). 回答 通常 是 肯定 的 (只 要 拓扑 空间 具有 一 个 叫 作 Haus- 
deor 自 性质 的 附加 性 质 ) 但 对 于 其 他 的 拓扑 , 回答 也 可 能 是 否定 的 , 见习 题 13.5.4. 

定义 13.5.5( 内 点 、 外 点 和 边界 点 ) ” 设 (X, 了 ) 是 拓扑 空间 , 已 是 X 的 子 集 
合 , 并 设 zo 是 X 的 点 . 说 zo 是 已 的 内 点 , 如 果 存在 zo 的 邻 域 V 使 得  c 互 . 
说 zo 是 的 外 点 , 如 果 存 在 ro 的 邻 域 V 使 得 人 已 = 9. 说 zo 是 的 边界 点 ， 
如 果 它 既 不 是 的 内 点 也 不 是 已 的 外 点 . 

这 个 定义 与 度量 空间 的 相应 概念 是 相 容 的 (习题 13.5.3)- 

定义 13.5.6( 闭 包 ) ” 设 (X,T) 是 拓扑 空间 , E 是 X 的 子 集合 , 并 设 zo 是 XX 
的 点 . 说 zo 是 巨 的 附着 点 , 如 果 zo 的 每 个 邻 域 V 与 互 的 交 都 不 空 .E 的 一 切 附 
着 点 的 集合 叫 作 五 的 闭 包 , 记 作 互 . 

有 一 个 定理 12.2.10 的 部 分 类 比 , 见习 题 13.5.10. 

在 拓扑 空间 (X, 7) 中 , 定义 集合 K 是 闭 的 , 当 且 仅 当 它 的 补 集 X\K 是 开 的 ; 
根据 命题 12.2.15(e), 这 个 定义 与 度量 空间 定义 相 容 . 命题 12.2.15 的 某 些 部 分 类 比 
也 成 立 (见习 题 13.5.11). 

为 定义 相对 拓扑 的 概念 , 我 们 不 能 使 用 定义 12.3.3, 因为 它 要 用 到 度量 函数 . 但 
是 我 们 可 以 代 之 而 以 命题 12.3.4 为 出 发 点 . 

定义 13.5.7( 相 对 拓扑 ) ” 设 (X,7) 是 拓扑 空间 , 而 Y 是 X 的 子 集合 . 定义 
五 := {VNY :VeT}, 并 称 之 为 (X,T) 在 Y 上 导出 的 拓扑 . 称 (瑟瑟 ) 为 (X, 了 T) 
的 拓扑 子 空间 . 这 的 确 是 一 个 拓扑 空间 , 见习 题 13.5.12. 

从 命题 12.3.4 知 , 相对 拓扑 的 概念 与 度量 空间 的 概念 是 相 容 的 . 

下 面 定义 连续 函数 的 概念 . 

定义 13.5.8( 连 续 函数 ) ” 设 (X,7x) 和 (Y, TH) 是 拓扑 空间 , 并 设 :XX 一 Y 
是 函数 . 设 zo e X, 说 7 在 zo 处 连续 , 当 且 仅 当 对 于 f(zo) 的 每 个 邻 域 V, 都 存 
在 zo 的 邻 域 D, 使 得 f(V) SV. 说 f 是 连续 的 , 当 且 仅 当 f 在 X 的 每 个 点 都 连 
续 . 


这 个 定义 与 定义 13.1.1 是 一 致 的 (习题 13.5.15). 定理 13.1.4 和 定理 13.1.5 的 
部 分 类 比 成 立 (习题 13.5.16). 特别 是 , 一 个 函数 是 连续 的 , 当 且 仅 当 每 个 开 集 的 逆 
象 (或 原 象 , pre-image) 是 开 的 . 

对 于 拓扑 空间 , 不 幸 的 是 没有 Cauchy 序列 的 概念 , 也 没有 完备 空间 及 有 界 空 
间 的 概念 . 但 是 , 肯定 有 紧 致 空间 的 概念 , 从 定理 12.5.8 出 发 就 导出 紧 致 的 概念 . 

定义 13.5.9( 紧 致 拓扑 空间 ) ” 设 (X,T) 是 拓扑 空间 . 说 此 空间 是 紧 致 的 , 如 
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果 X 的 每 个 开 覆 盖 都 有 有 限 的 子 团 盖 . 设 Y 是 X 的 子 集合 , 说 Y 是 紧 致 的 , 如 果 
(X, 了 T) 在 了 上 导出 的 拓扑 是 紧 致 的 . 

关于 紧 致 度量 空间 的 很 多 基本 事实 对 于 紧 致 拓扑 空间 继续 成 立 , 特别 是 定理 
13.3.1 和 命题 13.3.2 仍 成 立 (习题 13.5.17). 但 是 , 此 处 没有 一 致 连续 的 概念 , 所 以 
没有 定理 13.3.5 的 类 比 . 

我 们 还 可 以 逐 字 重复 定义 13.4.1, 并 重复 定义 13.4.3( 但 用 定义 13.5.7 代替 定 
义 12.3.3) 来 定义 连通 性 的 概念 .813.4 中 的 很 多 结果 和 习题 对 于 拓扑 空间 继续 成 立 ， 


(证 明 几 了 乎 不 必 作 任 何 变动 ). 
习 题 13.5 
13.5.1 ” 设 X 是 集合 , 令 T := {2,X}. 证 明 (X,T) 是 拓扑 空间 ( 称 T 为 X 上 的 平凡 拓扑 ). 


13.5.2 


13.5.3 


13.5.4 


13.5.5 


13.5.6 


设 X 含有 多 于 一 个 的 元 素 , 证 明 平凡 拓扑 不 能 由 在 X 上 定义 一 个 度量 来 得 到 . 证 明 
这 个 拓扑 空间 既是 紧 致 的 也 是 连通 的 . 

设 (X,d) 是 度量 空间 (从 而 是 拓扑 空间 ). 证 明定 义 12.1.14 和 定义 13.5.4 中 的 两 个 
关于 序列 收敛 的 概念 重合 . 

设 (X,d) 是 度量 空间 (从 而 是 拓扑 空间 ), 证 明定 义 12.2.5 中 的 内 点 、 外 点 、 边界 点 
的 概念 与 定义 13.5.5 中 的 相应 的 概念 重合 . 

拓扑 空间 (X, 了) 称 为 Hausdorff 空间 , 如 果 给 定 任意 两 个 不 同 的 点 r,y E XX, 总 存 
在 z 的 一 个 邻 域 V 和 y 的 一 个 邻 域 W, 使 V 门 W = @. 证 明 任 何 由 度量 空间 生 
成 的 拓扑 空间 总 是 Hausdorff 空间 , 并 证 明 平凡 拓扑 不 是 Hausdorff 拓扑 . 证 明 : 对 
于 Hausdorff 空间 , 成 立 命题 12.2.20 的 类 比 . 举 一 个 非 Hausdoeff 空间 的 例子 使 命 
题 12.1.20 不 成 立 .( 实 践 中 , 我 们 遇 到 的 绝 大 多 数 拓扑 空间 都 是 Hausdorf 空间 ; 非 
Hausdorff 拓扑 空间 很 有 病态 的 倾向 , 以 至 研究 它们 没有 太 大 的 用 处 .) 

给 定 一 个 带 有 序 关系 < 的 全 序 集 X, 说 集合 VC X 是 开 的 , 如 果 对 于 每 个 = e 了， 
都 存在 a,b Ee X 使 得 “区 间 "{yeX:a<y< 夺 含 有 z 并 包含 在 Y 中 . 设 工 是 六 
的 全 体 开 子 集 的 族 . 证 明 (X, 了 ) 是 拓扑 空间 (了 叫 作 全 序 集 (X, <) 上 的 序 拓扑 ), 它 
是 Hausdorff 空间 ( 按 习题 13.5.4 的 意义 ). 证 明 : 在 实 直 线 R 上 ( 带 有 标准 的 序 <)， 
序 拓扑 与 标准 拓扑 ( 即 由 标准 度量 产生 的 拓扑 ) 一 致 . 如 果 代 替 及 而 使 用 这 个 拓扑 于 
广义 实 直线 及 *， 那么 民 是 具有 边界 { 一 co, co} 的 开 集 . 如 果 (zn)P1 是 及 中 (从 而 
也 是 有 ”中 ) 的 序列 , 证 明 (zn) 纶 ! 收敛 到 co 当 且 仅 当 lim inf zn = co, 而 (zw) 只 1 
收 化 到 一 co 当 且 仅 当 limsup zn = -oo Ba 

设 X 是 不 可 数 集 , 并 设 了 是 XX 中 的 一 切 这 样 的 子 集合 的 族 , 已 或 是 空 集 或 是 余 
有 限 的 (co-finite)( 即 XN\ 已 是 有 限 的 ). 证 明了 是 XX 上 的 拓扑 ( 叫 作 X 上 的 余 有 限 
拓扑 ), 它 是 习题 13.5.4 意义 下 的 Hansdorf 拓扑 , 并 且 (X,T) 是 紧 致 的 以 及 连通 的 . 
还 有 , 证 明 : 当 ze X, 且 (Vi) 窟 1 是 任意 的 含 点 z 的 开 集 的 族 时 , 门 > ,Va {2}. 
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13.5.7 


13.5.8 


13.5.9 


13.5.10 


13.5.11 


13.5.12 
13.5.13 
13.5.14 
13.5.15 


13.5.16 


13.5.17 


使 用 此 事 证 明 , 余 有 限 拓扑 不 能 由 在 X 上 定义 度量 d 而 得 到 (提示 : 在 度量 空间 中 
集合 门 已 1B(z, 二 ) 等 于 什么 ?) 
设 X 是 不 可 数 集 , 并 设 T 是 X 中 一 切 这 样 的 子 集合 EB 的 族 , EE 或 是 空 集 或 是 余 可 
数 的 (co-countable)( 即 X\ 妃 是 至 多 可 数 的 ). 证 明 (X,T) 是 X 上 的 拓扑 ( 叫 作 XX 
上 的 余 可 数 拓扑 ), 它 是 习题 13.5.4 意义 下 的 Hausdorf 拓扑 . 空间 (X,T) 是 连通 的 ， 
但 不 是 紧 致 的 , 并 且 不 能 从 度量 空间 得 出 . 
设 X 是 不 可 数 集 , 并 设 oo 是 义 的 一 个 元 素 . 令 了 为 居中 的 一 切 这 样 的 子 集 合 巨 
的 族 : 已 或 是 空 集 或 是 含 oo 的 余 可 数 集 . 证 明 (X, 了) 是 紧 致 拓扑 空间 , 但 是 在 XX 
中 并 非 每 个 序列 都 有 收敛 的 子 序列 . 
设 (X, 了 T) 是 紧 致 拓扑 空间 , 并 设 X 具有 可 数 邻 域 基 , 即 对 于 任意 的 > <E X, 存在 = 
的 可 数 邻 域 序列 (Vn)21, 使 得 z 的 每 个 邻 域 都 至 少 包含 此 序列 中 的 某 个 令 域 V. 证 
明 X 中 每 个 序列 都 有 收敛 的 子 序列 (修改 习题 12.5.11)， 解释 为 何 此 事 并 不 与 习题 
13.5.8 矛盾 . 
证 明 命题 12.2.10 在 拓扑 空间 中 的 下 述 部 分 类 比 : (c) 草 含 (a) 和 (b)，(a) 和 (b) 等 
价 . 证 明 在 习题 13.5.7 的 余 可 数 拓扑 之 下 , (a), (b) 成 立 不 必 以 (c) 成 立 为 前 提 . 
设 妃 是 拓扑 空间 (X,T) 的 子 集合 . 证 明 媚 是 开 集 当 且 仅 当 忆 的 每 个 点 都 是 内 点 ， 
并 证 明 EE 是 闭 集 当 且 仅 当 巨 食 有 它 的 一 切 附着 点 ， 证 明 命题 12.2.15(e)~(h) 的 
类 比 (其 中 有 些 由 定义 是 自动 成 立 的 )， 如 果 假 定 X 是 Hausdorff 空间 , 那么 命题 
12.2.15(d) 的 类 比 也 成 立 , 但 是 当 X 不 是 Hausdorf 空间 时 ，(d) 不 必 成 立 , 请 举例 
说 明 . 
证 明 在 定义 13.5.7 中 定义 的 序 偶 (Y, Hy) 的 确 是 拓扑 空间 . 
把 推论 12.5.9 推广 到 拓扑 空间 的 紧 致 集合 上 . 
把 推论 12.5.10 推广 到 拓扑 空间 的 紧 致 集合 上 . 
设 (X,dx) 和 (Y,dy) 是 度量 空间 (从 而 是 拓扑 空间 ). 证明 在 定义 13.1.1 和 定义 
13.5.8 中 关于 函数 了 : X 一 Y 连续 (在 一 点 处 及 在 整个 定义 域 上 ) 的 两 个 定义 重合 . 
证 明 当 定 理 13.1.4 推广 到 拓扑 空间 时 ，(a) 蕴含 (b)，( 反 过 来 不 成 立 , 但 构造 反例 
是 困难 的 .) 证 明 当 定 理 13.1.5 推广 到 拓扑 空间 时 , (a)(c)(d) 彼此 等 价 , 而 且 都 列 含 
(b).( 反 过 来 的 曾 含 也 不 成 立 , 但 难于 证 明 .) 
把 定理 13.3.1 和 命题 13.3.2 都 推广 到 拓扑 空间 的 紧 致 集合 上 . 
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在 前 两 章 中 我 们 已 看 到 度量 空间 (X,d) 中 的 点 的 序列 (zto)s ， 收 化 到 极限 
是 什么 意 恩 : 它 指 的 是 lim_d(z 扑 ,z) = 0, 或 者 等 价 地 说 , 对 于 每 个 。 > 0, 都 在 
在 N > 0 使 得 对 于 一 切 吕 > ,dat,z) < e，( 还 把 收敛 概念 推广 到 了 拓扑 空间 
(X, 了 了), 但 在 本 章 中 我 们 将 集中 注意 力 于 度量 空间 .) 

在 本 章 中 , 我 们 考虑 从 一 个 度量 空间 (X,dx) 到 另 一 个 度量 空间 (Y,dy) 的 函 
数 的 序列 (中 )>， 收敛 指 的 是 什么 . 换言之 , 有 一 列 函 数 1G)，7(2),，…, 其 中 每 个 
Je : X 一 7 都 是 从 X 到 了 的 函数 , 问 这 个 函数 序列 收敛 到 某 个 极限 函数 是 
什么 意思 . 

有 几 个 不 同 的 关于 函数 序列 收敛 的 概念. 这 里 只 描述 两 个 最 重要 的 , 即 逐 点 收 
敏和 一 致 收 全 (还 有 其 他 类 型 的 收敛, 例如 L1 收敛 、z2 收敛 、 依 测度 收 剑 和 几乎 
处 处 收敛 等 , 但 这 些 都 超出 了 本 书 的 范围 .) 这 两 个 概念 是 彼此 相关 联 的 , 但 不 是 同 
一 个 概念, 两 者 之 间 的 联系 有 点 类 似 于 连续 与 一 致 连续 之 间 的 联系 . 

一 旦 弄 清 了 函数 序列 的 收敛 是 什么 意思 , 那么 就 可 使 命题 lim fw) = /有 意 
义 , 然后 就 要 间 此 极限 如 何 与 其 他 概念 交互 作用 . 例如 , 我 们 已 经 知道 函数 的 极限 
值 的 概念 : 


f(z). 


lim 
了 一 TO0iTEX 
可 以 交换 极限 次 序 吗 ? 即 
和 
我 们 将 看 到 , 答案 取决 于 f 的 收敛 性 态 ， 我 们 还 要 提出 关于 交换 极限 与 积分 的 
次 序 , 交换 极限 与 求 和 的 次 序 , 交换 求 和 与 积分 的 次 序 的 类 似 的 问题 . 


814.1 ”函数 的 极限 值 


在 谈论 函数 序列 的 极限 之 前 , 应 该 先 讨论 一 个 类 似 的 , 但 不 同 的 概念 , 即 函数 
的 极限 值 的 概念 . 我 们 将 专注 于 度量 空间 的 情形 , 然而 对 于 拓扑 空间 也 有 类 似 的 概 
念 (习题 14.1.3). 

定义 14.1.1( 函 数 的 极限 值 ) 设 (X,dx) 和 (Y,dy) 都 是 度量 空间 , 设 忆 是 
X 的 子 集合 , 并 设 有 : X 一 Y 是 函数 . 设 ro E XX 是 EB 的 附着 点 而 LEY. 如 
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果 对 于 每 个 es > 0 都 存在 5 > 0, 使 得 对 于 一 切 满足 dx(zo,z) <5 的 rz eB 成 立 
dy(f(z), 了) < e, 就 说 当 xz 沿 着 妃 收敛 到 zo 时 f(z) 在 Y 中 收敛 到 工 , 记 作 
lim f(z) =L. 
rT0rEB 
十 14.1.2 ”有 些 作者 把 = zo 的 情形 从 上 面 的 定义 中 排除 出 去 , 那 就 要 求 
0 < dx(z,zo) < 5， 依 当前 的 记号 , 这 对 应 于 把 zo 从 互 中 移 除 , 于 是 就 得 代替 
_dimesfo) 而 考虑 do 7 关于 两 个 概念 的 对 比 , 见习 题 14.1.1. 


将 此 定义 与 定义 13.1.1 对 比 , 我 们 看 到 f 在 zo 处 连续 的 充分 必要 条 件 是 


了 


lim_，F(z) = f(zo). 


一 ZOiTEX 


于 是 , f 在 X. 上 连续 等 价 于 
对 于 一 切 zo € 已 lim yf(7) = f(z0). 


TOTEX 
例 14.1.3 设 了 :及 一 及 是 函数 f(z) = z? 一 4, 那么 由 于 f 是 连续 的 , 所 以 
lm f(z)=f(1) =1-4= -3. 


注 14.1.4 ” 当 清 楚 z 在 X 中 取信 时 , 常 略 去 条 件 ze X 而 把 lim f(r) 
简写 作 Jlim f(z). 

可 用 序列 的 语言 重 述 定义 14.1.1. 

命题 14.1.5 设 (X,dx) 和 (Y,dy) 是 度量 空间 , 轧 是 X 的 子 集合 ,并 设 
f: 铸 一 Y 是 函数 . 设 To EX 是 马 的 附着 点 且 LEY. 那么 下 述 四 命题 远 辑 上 等 
价 . 


名 est) = 

(b) 对 于 已 中 的 每 个 依 度量 dx 收敛 到 zo 的 序列 (z 四 ) ,序列 (f(z(")) 
都 依 度量 dy 收敛 到 工 . 

(c) 对 于 含有 工 的 每 个 开 集 VC Y,， 都 存在 含有 zo 的 开 集 UC XX， 使 得 
f(UNE)EV. 

(d) 如 果 定义 函数 9 : 忆 U{zo} 一 YY, 使 g(zo) := 工 ， 且 对 于 ze 已 \{zo}， 
9g(z) :二 f(z), 那么 9 在 zo 处 连续 . 

证 明 ”见习 题 14.1.2. [ 

注 14.1.6 ”从 命题 14.1.5(b) 和 命题 12.1.20 观察 到 , 函数 f(z) 当 zx 收敛 到 
zo 时 最 多 只 能 收敛 到 一 个 极限 工 . 换言之 , 如 果 极 限 


oo 
ne 


lim f(z) 


2—z0i7EE 
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存在 , 那么 它 只 能 取 一 个 值 . 
注 14.1.7 zo 是 巨 的 附着 点 的 要 求 是 必要 的 , 当 zo 不 是 已 的 附着 点 时 , 极 
限 概念 就 没 用 了 , 那 时 zo 在 已 的 外 部 , 当 z 沿 着 互 收敛 到 zo 时 f(z) 收敛 到 工 
的 概念 是 空 的 (对 于 足够 小 的 5 > 0, 没有 点 ze 怠 使 dz,zo) < 9). 
注 14.1.8 ”严格 说 来 , 应 该 写 
dy- ”lim f(z) 而 取代 slim f(2), 


Zz—z0izEB zo0irEB 


为 收敛 依赖 于 度量 dy. 但 在 实践 中 , 度量 dy 是 明确 的 ,所 以 从 记号 中 略 去 前 
缀 dy. 


习 题 14.1 


14.1.1 设 (X,dx) 和 (Y,dy) 是 度量 空间 , 已 是 X 的 子 集 合 , f : 已 一 Y 是 函数 ,并 设 
zo E B. 证 明 极限 
a 


存在 的 充分 必要 条 件 是 极限 

ad ey f(z) = f(zo). 
还 有 , 证 明 当前 一 个 极限 存在 时 , 它 必定 等 于 f(zo). 

14.1.2 ”证 明 命题 14.1.5. (提示 : 复习 定理 13.1.4 的 证 明 .) 

14.1.3 ”使 用 命题 14.1.5(c) 定义 从 拓扑 空间 (X, Tx ) 到 拓扑 空间 (Y, 5) 的 函数 :XX 一 Y 
的 极限 值 的 概念 . 然后 证 明 命题 14.1.5(c) 和 14.1.5(d) 等 价 . 如 果 X 还 是 Hausdorff 
拓扑 空间 (见习 题 13.5.4), 证 明 注 14.1.6 的 类 比 . 如 果 Y 不 是 Hausdorf 空间 , 同样 
的 命题 还 成 立 吗 ? 

14.1.4 ”回顾 习题 13.5.5, 广义 实 直线 及 ”具有 一 个 标准 拓扑 ( 序 拓扑 ). 把 自然 数 集 N 看 作 这 
个 拓扑 空间 的 子 空间 , 而 oo 是 慌 * 中 N 的 附着 点 . 设 (an)2o 是 在 拓扑 空间 (Y, Tr) 
中 取 值 的 序列 , 并 设 L EY. 证 明 


lim oan=L ( 依 习 题 14.1.3 的 意义 ) 


i 
等 价 于 
Him an =L ( 依 定义 13.5.4 的 意义 ). 
这 表明 , 序列 的 极限 值 的 概念 与 函数 的 极限 值 的 概念 是 一 致 的 . 
14.1.5” 设 (X,dx), (Y,dy), (2,dz) 是 度量 空间 ,zo € X, yo E Y, zo € 2. 并 设 1 :XX 一 Y， 
9:Y 一 2 是 函数 , 忆 是 X 的 子 集合 . 如 果 有 


yO 
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ieego f(2) = zo. 


14.1.6 ”对 于 X 是 度量 空间 而 不 必 是 R 的 子 集合 的 情形 , 叙述 并 证 明 命题 9.3.14 中 极限 算 律 
的 类 比 . (提示 : 用 推论 13.2.3.) 


814.2 ” 逐 点 收敛 与 一 致 收敛 


函数 序列 收敛 的 最 明显 的 概念 是 逐 点 收敛 , 或 在 定义 域 的 每 点 处 的 收敛 ， 
定义 14.2.1( 逐 点 收敛) ” 设 (f(")， 是 从 一 个 度量 空间 (X, dx) 到 另 一 个 
度量 空间 (Y, dy) 的 函数 的 序列 , 并 设 f : 和 一 了 是 函数 . 如 果 对 于 一 切 ve 天 有 


im fo(z) = Jo)， 
即 
,dr "0), 70) =0, 


那么 就 说 (f(")%， 在 多 上 逐 点 收敛 到 f, 称 f 为 fm) 的 逐 点 极限 . 这 种 收 化 
也 可 以 描述 为 , 对 于 每 个 zx 和 每 个 = > 0, 存在 N > 0 使 得 对 于 每 个 n > N， 
dy (f(z), f(z)) < e. 

注 14.2.2 ”注意 , f(z) 和 f(z) 是 了 中 的 点 , 而 不 是 函数 , 所 以 我 们 是 用 先 
前 已 有 的 关于 度量 空间 中 点 列 的 收 全 的 概念 来 确定 函数 序列 的 收敛 . 还 要 注意 , 我 
们 并 未 真正 使 用 (X, dx) 是 度量 空间 这 一 事实 ( 即 , 我 们 不 曾 使 用 度量 dx), 对 于 这 
个 定义 来 说 , X 只 是 一 个 纯粹 的 集合 就 够 了 , 不 需要 任何 度量 结构 ,但 是 , 后 面 我 
们 要 把 注意 力 限制 于 从 X 到 了 的 连续 函数 , 从 而 需要 X 上 (及 Y 上 ) 的 度量 , 或 
者 至 少 需要 X 上 (和 Y 上) 的 一 个 拓扑 结构 . 还 有 , 当 引 入 一 致 收敛 的 概念 时 , 我 
们 肯定 需要 X 上 及 Y 上 的 度量 结构 ; 对 于 拓扑 空间 不 存在 相应 的 概念 . 

例 14.2.3 ”考虑 由 fn)(z) := 定义 的 函数 f(z) : 及 一 以 , 以 及 由 f(z) :=0 
定义 的 零 函 数 有: R 一 及 . 那么 fo(z) 逐 点 收敛 到 f(z), 因为 对 于 每 个 固定 的 实 
数 z, 有 


fs) = ,lim £ =0= f°). 
从 命题 12.1.20 知 , 一 个 从 度量 空间 (X,dx) 到 (Ydy) 的 函数 序列 (fo ， 
最 多 只 能 有 一 个 逐 点 极限 / (这 就 是 可 以 使 用 定 冠 词 “he” 来 表述 逐 点 极限 (the 
pointwise limit 的 缘由 )， 然 而 ,函数 序列 当然 可 以 没有 逐 点 极限 (你 能 想 出 一 个 
例子 吗 ?), 就 像 度量 空间 中 点 的 序列 不 必 有 极限 一 样 
逐 点 极限 是 个 很 自然 的 概念 , 但 它 有 许多 缺点 ; 它 不 保持 连续 性 , 不 保持 导数 
运算 , 不 保持 极限 运算 , 不 保持 积分 运算 . 下 面 三 个 例子 说 明 此 事 . 
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例 14.2.4 ”考虑 由 fo)(z) = im 定义 的 函数 fo)(z) : [0,1] 一 RR, 并 设 了: 


[0,1] 一 及 是 函数 

._/[ 1 当 z=1 

{9 -{ 0, 当 0<z<1. 
那么 函数 f(") 是 连续 的 , 并 且 在 [0, 1] 上 逐 点 收敛 到 f (为 什么 ? 分 别处 理 > 一 工 
和 0 < z <1 的 情形 ), 但 极限 函数 f 不 是 连续 的 . 注意 , 此 例 还 表明 逐 点 收敛 也 不 
保持 可 微 性 . 
例 14.2.5 ” 设 对 于 每 个 n， 

f(z) = 


m 
ZTo;rEB 


而 fm) 逐 点 收敛 到 f, 我 们 不 能 断定 
f(z)= 


FE: Je 


上 个 例子 就 是 一 个 反例 : 对 于 每 个 


lim T ”一 
一 LizE[0,1) 
但 zn 逐 点 收敛 到 上 例 中 所 定义 的 函数 f, 且 
ey f(z) =0. 
这 使 我 们 看 到 
im, lm f(D) ,lm dim, fe) 


(参阅 例 1.2.8). 于 是 逐 点 收敛 不 保持 极限 运算 . 

例 14.2.6 ” 设 对 于 每 个 n, f(m : [a,4] 一 民 是 区 间 [a,b] 上 的 Riemann 可 积 
函数 , 并 设 对 于 每 个 %, /io f= 工 . 设 fm 逐 点 收敛 到 某 函 数 f, 这 并 不 意味 着 
Jiaaf 二 工 . 这 里 有 一 个 反例 , 设 [w 引 := [0,1], 令 


2mw - 当 z=e[ 寺 , 划 ， 
f(s) n=1,2,3,.…， 
0， 当 ze[ouUN[ 赤 , 半 ， 


那么 fm 逐 点 收敛 到 零 函 数 f(z) := 0 (为 什么 ?). 另 一 方面 ， 
d 关 Oo) 一 一 0. 
对 于 每 个 m Vi 1, 而 人 ,/ 0 
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于 是 我 们 看 到 一 个 使 
lim (从 lim fo 
人 

的 例子 ， 可 能 会 认为 这 个 反例 中 f(") 是 不 连续 的 会 起 什么 作用 , 然而 可 以 容易 地 


在 这 个 反例 中 把 每 个 /" 修改 成 连续 函数 .( 你 知道 怎样 修改 吗 ?) 
另 一 个 具有 同样 精神 的 例子 是 “移动 站 食 ”的 例子 . 令 


mr 1 zen,nty) 区 和 
加) : 1 当 z ER\ [n,nt+1), ais 


那么 对 于 每 个 nn 
fae 到 加 人 

另 一 方面 fm 逐 点 收 伍 到 零 函数 0 (为 什么 ?) 而 所 0 一 0. 

在 这 两 个 例子 中 , 面积 为 1 的 函数 不 知道 怎么 就 “消失 ”了 而 产生 了 面积 为 0 
的 极限 函数 . 亦 见 例 1.2.9. 

这 三 个 例子 表明 逐 点 收敛 是 弱 得 没什么 大 作用 的 概念 ， 问题 在 于 , 当 f("(z) 
在 每 点 > 处 收敛 到 j(z) 时 , 收敛 的 速度 是 随 着 z 的 不 同 而 变化 的 . 例如 , 考虑 第 
一 个 例子 


f(z) :一 oz 0< 5 <1, n=0,1,2,3,.., 


1， 当 z = 1 
| 0， 当 0 和 rz< 1， 


那么 对 于 每 个 z, 当 n 一 co 时 , f(z) 收敛 到 f(z), 这 就 是 说 


a 1， 当 z=1 
lim z” = . 
no 0， 当 os<z<1， 


但 是 当 z 接近 1 时 的 收敛 速度 比 当 z 离开 1 时 的 收敛 速度 要 慢 得 多 .例如 , 考虑 
命题 
对 于 一 切 0 < z <1, ,lim z" =0. 


这 说 的 是 对 于 每 个 0 < z < 1 和 每 个 。> 0, 存在 N > 1 使 得 对 于 一 切 n> N， 
|z"| < e. 或 者 换个 样子 说 , 序列 1,z,z?, za … 在 经 过 它 的 有 限 数 N 个 元 素 之 后 
终于 变 得 比 s 小 . 但 需要 走 过 的 元 素数 目 N 强烈 地 依赖 于 z 的 位 置 . 作为 例子 , 取 
E := 0.1. 如 果 z = 0.1 那么 对 于 一 切 n > 2，|zx"| < e, 序列 在 第 二 项 之 后 变 得 比 e 
小 . 但 车 z= 0.5, 则 只 当 n > 4 时 |z"| < s, 也 就 是 说 , 必须 等 到 第 四 项 之 后 才能 使 
每 项 小 于 e. 而 若 z = 0.9, 则 仅 当 n > 22 时 才 有 |z"| < e. 显然 , z 越 接近 于 1, 就 
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必须 等 得 越久 才能 使 f()(z) 与 f(z) 接近 到 = 之 内 , 尽管 这 终究 是 做 得 到 的 (但 
是 , 怪 怪 地 , 当 收敛 性 随 着 x 接近 1 而 变 得 越 来 越 坏 时 , 一 旦 z = 1, 收敛 性 突然 变 
得 十 分 完美 .) 

用 另 一 种 形式 来 表达 此 事 , fo 收敛 到 /关于 z 不 是 一 致 的 一 一 要 使 fo(z) 
与 f(z) 接近 到 e 之 内 的 NN (n > N), 既 依赖 于 <, 也 依赖 于 zx. 这 启示 了 更 强 的 收 
义 概 念 . 

定义 14.2.7( 一 致 收敛 ) 设 (1")>， 是 从 一 个 度量 空间 (X,dx) 到 另 一 个 
度量 空间 (Y,dy) 的 函数 序列 , 并 设 f : X 一 Y 是 函数 . 如 果 对 于 每 个 s > 0, 都 存 
在 N > 0, 使 得 对 于 每 个 mn > N 及 ze X 都 成 立 dy (fo(z), f(z)) < ,那么 就 说 
(f 四 ) 避 在 XX 上 一 致 收敛 到 了 ,说 函数 了 是 函数 序列 (fo)% ， 的 一 致 极限 (或 
简单 地 说 是 fo) 的 一 致 极限 ). 

注 14.2.8 ”注意 , 此 定义 与 定义 14.2.1 中 的 逐 点 收敛 定义 有 微妙 的 区 别 . 在 
逐 点 收敛 定义 中 的 NN 允许 依赖 于 z, 此 处 不 允许 . 读者 应 把 此 区 别 与 连续 和 一 致 连 
续 间 的 区 别 ( 即 定义 13.1.1 和 定义 13.3.4 间 的 区 别 ) 相 比较 . 这 个 类 比 的 更 精确 的 
表述 在 习题 14.2.1 中 给 出 . 

易 见 , 如 果 7 在 X 上 一 致 收敛 到 f, 那么 它 也 逐 点 收敛 到 同一 极限 函数 / 
(见习 题 14.2.2), 所 以 , 当 一 致 极限 与 逐 点 极限 都 存在 时 , 它们 必定 相同 . 但 是 , 逆 命 
题 不 成 立 . 作为 例子 , 早先 由 fm(z) := z" 定义 的 函数 /109 : [0,1] 一 及 逐 点 收敛 ， 
但 不 一 致 收敛 (见习 题 14.2.2). 

例 14.2.9 ” 设 jn : [0,1] 一 及 是 函数 fm(z) := az, 并 设 1: [0,]] 一 R 是 零 
函数 f(z) := 0. 那么 fm 显然 逐 点 收敛 到 f. 现在 我 们 证 明 , 事实 上 fo) 一 致 收 
剑 到 f. 我 们 必须 证 明 , 对 于 每 个 = > 0, 都 存在 N, 使 得 对 于 每 个 re [0,1] 和 每 个 
n> NN, fo)(z) 一 f(z)| < e. 为 证 此 事 , 我 们 固定 es > 0. 那么 对 于 任何 r e I0,1] 和 
n>N, 有 


1 pe 
If®(z) — f(z)| = |a7-0 = ji<N 


于 是 , 要 是 选择 N 使 得 N > 1/e 的 话 (注意 此 选择 与 z 是 什么 无 关 ), 那么 就 有 
f(z) -f(z)| < e， 对 于 一 切 n>N 和 一 切 re [0,1]. 
这 里 我 们 做 一 个 平凡 的 注释 :如果 函数 序列 fm : X 一 了 逐 点 收敛 (或 一 


致 收敛 ) 到 函数 f : X 一 Y, 那么 fm 到 X 的 菜子 集 互 的 限制 函数 的 序列 
jle :了 一 Y 也 逐 点 收敛 (或 一 致 收敛 ) 到 fls( 为 什么 ?). 


习 题 14.2 
14.2.1 ”本 习题 的 目的 是 : 演示 一 个 连续 与 逐 点 收敛 之 间 的 具体 联系 , 及 一 致 连续 与 一 致 收敛 
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间 的 具体 联系 . 设 三: R 一 民 是 函数 . 对 于 任何 a € RR, 令 fo : 有 一 及 是 平移 函数 
万 (z) = f(z — oo). 
人 a) 证 明 : f 是 连续 的 当 且 仅 当 , 只 要 (an) 吕 1 是 收敛 到 零 的 实数 序列 , 平移 函数 疡 。 
就 逐 点 收敛 到 f. 
(b) 证 明 : f 是 一 致 收敛 的 当 上 且 仅 当 , 只 要 (an)%; 是 收敛 到 零 的 实数 序列 , 平移 函 
数 jo 就 一 致 收 化 到 /. 
14.2.2 (a) 设 (1 中 )”， 是 从 度量 空间 (X,dx) 到 度量 空间 (Y, dy) 的 函数 的 序列 ,并 设 
f:X=Y 是 从 X 到 了 的 函数 . 证 明 当 f™ 一 致 收效 到 f 时 , f( 也 逐 点 收 
敛 到 了 
(b) 对 于 每 个 整数 n> 1 令 1 : (11) 一 民 是 函数 1 (z) := zw". 证 明 1 中 
逐 点 收 化 到 零 函 数 0, 但 不 一 致 收敛 到 任何 函数 f: (一 1, 1) 一 RR. 
(c) 设 9 : (-1,1)  R 是 函数 g(z) := Tz 于， 保持 (b) 中 的 记号 , 证 明 部 分 和 
ba 当 N 一 oo 时 在 开 区 间 (1,1) 上 逐 点 收敛 到 g, 但 不 一 致 收敛 到 
9 (提示 : 用 引 理 7.3.3.) 如 果 用 闭 区 间 [1,1] 代替 开 区 间 (一 1, 1), 将 会 发 生 
什么 ? 
14.2.3 ” 设 (Xi dx) 是 度量 空间 . 对 于 每 个 整数 n > 1, 令 如: 久 一 及 是 实 值 函 数 . 假设 在 
X 上 fn 逐 点 收敛 到 函数 了 : X 一 及 (在 此 问题 中 我 们 给 及 以 标准 度量 d(x,y) = 
Iz 一. 设 及 :及 一 及 是 连续 函数 , 证 明 函 数 九 。 刻 在 X 上 逐 点 收敛 到 ho f, 其 中 
ho fn:X 一 RR 是 函数 ho fn(z) := h(fn(z)), hof 是 函数 ho f(z) := hh(f(2)). 
14.2.4 ， 设 所 :XX 一 Y 是 从 度量 空间 (X, dx) 到 度量 空间 (Y,dy) 的 有 界 函数 的 序列 . 设 所 
一 致 收敛 到 函数 f : X 一 Y. 假设 有 是 有 界 函 数 , 即 存在 Y 中 的 球 Bey,ay) (yo,R) 
使 得 对 于 一 切 re X, f(z) e Bty.ay)(wyo, RR). 证 明 序列 f。 是 一 致 有 界 的 , 即 Y 中 
存在 一 个 球 Bey.ay)(y,7), 使 得 对 于 一 切 z Ee X 及 一 切 正 整数 n， 


fn (7) € Beyay) (ys 7). 
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现在 我 们 给 出 一 致 收敛 本 质 上 比 逐 点 收敛 要 好 的 第 一 个 证 明 . 具体 地 说 , 我 们 
证 明 连 续 函 数 序列 的 一 致 极限 是 连续 函数 . 

定理 14.3.1( 一 致 极限 保持 连续 性 I) 设 (j(")”， 是 从 度量 空间 (X, dx) 到 
度量 空间 (Ydy) 的 函数 的 序列 , 并 设 此 序列 一 致 收 铸 到 辑 数 f :和 一 Y. 设 zo 是 
XX 的 点 . 如 果 对 于 每 个 m 函数 J" 都 在 点 zo 处 连续 , 那么 极限 函数 厂 也 在 点 z0 
处 连续 . 

证 明 ”见习 题 14.3.1. 

此 定理 有 一 个 直接 的 推论 : 
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推论 14.3.2( 一 致 极限 保持 连续 性 IT) 设 (Fn))2 ， 是 从 度量 空间 (X,dx) 到 
度量 空间 (Y, dy) 的 函数 的 序列 , 并 设 此 序列 一 致 收 仇 到 函数 卫 : 蕊 一 了 .如 果 对 
于 每 个 n，f(") 都 在 关上 连续 , 那么 极限 郧 数 也 在 久 上 连续 

此 事 与 例 14.2.4 相反 . 定理 14.3.1 有 一 个 小 小 的 变样 , 也 是 很 有 用 的 : 

命题 14.3.3( 极 限 与 一 致 极限 换 序 ) ” 设 (X dx) 和 (Y,dy) 是 度量 空间 ,其 中 
Y 是 完备 的 . 设 马 是 久 的 子 集 合 . 设 (J 人 "| 是 从 万 到 Y 的 函数 的 序列 , 并 假 
设 此 序列 在 忆 上 一 致 收敛 到 革 函 数 f: 忆 一 了 . 设 ToEB 是 忆 的 附着 点 , 并 设 对 
于 每 个 n, 极限 lim f(r) 都 存在 . 那么 极限 2 也 存在 并 且 等 于 
序列 (。Jlim pf0D(o))n-1 的 极限 , 换言之, 如 下 的 极限 换 序 成 立 


一 0 


= 

证 明 ”见习 题 14.3.2. 国 

这 与 例 14.2.5 相反 . 最 后 我 们 还 有 这 些 定理 的 一 个 序列 形式 : 

命题 14.3.4 设 (fm) ;是 从 度量 空间 (X,dx) 到 度量 空间 (Y,dy) 的 连续 
衣 数 的 序列 , 假设 这 个 序列 一 致 收 化 到 函数 让: X 一 Y. 设 zm) 是 义 中 的 点 的 序 
列 , 它 收 化 到 某 极限 z. 那么 fj(zOo) 在 Y 中 收敛 到 f(z). 

证 明 见习 题 14.3.4. [ 

对 于 有 界 函 数 有 类 似 的 结果 成 立 : 

定义 14.3.5( 有 界 函 数 ) ” 设 1 :XX 一 Y 是 从 度量 空间 (X,dx) 到 度量 空间 
(Ydy) 的 函数 . 如 果 f(X) 是 有 界 集合 , 即 存在 Y 中 的 球 Boy.ay)(yo, RR) 使 得 对 于 
一 切 z eX 成 立 f(z) se BGyay)(yo, R), 那么 就 称 f 为 有 界 函 数 . 

命题 14.3.6( 一 致 极限 保持 有 界 性 ) ” 设 (J(")， 是 从 度量 空间 (X,dx) 到 
度量 空间 (Ydy) 的 函数 的 序列 , 并 假设 此 序列 一 致 收 你 到 函数 f: 贸 一 了 . 如 果 
对 于 每 个 n, 画 数 f(") 都 是 在 X 上 有 界 的 , 那么 极限 函数 也 是 在 X 上 有 界 的 . 

证 明 ”见习 题 14.3.6. 国 

注 14.3.7 ”上述 各 命题 听 上 去 都 很 合理 , 但 是 应 该 小 心 , 这 只 当 假定 一 致 收敛 
时 才 成 立 , 逐 点 收敛 是 不 够 的 . (见习 题 14.3.3、 习题 14.3.5 和 习题 14.3.7.) 


习 题 14.3 


14.3.1 ”证 明定 理 14.3.1. 简要 地 解释 为 什么 你 的 证 明 需 要 一 致 收敛 性 , 为 什么 逐 点 收敛 不 够 
用 . (提示 : 最 容易 的 是 使 用 定义 13.1.1 中 的 “6? 定义 . 你 可 能 用 到 三 角形 不 等 式 
dy (f(a), f(z0)) < dr (F(z), (2) + dy (fs), fm(zo)) 
+dy(f™ (xo), f(z0)). 
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而 且 你 可 能 要 把 = 分 成 < = 十 和 十. 最 后 , 用 命题 14.3.3 证 明定 理 14.3.1 是 可 能 
的 , 但 你 可 能 会 发 现 首先 证 明定 理 14.3.1 会 更 容易 .) 

14.3.2 ”证 明 命题 14.3.3， (提示 : 这 很 像 定理 14.3.1， 但 是 定理 14.3.1 不 能 用 来 证 明 命题 
14.3.3, 而 用 命题 14.3.3 来 证 定理 14.3.1 是 可 能 的 .) 

14.3.3 ”把 命题 14.3.3 与 例 1.2.8 进行 比较 . 你 现在 能 不 能 解释 , 为 什么 例 1.2.8 中 极限 次 序 
的 交换 导致 错误 的 结果 , 而 命题 14.3.3 中 的 换 序 是 正确 的 ? 

14.3.4 ”证 明 命 题 14.3.4，( 提 示 : 尽管 叙述 稍 有 不 同 , 这 也 与 定理 14.3.1 和 命题 14.3.3 类 似 ， 
而 且 不 能 从 那 两 个 结果 导出 此 结果 .) 

14.3.5 ”举例 说 明 , 如 果 把 “一 致 收敛 ” 换 为 “ 逐 点 收敛 ”, 命题 14.3.4 不 再 成 立 . (提示 : 某 些 
早先 已 给 出 的 例子 就 可 说 明 此 事 .) 

14.3.6 ”证 明 命题 14.3.6. 

14.3.7 ”举例 说 明 , 如 果 把 “一 致 收敛 ” 换 为 “ 逐 点 收敛", 命题 14.3.6 不 再 成 立 . (提示 : 某 些 
早先 已 给 出 的 例子 就 可 说 明 此 事 .) 

14.3.8 ” 设 (X,d) 是 度量 空间 , 并 且 对 于 每 个 正 整数 n, 设 六 :和 一 下 和 gn :大 一 及 都 
是 函数 ， 假 设 ( 记 ) 叶 :一 致 收敛 到 函数 f : X 一 RR, 而 (gn) 只! 一 致 收 合 到 函数 
9 :X 一 及. 还 假设 (所 ) 窟 1 和 (gn)21 都 是 一 致 有 界 的 , 即 存在 M > 0 使 得 对 于 
一 切 n>1 和 z eR, |fn(z)| < M 并 且 |gn(z)| < M. 证 明 fgn : X 一 以 一致 收 
钱 到 1g :X 一 及. 
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本 书 中 我 们 已 经 至 少 建立 了 四 种 看 起 来 不 一 样 的 极限 概念 : 

(a) 度量 空间 中 点 的 序列 的 极限 ,mz” (定义 12.1.14, 亦 见 定义 13.5.4); 

(b) 函数 在 一 点 处 的 极限 值 slimep f(r) (定义 14.1.1); 

(Q) 函数 序列 (1 扑 )”， 的 逐 点 极限 六 (定义 14.2.1); 

(qd) 函数 序列 (7(") ,的 一 致 极限 f (定义 14.2.7). 

这 么 多 极限 概念 , 看 上 去 是 相当 复杂 了 . 然而 我 们 可 以 这 样 来 稍微 降低 复杂 性 : 
把 (d) 看 作 (a) 的 特殊 情形 .当然 , 这 样 做 要 多 加 小 心 , 因为 现在 处 理 的 是 函数 而 
不 是 点 , 处 理 的 收敛 既 不 是 在 X 中 的 收敛 也 不 是 在 Y 中 的 收敛 , 而 是 在 一 个 新 的 
从 六 到 Y 的 函数 空间 中 的 收敛 . 

注 14.4.1 ”如 果 愿 意 代 痊 度量 空间 而 考虑 拓扑 空间 , 也 可 以 把 (b) 看 作 (a) 
的 特殊 情形 , 见习 题 14.1.4, 而 且 (c) 也 是 (a) 的 特殊 情形 , 见习 题 14.4.4. 于 是 , 在 
拓扑 空间 中 收敛 的 概念 可 用 来 统一 我 们 遇 到 的 全 部 极限 概念 . 

定义 14.4.2( 有 界 函 数 的 度量 空间 ) ” 设 (X,dx) 和 (Y,dy) 是 度量 空间 , 让 
B(X 一 了 ) 代表 从 X 到 了 的 有 界 函 数 的 空间 ? 


@ 注意 , 根据 罕 集 公理 (公理 3.10) 和 分 类 公理 (公理 3.5), 这 是 一 个 集合 
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B(X 一 Y) := {flf :和 一 Y 是 有 界 函数 }. 
如 下 定义 度量 dco : B(X 一 了 ) x B(X 一 Y) 一 R+: 对 于 一 切 Jf,g e B(X 一 了 )， 


doo(f,9) := Sup dy (f(z), g(®)) = sup{dy(f(2), 9(7)) : + € X}. 


这 个 度量 有 时 叫 作 上 确 界 范 数 度 量 , 或 Ze 度量 . 我 们 也 使 用 dp(x_,Y) 作为 dso 
的 同 义 表达 . 

注意 , 距离 doo(f,g) 总 是 有 限 的 , 因为 假设 f 和 9 都 在 江上 有 界 . 

例 14.4.3 设 久 :=[0,1],Y :=RR. 设 f:[0,1] 一 R 和 9g:[0,1 一 及 分 别 是 
函数 f(z) := 2z 和 g(z) := 3z. 那么 f 和 9 都 是 有 界 函 数 从 而 属于 B([0,1] 一 R). 
它们 之 间 的 距离 是 


del(f,9) := sup |2z 一 3z| = sup |z|=1. 
ze[0,1] zE[0,1] 


这 个 空间 事实 上 是 度量 空间 (习题 14.4.1). 依 此 度量 的 收敛 事实 上 就 是 一 致 
收敛 : 
命题 14.4.4 ” 设 (X,dx) 和 (Y,dy) 都 是 度量 空间 ,(j 四 )m 是 B(X 一 Y) 
中 的 通 数 的 序列 , 并 设  e B(X 一 了 ). 那么 (JD) ， 依 度量 dB(X_y) 收敛 到 f 
的 充分 必要 条 件 是 (fo))] ;一致 收 仇 到 让 

证 明 ”见习 题 14.4.2. 如 

现在 设 C(X 一 Y) 是 从 X 到 Y 的 有 界 连续 函数 的 空间 : 


C(X 一 了 ) := {fe B(X 一 Y) :了 是 连续 的 }. 


集合 C(X 一 Y) 显然 是 B(X 一 了 ) 的 子 集合 . 推论 14.3.2 断定 这 个 空间 
C(X 一 了 ) 在 B(X 一 Y) 中 是 闲 的 (为 什么 ?). 实际 上 我 们 还 可 以 说 得 更 多 : 

定理 14.4.5( 连 续 函数 空间 是 完备 的 ) ” 设 (X,dx) 是 度量 空间 , 并 设 (Ydy) 是 
完备 的 度量 空间 . 那么 空间 ( C( 和 一 了 ) dB(x-yrilctx yyxctoxLr)) 是 (BOX 一 
了 ),dB(x_.y)) 的 完备 子 空间 换言之 , C(X 一 了 ) 中 的 函数 的 每 个 Cauchy 序列 都 
收敛 到 C(X 一 了 ) 中 的 函数 . 

证 明 ”见习 题 14.4.3. 国 


习 题 14.4 


14.4.1 设 (X,dx) 和 (% dr) 是 度量 空间 . 证 明定 义 14.4.2 中 定义 的 空间 B(X 一 Y) 连同 
度量 dp(x_.y) 确实 是 度量 空间 . 
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14.4.2 ”证 明 命题 14.4.4. 

14.4.3 ”证 明定 理 14.4.5. (提示 : 这 与 定理 14.3.1 的 证 明 类 似 , 但 不 全 同 .) 

14.4.4” 设 (X,dx) 和 (Y,dy) 是 度量 空间 , 并 设 YX := {f|f :和 一 Y)} 是 从 XX 到 YY 的 一 
切 函数 的 空间 (参阅 公理 3.10). 当 zo e X, 且 V 是 Y 的 开 集 时 , 设 V(*0 CYX 是 
集合 

VCco) := {f eyx ; f(z0) EV}. 
设 巨 是 YX 的 子 集合 , 我 们 说 已 是 开 的 , 如 果 对 于 每 个 f < 已 ， 都 存在 有 限 个 点 
ZD Zn E 站 以 及 开 集 态 ,… ,Vi CY, 使 得 


fevw ?NNN VY cE. 
。 证 明 : 如 果 了 是 YX 中 的 开 集 的 族 , 那么 (YX, 了 ) 是 拓扑 空间 . 
。 对 于 每 个 自然 数 n, 设 f(") : X 一 了 是 从 X 到 了 的 函数 , 并 设 f:X 一 Y 是 


从 环 到 的 函数 . 证 明 fj") 依 拓扑 工 收 化 到 f( 按 定义 13.5.4) 当 且 仅 当 Fo) 
逐 点 收敛 到 f ( 按 定义 14.2.1). 


拓扑 7 叫 作 逐 点 收敛 拓扑 , 理由 是 明显 的 . 同时, 它 也 叫 作 乘积 拓扑 . 这 表明 , 逐 点 收 
敛 的 概念 可 以 看 作 是 拓扑 空间 中 的 更 一 般 的 收敛 概念 的 特殊 情形 . 
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我 们 已 经 讨论 了 函数 的 序列 , 现在 来 讨论 函数 的 无 限 级 数 学 /现在 招 注意 
力 集中 在 从 度量 空间 (X,d) 到 实 直线 及 (装备 有 标准 度量 ) 的 函数 有 ; X RR. 这 
样 做 是 因为 知道 如 何 把 两 个 实数 加 起 来 ,而 不 必 知 道 如 何 把 一 般 的 度量 空间 Y 中 
的 两 个 点 加 起 来 . 值 域 在 R 中 的 函数 有 时 叫 作 实 值 函数 . 

有 限 和 当然 是 容易 的 给 定 任意 有 有 限 个 从 X 到 玉 的 函数 70, ,100, 可 以 
定义 有 限 和 E10 :三 一 及 为 


N N 
(T°) =) 
i=1 j= 


例 14.5.1 如 果 70) : R 一 及 是 函数 f(z) := zi fC) :RR 一 及 是 函数 
f(z) := z2; f(3) :及 一 及 是 函数 (9(z) := z3, 那么 了 := 羡 JG 是 由 f(z) := 
所 
工 十 2 十 Z3 定义 的 函数 f :R 一 及 . 


容易 证 明 , 有 界 函 数 的 有 限 和 是 有 界 的 , 连续 函数 的 有 限 和 是 连续 的 (见习 题 
14.5.1). 


现在 来 考虑 无 限 级 数 . 
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定义 14.5.2( 无 限 级 数 ) 设 (X,d) 是 度量 空间 . 设 (j(")”, 是 从 XX 到 及 的 
函数 的 序列 并 设 了 是 从 X 到 中 的 函数 . 如 果 部 分 和 多 中 在 XX 上 当 N 一 oo 
时 逐 点 收 化 到 六 就 说 无 限 级 数 时 fm 逐 点 收敛 到 /, 记 作 了 一 3 7 .如果 部 
分 和 2 J 中 在 X 上当 N -oo 时 一 致 收敛 到 了, 就 说 无 限 级 数 > j 四 一 致 收敛 
到 了 仍 记 了 = 实 9 (所 以 , 见 到 像 > jn = 了 这样 的 表达 式 时 , 应 从 上 下 文 

n=1 = 
看 此 级 数 依 何 种 意义 收 全 ) 

注 14.5.3 ”级 数 fm 在 关上 逐 点 收 全 到 了 当 且 仅 当 对 于 每 个 ze 天 ， 
by f(z) 收敛 到 f(z)，( 于 是 , 如 果 > fm 不 逐 点 收敛 到 f, 那 并 不 表示 它 逐 点 
发 元 它 可 以 在 某 些 点 = 处 收 生 ， 而 在 勇 一 些 点 y 处 发 散 ) 

如 果 级 数 车 fm 一 致 收敛 到 f, 那么 它 也 乏 点 收敛 到 J, 但 反之 不 真 ,如 下 例 
所 示 : 

例 14.5.4 设 : (-1,1) 一 及 是 函数 f(z) :=z", ne Ni. 那么 Df 

n=1 
逐 点 收敛 到 函数 2 但 不 一 致 收敛 (习题 14.5.2). 

何 时 级 数 fo 政委 或 不 收敛 并 不 总 是 很 明显 的 . 但 有 一 个 非常 有 用 的 尖 
别 法 , 至 少 可 用 来 判别 一 致 收敛. 

定义 14.5.5( 上 确 界 范 数 ) 设 / :X -及 是 有 界 实 值 函数 , 定义 /的 上 确 界 
范 数 | f ||。 为 数 

1 7 lw:= sup{f (2)| :2 € X}. 
换言之 ,上 fiw= du(/0), 其 中 0:X 一 以 是 零 函 数 0(z) := 0, 而 do 是 定义 14.4.2 
中 定义 的 度量 . (此 事 为 何 成 立 ?) 
例 14.5.6 如果 了:(-2,1) 一 及 是 函数 f(z) := 2z, 那么 


17 le= sapflazl:ze (-2,1)} =4 (为 什么 ?) 
注意 , 当 了 有 界 时 , || | 总 是 一 个 非 负 实 数 
定理 14.5.7(Weierstrass M 判别 法 ) 设 (X,d) 是 度量 空间 , 并 设 (/ 中 中 是 
上 的 有 界 实 们 连续 卫 数 的 序列 . 如 果 级 数 中 | 7)||w 收 化 (注意 这 绝 科 是 一 个 
实效 的 级 数 ), 那么 级 数 号 /0 在 六 上 一 致 收 伍 到 大 上 的 某 夯 数 /而 且 西 数 


也 是 连续 的 ， 
证 明 “见习 题 14.5.3. 外 
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Weierstrass M 判别 法 可 简单 地 叙述 为 : 上 确 界 范 数 的 绝对 收敛 蕴含 函数 级 数 
的 一 致 收敛 . 

例 14.5.8 设 0<r<1 是 实数 , 并 设 fm : [-mr] 一 及 是 函数 f(z) := 
多 n E N+， 那 么 每 个 1 都 是 连续 的 并 且 有 界 的 ,而且 | 7 lo= r"( 为 什 

么 ?). 由 于 级 数 Er 绝对 收 全 (例如 根据 比例 判别 法 (定理 7.5.1)), 所 以 之 7 

在 [- wl 上 一 经 收 化 到 某 连 续 函 数 ,在 习题 14.5.2 中 我 们 见 到 这 个 函数 必 是 由 
f(z) := is 定义 的 函数 f : [-7,7] 一 R. 结论 是 , 级 数 学 在 (-1,1) 上 是 逐 点 
收敛 的 但 不 是 一 致 收敛 的 , 而 对 于 任何 0 < > < 1, 它 在 较 小 的 区 间 [-n,7] 上 是 一 
致 收敛 的 . 

Weierstrass M 判别 法 在 处 理 吕 级 数 时 特别 有 用 , 下 一 章 我 们 将 遇 到 寡 级 数 . 


习 题 14.5 
14.5.1 ” 设 1 ,ftY) 是 从 度量 空间 (X,d) 到 下 的 有 界 函数 的 有 限 序列 . 证 明 计 7 也 
全 
是 有 界 的 . 当 用 “连续 ”代替 有 界 时 证 明 类 似 的 结论 , 当 用 “一 致 连续 ”代替 “连续 " 


时 情况 如 何 ? 

14.5.2 ”验证 例 14.5.4 的 结论 . 

14.5.3 ”证 明定 理 14.5.7. (提示: 先 证 明 序列 ( 19)%_， 是 C(X 一 民 ) 中 的 Cauchy 序 
列 , 然后 使 用 定理 14.4.5.) 


814.6 ”一 致 收敛 与 积分 


现在 把 一 致 收敛 与 Riemann 积分 联系 起 来 (Riemann 积分 是 在 第 11 章 中 讨 
论 过 的 ) 来 证 明 一 致 极限 可 以 放心 地 与 积分 交换 次 序 . 
定理 14.6.1 设 |o,8] 是 区 间 , 并 设 对 于 每 个 整数 nn 之 1, 7 : [@ 引 一 及 是 
Riemann 可 积 函 数 , 假设 (j(m) 1 在 [o, 上 一 致 收 化 到 函数 太 : [2,0] 一 民 ,那么 
f 也 是 Riemann 可 积 的 , 并 且 
lim Jo = 对 
9 Jad] [oa 加 
证 明 ”我 们 先 证 j 在 [如 上 是 Riemann 可 积 的 . 这 就 是 要 证 了 的 上 Riemann 
积分 与 下 Riemann 积分 相等 : ys = Ja 下 
设 e> 0. 由 于 (70)2， -天 必 人 到 六 所 以 存在 N > 0, 使 得 对 于 一 切 n> N 
和 zela,g], 有 
| 7 - 1060) | <e. 
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当然 
fz) —e < f(z) < Jo)(z)+Es， 对 于 一 切 z € [0, dl. 
在 [ob 上 积分 此 式 , 得 到 


/ (1® -6) < / < / as 1 (9 


由 于 假定 f(" 是 Riemann 可 积 的 , 所 以 


ye 融 ) SS . 本 fs < Cs 3) eb 


当然 , 我 们 得 到 


os- 


由 于 此 式 对 于 每 个 。 > 0 都 成 立 , 就 得 到 所 要 证 的 |。,f = J 
上 述 论证 也 表明 , 对 于 每 个 = > 0, 存在 N > 0, 使 得 对 于 一 切 n > N， 


J 从 人 人 | < 2e(b— a), 


这 表明 人 ij fo 收敛 到 fy/ 

重 述 定理 14.6.1: 可 交换 极限 与 ( 紧 臻 区 间 fa, 目 上 的 ) 积分 ， 
im (m= im f(™) 

人 


只 要 收敛 是 一 致 的 . 这 与 例 14.2.6 及 例 1.2.9 相反 . 
此 定理 有 级 数 形式 的 类 比 : 


推论 14.6.2 ” 设 [a, 是 区 间 , 并 设 (1(D)m2， 是 在 [o 引 上 Riemann 可 积 的 


通 数 的 序列 . 如 果 级 数 六 f(m) 一 至 收敛 ,那么 
n=1 


>/ 7 四 一 Tm. 


n1 /le [od] n=1 
证 明 “见习 题 14.6.1. 


此 推论 与 Weierstrass M 判别 法 (定理 14.5.7) 联合 运用 , 特别 好 使 : 
例 14.6.3( 非 正式 的 ) ”从 引 理 7.3.3 可 得 几何 级 数 等 式 
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而 且 (根据 Weierstrass M 判别 法 ) 对 于 任何 0 <r < 1, 在 [-7,7] 上 收敛 是 一 致 的 . 
加 1 于 上 式 两 端 , 得 


~ 1 
二 


n=0 


收敛 仍 在 [-7,7] 上 是 一 致 的 . 于 是 可 以 在 [0,7] 上 积分 并 使 用 推论 14.6.2 而 得 到 


~ . 
> / Zz"dr = J dz. 
per/ onl- 


左 端 是 立 3 全， 如果 现在 允许 使 用 对 数 (将 在 815.5 中 给 予 理 论证 明 ), 1 二 的 反 
导数 (anti-derivative, 即 原 函数 ) 是 -ln(1 - x), 于 是 右 端 是 -In(1 7). 从 而 得 到 
公式 


ED: rntl 
-nn) = iii 站 
n=0 


习 题 14.6 


14.6.1 ”用 定理 14.6.1 证 明 推论 14.6.2. 


814.7 ”一 致 收敛 和 导数 


我 们 已 经 看 到 , 一 致 收敛 与 连续 性 、 极 限 以 及 积分 的 交互 作用 是 多 么 融洽 . 现 
在 我 们 来 研究 它 与 导数 是 怎样 交互 作用 的 . 

首先 要 问 的 是 : 如 果 {fn} 一 致 收敛 到 f, 并 且 诸 函数 f, 都 是 可 微 的 , 那么 这 
是 否 蕴含 f 也 是 可 徽 的 ? 如 果 f 也 是 可 微 的 , 那么 { 态 } 是 不 是 也 收敛 到 17? 

不 幸 的 是 , 对 于 第 二 个 问题 的 回答 是 否定 的 . 为 了 构 作 一 个 反例 , 我 们 不 加 证 
明 地 使 用 关于 三 角 函 数 的 一 些 基本 事实 (815.7 将 对 这 些 事实 进行 严格 的 论述 ). 考 
处 由 刀 (z) := 堪 sin(nz) 定义 的 函数 所 : [0, 2 一 R, 并 令 :0,2 一 R 是 零 函 
数 f(z) := 0. 那么 , 由 于 sin 的 值 介 于 -1 和 1 之 同 , 所 以 dco(fn,f) < 去 , 其 中 我 
们 使 用 定义 14.4.2 中 引入 的 一 致 度量 doo(f,g) := supzelo2n |f(z) 一 g(z)|. 由 于 遍 
收敛 到 0, 所 以 由 挤 压 判 别 法 , 知 {fn} 一 致 收敛 到 f. 另 一 方面 , f(x) = Vnicos(nz) 
而 且 | 所 (0) 一 了 (0){ = Vn. 所 以 及 并 不 逐 点 收敛 到 f', 当然 也 不 一 致 收敛 到 六. 
其 实在 许多 点 ze [0,27] 处 


A 


814.7 ”一 致 收敛 和 导数 ”303 


对 于 第 一 个 问题 的 回答 也 是 否定 的 ， 由 户 (z) := V 十 + z2 定义 的 函数 fn : 
[1231 一 R, me N+, 就 是 一 个 例子 . 这 些 函 数 都 是 可 微 的 (为 什么 ?). 还 有 , 容易 
验证 

Iz| < fn(7x) < lz 十 
对 于 一 切 ze [-1,1] 成 立 (为 什么 ? 把 两 边 平方 ), 于 是 由 挤 压 判别 法 , {f} 一 致 收 
敛 到 绝对 值 函数 f(z) := |z|. 但 此 函数 在 0 处 不 可 微 (为 什么 ?). 于 是 , 可 微 函数 的 
一 致 极限 不 必 是 可 微 的 ( 亦 见 例 1.2.10). 

总 而 言 之 , 函数 序列 {所 } 的 一 致 收敛 对 于 导 函 数 序 列 { 扩 } 的 收敛 不 提供 任 
何 信息 . 但 是 只 要 {fn} 在 一 点 处 收敛 , 反 过 来 的 命题 就 成 立 : 

定理 14.7.1 设 [a,4] 是 区 间 . 对 于 每 个 整数 n>>1, 设 所: [a,] 一 民 是 可 
微 函 数 , 并 且 其 导 函 数 及 : [a, 引 一 下 是 连续 的 . 假设 导数 序 列 {所} 一 致 收敛 到 通 
数 g : [a,8] 一 民 . 还 假设 存在 zo < [o, 吕 使 得 极限 lim fn(zo) < 及. 那么 函数 序列 
{fn} 一 致 收 敏 到 一 个 可 微 函 数 ,并且 三 的 导数 等 于 g. 

非 正式 地 说 , 上 述 定理 说 的 是 , 如 果 {所 } 一 致 收敛 , 并 且 {f(z0)} 对 于 某 zo 
收敛 , 那么 {fn} 也 一 致 收敛 , 并 且 


二 Wn) = am 大) 


证 明 ”此 处 只 给 出 证 明 的 开头 , 其 余部 分 留 作 习题 (习题 14.7.1). 
由 于 太 是 连续 的 , 根据 微 积分 基本 定理 (定理 11.9.4) 得 到 


Jula) -所 co) = 时 已 € [ros], 
以 及 
hl) folzo) = 一 太太 ze lo,aol. 
(5) 一 (oo) 由 i ela 
设 工 是 当 n 一 oo 时 所 (zo) 的 极限 : 
5 := lim fa(z0), 


由 假定 , 存在 . 现在 由 于 每 个 长 都 在 [o, 中 上 连续 而 且 到 一 致 收敛 到 g, 所 以 ， 
由 推论 14.3.2 知 , g 也 是 连续 的 . 现在 由 下 式 定义 函数 f : [a, 引 一 下， 


f(z) L/h ze [a, dl. 


为 了 完成 证 明 , 我 们 必须 证 明 访 一 致 收敛 到 ,而且 f 是 可 微 的 , 它 的 导 函 数 是 9， 
这 将 在 习题 14.7.1 中 完成 . 
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注 14.7.2 ”其 实 , 当 不 假定 函数 太 连续 时 , 定理 14.7.1 依然 成 立 , 只 是 证 明 
要 更 为 困难 , 见习 题 14.7.2. 

把 这 个 定理 与 Weierstrass M 判别 法 结合 起 来 , 就 得 到 

推论 14.7.3” 设 四 是 区 间 , 对 于 每 个 整数 nn 之 1, 设 户 : [mw 引 一 及 是 可 微 
函数 其 导 函 数 腑 : [4 一 民 是 连续 的 . 假设 级 数 六 上 六 le 绝对 收 化 ， 其 中 


| An lee:= sup la(z)l 
|] 


是 及 的 由 定义 14.5.5 定义 的 上 确 界 范 雪 还 候 设 对 于 菜 zo E Ia 人 级 教代 f(zo) 


收 化 那么 级 数 里 所 在 [a, 日 上 一 致 收 敏 到 一 个 可 微 画 数 ， 并 且 事实 上 对 于 一 切 
2 
ZE[a, 吕 


让 站- 


证 明 ”见习 题 14.7.3. 国 

我 们 现在 停 下 来 举 一 个 这 样 的 函数 的 例子 , 它 处 处 连续 但 处 处 不 可 微 (这 个 特 
殊 的 例子 是 Weierstrass 发 现 的 ). 还 有 , 我 们 预先 假定 已 具有 关于 三 角 函 数 的 知识 ， 
对 于 这 些 知识 的 严格 讨论 将 在 815.7 中 进行 . 

例 14.7.4 设 了 :及 一 及 是 函数 


f(z) := 于 去 cos(32"7x7). 


n=1 


注意 ,根据 Weierstrass M 判别 法 ,这 个 级 数 一 致 收敛 , 并且 由 于 每 个 函数 4-" 
cos(32"zz) 都 是 连续 的 ， 所 以 函数 f 也 是 连续 的 ， 但 是 , 它 不 是 可 微 的 (见习 题 
15.7.10). 事实 上 它 是 处 处 不 可 微 的 函数 , 尽管 它 是 处 处 连续 的 ! 


习 题 14.7 


14.7.1 ”完成 定理 14.7.1 的 证 明 . 将 例 1.2.10 与 此 定理 进行 比较 , 解释 为 什么 这 个 例子 与 定理 
并 不 矛盾 . 

14.7.2 ”证 明定 理 14.7.1, 不 假定 f 是 连续 的 . 这 就 是 说 , 你 不 能 使 用 微 积分 基本 定理 . 但 平 
均值 定理 (推论 10.2.9) 依然 可 用 . 用 它 来 证 明 , 如 果 do( 太 ,如 ) < ,那么 |(fn(z) 一 
fm(z)) 一 (fn(z0) 一 fm(z0))| < elz -zol 对 于 一 切 ze [a,4] 成 立 , 然后 用 这 个 结果 
来 完成 定理 14.7.1 的 证 明 . 
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814.8 ”用 多 项 式 一 致 逼近 


正如 我 们 刚 看 到 的 , 连续 函数 的 性 状 可 以 很 坏 , 例如 , 它 可 以 处 处 不 可 微 ( 例 
14.7.4). 另 一 方面 , 像 多 项 式 这 样 的 函数 , 性 状 总 是 很 好 的 , 总 是 可 微 的 . 幸运 的 是 ， 
即使 多 数 连 续 函 数 的 性 状 都 不 像 多 项 式 那么 好 , 但 它们 总 是 可 以 用 多 项 式 来 一 致 逼 
近 的 , 这 个 重要 的 (然而 也 是 困难 的 ) 结果 正 是 周知 的 Weierstrass 逼近 定理 , 这 是 
本 节 的 课题 . 

定义 14.8.1 ” 设 w 中 是 区 间 . lo, 切 上 的 多 项 式 是 形 如 f(z) := > cj27 的 函 
数 [6 机 一 民 , 其 中 n> 0 是 整数 并 且 co,… ,cn 是 实数 . 如 果 ce 天 0 那么 台电 
作 7 的 次 数 . 

例 14.8.2 由 f(z) := 3z4+2z3 一 4z 十 5 定义 的 函数 f:[1,2] 一 民 是 [1,2] 
上 的 4 次 多 项 式 . 

定理 14.8.3(Weierstrass 和 逼近 定理 ) 设 [a,8] 是 区 间 , f : [a,6| 一 R 是 连续 
防 数 . 任 给 。 > 0, 都 存在 [o 上 的 多 项 式 P, 使 得 doo(Pf) < = ( 即 对 于 一 切 
Ze[o 中 |f(z)- P(z)| se 

令 述 此 定理 的 另 一 方式 如 下 . 我 们 记得 C([a,8] 一 RR) 是 从 [中 到 R 的 连续 
函数 的 空间 , 具有 一 致 度量 do. 设 P([a, 中 一 恨 ) 是 fo, 引 上 的 全 体 多 项 式 组 成 的 空 
间 , 它 是 C([c 忆 一 R) 的 子 空间 , 这 因为 每 个 多 项 式 都 是 连续 的 (习题 9.4.7). 那么 
Weierstrass 逼近 定理 说 的 是 , 每 个 连续 函数 都 是 P([c, 一 民 ) 的 附着 点 ; 或 者 说 多 
项 式 空间 的 闭 包 是 连续 函数 空间 : 


Pl[a,b] = R) = C(la,b] — R). 


也 就 是 说 , [a,9] 上 的 每 个 连续 函数 都 是 多 项 式 的 一 致 极限 . 换言之 , 多 项 式 空间 在 
连续 函数 空间 中 依 一 致 度量 稠密 . 

Weierstrass 逼近 定理 的 证 明 有 点 复杂 , 将 分 成 几 个 步骤 . 首先 需要 一 个 对 于 恒 
等 逼近 的 概念 . 

定义 14.8.4( 紧 支撑 函数 ) ” 设 [a,9 是 区 间 . 函数 f : RR 一 R 叫 作 是 支撑 在 
[a; 引 上 的 , 如 果 当 z 4 [ww 中 时 f(z) =0. 说 f 是 紧 支撑 的 当 且 仅 当 它 支 撑 在 某 区 
闻 [a,g] 上 . 如 果 f 连续 并 且 支 撑 在 [a, 上 , 那么 , 定义 反常 积分 [他 。f 为 fo f 

注意 , 一 个 函数 可 以 支撑 在 多 于 一 个 区 间 上 , 例如 一 个 支撑 在 [3, 4] 上 的 函数 
自动 地 支撑 在 [2, 5] 上 (为 什么 ?). 原则 上 说 , 这 可 能 意味 着 我 们 对 于 /%f 的 定 
义 不 成 功 , 但 事实 并 非 如 此 : 

引 理 14.8.5 车 f: 民 一 民 是 连续 的 并 且 支 撑 在 区 间 [a,6 上, 而 且 也 支撑 在 
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另 一 区 间 [c,d] 上 , 那么 


hs 2 


证 明 ”见习 题 14.8.1. [ 

定义 14.8.6( 对 于 恒 等 的 逼近 ) 设 e>0,0<5<1. 称 函数 了 :及 一 及 为 对 
于 恒 等 的 (e, 6) 逼近 , 如 果 它 具有 下 述 三 条 性 质 . 

(a) f 支撑 在 [-1,1] 上 且 对 于 一 切 -1 和 z 和 1 f(z)>0. 

(b) f 是 连续 的 , 且 人 .= 工 . 

(c) 对 于 一 切 5 和 |z| 和 1, |f(z)| se. 

注 14.8.7 ”对 于 熟悉 Dirac 6 函数 的 人 来 说 , 用 连续 函数 ( 它 较 易于 分 析 ) 来 
近似 这 个 (间断 性 非常 强 的 ) 6 函数 是 对 于 恒 等 的 逼近 的 一 种 方式 . 但 本 书 不 讨论 
Dirac 5 函数 . 

对 于 Weierstrass 逼近 定理 的 证 明 依赖 于 三 个 关键 性 的 事情 . 第 一 件 事 是 多 项 
式 可 以 作为 便 等 函数 的 近似 . 

引 理 14.8.8( 多 项 式 可 以 通 近 恒 等 ) ”对 于 任意 的 ec> 0 和 0<6<1, 存 在 一 
个 [-1,1] 上 的 多 项 式 P, 它 是 对 于 恒 等 的 (es, 6) 通 近 . 

证 明 ”见习 题 14.8.8. mn 

定义 14.8.9( 卷 积 )” 设 f :R 一 民 ,g :一 RR 是 连续 的 、 紧 支撑 的 函数 . 定义 
了 与 9 的 卷 积 fF* 9g :及 一 及 为 函数 


G00 = fol We. 


注意 , 如 果 f 和 9 都 是 连续 的 、 紧 支撑 的 , 那么 对 于 每 个 z, 作为 y 的 函数 
f(y)g(z 一 了 也 是 连续 的 、 紧 支撑 的 , 所 以 上 述 定义 成 立 . 

注 14.8.10 ” 卷 积 在 Fourier 分 析 和 偏 微 分 方程 中 起 着 重要 作用 , 而 且 在 物理 
学 、 工 程 学 、 信 号 处 理 理论 中 都 是 很 重要 的 . 卷 积 的 深入 研究 超出 了 本 书 的 范围 ， 
这 里 只 给 出 一 个 简要 的 介绍 . 

命题 14.8.11( 卷 积 的 基本 性 质 ) 设 f: 民 一 民 g: 民 一 民 hh: 民 一 及 都 是 
连续 的 、 紧 支撑 的 函数 , 那么 下 述 命 题 成 立 . 

(a) 卷 积 f+g 也 是 连续 的 、 紧 支撑 的 函数 . 

(bj ( 卷 积 是 交换 的 ) 我 们 有 f *9 二 g*f, 换言之 


1rog= [Toe -wey= {gle Way = gf) 


(©) ( 卷 积 是 线性 的 ) 我 们 有 f+ (g 十 hh) = 了 +9g 十 了 * 还 有 , 对 于 任何 实数 c， 
有 f*(cg) = (cf)*g=c(f * 9). 
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证 明 ”见习 题 14.8.11. 国 
注 14.8.12 ” 卷 积 还 有 很 多 其 他 的 重要 性 质 , 例如 结合 性 (f +g)*h = f*(g*h)， 
以 及 与 导数 的 可 交换 性 ， 


(J *g) = 了 *g 二 f*g， 只 要 f 和 g 是 可 微 的 . 


前 面 提 到 的 Dirac 5 对 于 卷 积 运算 是 恒 等 元 , f* 5 = 5* f= f. 这 些 结果 比 命题 
14.8.11 的 性 质证 明 起 来 稍 难 一 些 , 而 本 书 中 我 们 用 不 着 这 些 性 质 . 

前 面 提 到 过 , Weierstrass 逼近 定理 的 证 明 依 束 于 三 件 事 . 第 二 个 关键 的 事情 是 ， 
与 多 项 式 的 卷 积 产 生 另 一 个 多 项 式 . 

引 理 14.8.13 设 f: 民 一 民 是 连续 的 支撑 在 [0,1] 上 的 函数 , 并 设 9 :及 一 下 
是 连续 的 支撑 在 [一 1, 1] 上 的 函数 , 它 是 [~1,1] 上 的 多 项 式 . 那么 f*g 是 [0]] 上 
的 多 项 式 . (但 注意 , 在 [0,1] 之 外 它 可 以 不 是 多 项 式 .) 

证 明 由 9 是 [~1,1] 上 的 多 项 式 知 , 可 以 找到 整数 n > 0 和 实数 co,…, cn 

使 得 


gz) = Dizi, 对 于 一 切 ze [1 
j=0 
另 一 方面 , 对 于 一 切 ze [0,1], 由 于 f 是 支撑 在 0,1] 上 的 , 我 们 有 
fx- {fo -Way = Ls fo -dy 


因为 ze [0,1] 而 且 变 元 y 也 在 |0,1] 中 , 所 以 z 一 ye [1,1]. 从 而 可 以 代入 9 的 表 
达 式 而 得 到 , 
J sola] = 人 DD 
使 用 二 项 公式 (习题 7.1.4) 展开 此 式 得 
去 下 
0 [Do ar 
可 以 交换 求 和 次 序 (根据 推论 7.1.14) 而 得 到 
i > 
fxg(z) = J 1 DD on dy 


k=0 j=k 


(为 什么 要 改变 求 和 限 ? 画 一 个 关于 ; 和 的 图 可 能 有 助 于 思考 ). 现在 把 关于 大 的 
求 和 与 积分 交换 次 序 , 得 


Tk | RE 
1 四 -2 ha 0 y)/ dy. 
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如 果 对 于 上 =0,… ,n, 令 
Cr = /ft Cp ,0 i(- dy, 


那么 C 是 一 个 与 z 无 关 的 数 , 于 是 我 们 得 到 
Jo 四 = DL Cuat 


对 于 一 切 z e [0,1] 成 立 . 那么 jf *g 在 [0, 1] 上 是 多 项 式 . m 

第 三 个 关键 性 的 事情 是 , 如 果 把 一 个 一 致 连续 的 函数 与 一 个 对 于 恒 等 的 逼近 作 
卷 积 , 就 得 到 一 个 新 的 函数 , 它 近似 于 原来 的 函数 (这 解释 了 “对 于 恒 等 的 逼近 ” 这 
一 术语 ): 

引 理 14.8.14 设 f: 民 一 民 是 连续 函数 , 支撑 在 [0,1]| 上 , 界 于 某 M > 0 
( 即 对 于 一 切 ZE 民 , |f(z)| < M). 设 e> 0,0<5<1 使 得 只 要 7z,yE 民 且 
lz 一 yl| <5 就 有 |f(7z) 一 f(y)| <e. 设 g 是 对 于 恒 等 的 任意 的 (se,6) 逼近 . 那么 ,对 
于 一 切 ze [0,1], 有 - 

|f * g(z) — f(z)| < (3M +26)e. 


证 明 ”见习 题 14.8.14. mn 

把 这 些 合 起 来 , 就 得 到 Weierstrass 逼近 定理 的 一 个 预备 形式 : 

推论 14.8.15(Weierstrass 逼近 定理 I) 设 f; 民 一 民 是 连续 函数 , 支撑 在 [0， 
1] 上 . 那么 对 于 每 个 e > 0, 都 存在 一 个 函数 忆 : 民 一 及 , 它 在 [0, 1] 上 是 多 项 式 , 并 
且 对 于 一 切 ze [0,1], |P(z) — f(z)| < e. 

证 明 ”见习 题 14.8.15. 

现在 我 们 来 实施 一 系列 的 修正 , 把 推论 14.8.15 转化 成 真正 的 Weierstrass 逼近 
定理 . 首先 我 们 需要 一 个 简单 的 引 理 . 

引 理 14.8.16 设 /: [0,1] 一 民 是 连续 函数 , 它 在 [0, 1] 的 边界 上 等 于 0, 即 
f(0)=f(1)=0. 设 下 : 民 一 尽 是 由 


F(z) := f(z), 当 ze[0,1] 
0， 当 z [0,4] 


定义 的 通 数 . 那么 情 也 是 连续 的 . 
证 明 ”见习 题 14.8.16. 国 
注 14.8.17 引 理 14.8.16 中 定义 的 函数 F 有 时 叫 作 /的 零 延 拓 . 
从 推论 14.8.15 和 引 理 14.8.16 我 们 直接 得 到 
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推论 14.8.18(Weierstrass 逼近 定理 I) 设 / : [0,1] 一 RR 是 连续 函数 ， 且 

= f(1) = 0. 那么 对 于 每 个 < > 0 都 存在 多 项 式 已 : [0,1] 一 及 , 使 得 对 于 一 切 
zxEl0,1), |P(z)— f(r) < 

现在 我 们 去 掉 推论 14.8.18 中 的 假定 f(0) = f(1) = 0 而 加 强 之 . 

推论 14.8.19(Weierstrass 逼近 定理 IITD) 设 f:[0,1] 一 RR 是 连续 函数 ,那么 对 
于 每 个 < > 0 都 存在 多 项 式 已 : [0,1] 一 及 ,使 得 对 于 一 切 Ze [0,1],|P(z)--f(z)| ss- 

证 明 令 焉 :[01 一 及 代表 函数 


F(z) := f(z) ~ 1(0) — z(1(1) - 1(0)). 


注意 , F 也 是 连续 的 (为 什么 ?), 而 且 F(1) = F(0) = 0. 根据 推论 14.8.18, 可 以 找 
到 一 个 多 项 式 9 : [0,1] 一 R, 使 得 对 于 一 切 ze [0,1]，|Q(z) - F(z)| < <. 然而 
Q(z) — F(z) = Q(z) + FO0) + z(1(1) — 1(0)) 一 fc)， 
所 以 只 要 令 
P(x) := Q(z2) + f(0) + 2(f(1) — fF(0)) 
就 得 到 所 要 的 结果 . 国 
最 后 , 我 们 可 以 证 明 完 整 的 Weierstrass 允 近 定理 . 
定理 14.8.3 的 证 明 ” 设 f: [0,4] 一 RR 是 [a,b] 上 的 连续 函数 . 令 9 : [0,1] 一 及 
代表 函数 
g(z) := f(a+(b 一 a)z)， 对 于 一 切 z e [0,1]. 
那么 
f(y) =9 (Es) ， 对 于 一 切 ye [a 机. 
函数 9 是 [0, 1] 上 的 连续 函数 (为 什么 ?), 于 是 根据 推论 14.8.19, 可 以 找到 多 项 式 
Q@:[0,1] 一 RR 使 得 
IQ(z) 一 g(z)| < e， 对 于 一 切 z € [0,1]. 


当然 , 对 于 任意 的 ye [a,9], 有 
y—a 2 
"(3 
如 果 令 P(y) = @ (让 ), 那么 我 们 看 到 已 也 是 多 项 式 (为 什么 ?)， ”a 
y Ee la,9, 有 |P(Y) -Fl < e. 


注 14.8.20 ”注意 , Weierstrass 逼近 定理 只 在 有 界 区 间 [a,6] 上 成 立 , 有 Ee 
续 函 数 一 般 不 能 用 多 项 式 一 致 逼近 , 例如 , 由 f(z) := ez 定义 的 指数 函数 f : R 一 及 
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(我 们 将 在 815.5 中 严格 地 研究 此 函数 ) 就 不 能 被 任何 多 项 式 一 致 逗 近 , 因为 当 自 变 
量 趋 于 oo 时 指数 函数 比 任何 多 项 式 增长 得 都 快 (习题 15.5.9), 所 以 根本 就 无 法 作 
出 f 与 多 项 式 之 间 的 sup 度量 . 


注 14.8.21 ”Weierstrass 逼近 定理 可 以 推广 到 高 维 情形 : 如 果 K 是 R"( 具 有 


欧 几 里 得 度量 d:) 的 紧 致 集合 , 而 f : K 一 RR 是 连续 函数 , 那么 对 于 每 个 。> 0 都 


存在 n 


个 变 元 z1,… ,zn 的 多 项 式 P, 使 得 doo(f,P) < e. 这 个 一 般 的 定理 可 以 用 


这 里 的 论述 的 更 复杂 的 形式 予以 证 明 , 不 过 我 们 不 再 进行 了 . (事实 上 , 这 个 定理 的 
更 一 般 的 形式 适用 于 任意 的 度量 空间 , 叫 作 Stone- Weierstrass 逼近 定理 , 但 这 超 


出 了 本 书 的 范围 .) 
习 题 14.8 
14.8.1 ”证 明 引 理 14.8.5. 
14.8.2 ”(a) 证 明 : 对 于 任意 的 实数 0 < y < 1 和 任意 的 自然 数 n， 


14.8.3 


14.8.4 
14.8.5 


14.8.6 


(1—2)” >1-ny. 
(提示 : 对 n 进行 归纳 , 或 者 关于 y 求 导数 .) 
(b) 证 明 户 ;0 一 "dz > 遍 ， (提示 : 对 于 |z| < 去 ,用 (a); 对 于 | > 去, 只 
需 使 用 (1 一 z?) 非 负 的 事实 . 也 可 以 用 三 角 替 换 , 但 是 不 建议 这 样 做 , 除非 你 知 
道 你 在 做 什么 .) 
(c) 证 明 引 理 14.8.2. (提示 : 选择 f, 使 得 : 当 z e [-1,1 时 f(z) = c(L- z2)w, 当 
ZT [-1,1] 时 f(z) = 零 , 其 中 V 是 大 整数 , 而 c 的 选取 使 得 f 的 积分 等 于 1， 
并 使 用 (b).) 
设 有 : 民 一 RR 是 紧 支撑 的 连续 函数 . 证 明 f/ 是 有 界 的 并 且 是 一 致 连续 的 (提示 : 证 
明 的 思想 是 使 用 命题 13.3.2 和 定理 13.3.5, 但 必须 首先 处 理 了 的 定义 域 及 不 是 紧 致 
的 这 件 事 .) 
证 明 命题 14.8.11. (提示 : 为 证 f * 9 是 连续 的 , 使 用 练习 14.8.3.) 
设 了 :及 一 及 ,9g: 下 一 玉 是 连续 的 、 紧 支撑 的 函数 . 假设 f 支撑 在 区 间 [0, 1] 上 , 而 
9 在 区 间 [0, 2] 上 为 常数 ( 即 存在 实数 c 使 得 对 于 一 切 > e [0, 2]，g(z) = o). 证 明 卷 
积 f*g 在 区 间 [1, 3 上 是 常数 . 
(a) 设 9 是 对 恒 等 的 (e, 5) 通 近 . 证 明 


1-2e< 上 st 
[-59] 


(b) 证 明 引 理 14.8.14. (提示 : 从 下 面 的 恒等式 开始 
f* go)= / fe Wolay = J f(s — Wolay 


f(z — Wg(y)ay+ A fe Wey)ay. 
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证 明 的 思想 是 , 证 明 第 一 个 积分 接近 f(z) 而 第 二 个 和 第 三 个 积分 都 很 小 . 为 完 
成 前 一 任务 , 使 用 (a) 以 及 f(z) 与 f(z 一 y) 彼此 接近 到 < 之 内 这 一 事实 ; 为 完 
成 后 一 任务 , 使 用 对 于 恒 等 的 逼近 的 性 质 (c) 以 及 f 有 界 这 一 事实 .) 
14.8.7 ”证 明 推 论 14.8.15，( 提 示 : 把 习题 14.8.3、 引 理 14.8.8、 引 理 14.8.13 和 引 理 14.8.13 
结合 起 来 .) 
14.8.8 ” 设 f: [0,1| 一 民 是 连续 函数 , 假设 对 于 一 切 非 负 整 数 .=0,1,2,…， 


/ f(z)r"dz =0. 
[oy 
证 明 f 必定 是 零 函 数 f = 0. (提示 : 先 证 对 于 一 切 多 项 式 已， 
/ jz)P(z)dz = 0. 
[oy 
然后 用 Weierstrass 通 近 定理 证 明 


fi) (nee =0) 
{0,1] 


第 15 章 客 级 数 
815.1 形式 害 级 数 


现在 来 讨论 一 类 重要 的 函数 级 数 , 即 略 级 数 . 与 前 面 几 章 中 一 样 , 我 们 从 引入 
形式 寡 级 数 的 概念 开始 , 然后 在 后 面 几 章 中 , 集中 研究 级 数 何 时 收敛 到 一 个 有 意义 
的 函数 , 以 及 对 于 由 此 得 到 的 函数 可 以 说 什么 . 

定义 15.1.1( 形 式 守 级 数 ) ” 设 a 是 实数 . 任何 形 如 


Dal 
n=0 


的 级 数 都 叫 作 以 a 为 中 心 (或 中 心 在 a) 的 形式 客 级 数 , 其 中 co, c1,… 是 一 列 
实数 (与 z 无 关 ), 我 们 把 cn 叫 作 此 级 数 的 第 n 个 系数 .注意 , 此 级 数 的 每 一 项 
con(e 一 a)" 都 是 实 变 量 的 函数 . 

例 15.1.2 级 数 > nl(z 一 2)* 是 中 心 在 2 的 形式 寡 级 数 . 级 数 2 2z(z 一 3)" 
不 是 形式 寡 级 数 ， 因为 系数 2* 依赖 于 z. 

把 这 些 徊 级 数 叫 作 形式 的 , 是 因为 我 们 还 不 曾 假定 这 些 级 数 对 任何 z 收敛 . 但 
是 , 这 些 级 数 当 z = a 时 自动 收敛 (为 什么 ?). 一 般 而 言 , z 越 接近 于 a, 此 级 数 就 
越 容易 收敛 . 为 使 此 事 更 为 精确 , 我 们 作出 下 述 定义 . 

定义 15.1.3( 收 敛 半径 ) 设 mE -oa)” 是 形式 寡 级 数 . 我 们 称 


> 1 
limsup Ienl* 
为 此 血 级 数 的 收敛 半径 , 其 中 我 们 约定 = oo 以 及 去 =0. 
注 15.1.4 ”每 个 数 |cn|* 都 不 是 负 的 , 所 以 上 极限 limsup lenl# 可 以 取 从 0 
到 oo。 (包括 0 和 oo 在 内 ) 的 任何 值 . 于 是 及 也 可 以 取 从 0 到 co (包括 0 和 oo 
在 内 ) 的 任何 值 (当然 它 不 必 是 实数 ) 注意 , 即使 序列 (|ca]*) 不 收 化 , 收敛 半径 也 
总 是 存在 的 , 因为 任何 实数 的 序列 都 存在 上 极限 (当然 它 可 以 是 co 或 -00). 
例 15.1.5 ”级 数 nC 的 收敛 半径 是 


1 Ne 1 


limsupln(—2")# limsup2n# 2° 
ne oo 
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级 数 2 2n2(z + 2)" 的 收敛 半 径 是 
1 1 1 


limsupl2"?|# limsup2* 00 
no0 oo 


=0 


级 数 学 2-™ (z + 3” 的 收敛 半 和 是 


ES 总 
limsupl2—m | limsup2™" 二 天 二 9 下 
收 化 半径 的 意义 如 下 。 
定理 15.1.6。 设 号 oo - oj" 是 形式 震级 数 并 设 是 它 的 收 生 半径. 


(a) (在 收 化 半径 之 外 发 散 ) 如 果 zE 恨 且 |z 一 a|> RR 那么 级 教 革 6(z 二 a)" 
对 此 2 值 发 散 . el 

(b) (在 收 化 半径 之 内 收 敏 ) 如 果 工 E 民 且 |z 一 a| < 及 ,那么 级 数 > cn(7 一 a)” 
对 此 z 值 绝 对 收效. Ns 

在 下 面 的 (c)(d)(e) 三 条 中 , 设 尺 > 0( 即 级 数 至 少 在 2 = a 之 外 的 一 点 处 收敛 ). 
设 f:(a 一 Ra++R) 一 RR 是 函数 

We Dn —a)", 
n=0 

此 函数 由 (b) 保证 是 存在 的 . 

(0) (在 紧 致 集合 上 一 致 收敛 ) 对 于 任意 的 0<r < RR, 级 数 2 cn(Z -an 在 紧 
致 区 闻 [a 一 ,4 十 ] 上 一 至 收效 到 所 从 而 于 在 (4 一 及 a 十 肥 上 连 续 . 

(由 ( 夫 级 数 的 微分 ) 画 数 了 在 (0 一 at) 上 可 微 ,并 且 对 于 任意 的 0 <7 < 已 
级 数 沁 ncn(z 一 a)"-! 在 区 间 [a 一 r,a 二 7] 上 一 致 收 全 到 1. 

(本 | 暴 级 数 的 积分 ) 对 于 包含 在 (4 ,a+ 辕 内 的 任何 闭 区 间 bu, 中 有 


2 -0 
a= n+1 \ 


n=0 
证 明 ”见习 题 15.1.1. 国 
上 面 的 定理 15.1.6 的 (a) 和 (b) 给 出 了 求 收敛 半径 的 另 一 个 办 法 , 那 就 是 用 你 
喜欢 的 收敛 判别 法 求 出 使 宕 级 数 收敛 的 点 z 的 范围: 
例 15.1.7 ”考虑 宕 级 数 n(x 一 1)". 比例 判别 法 表明 , 这 个 级 数 当 jz 一 1| < 1 
时 收敛 而 当 |z-1|>1 时 发 散 伪 什 么 7) 于 是 收敛 半径 的 仅 有 的 可 能 的 值 是 如 = 1 
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(如 果 及 < 1, 那么 就 与 定理 15.1.6(a) 矛盾 ; 如 果 RR> 1, 那么 就 与 定理 15.1.6(b) 矛 
盾 ). 

注 15.1.8 ”定理 15.1.6 对 于 |z 一 a| = RR 的 情形 , 即 在 点 a 一 RR 和 a+R 处 
情形 如 何 没有 给 出 任意 信息 . 实际 上 , 在 这 些 点 处 收敛 和 发 散 都 可 能 发 生 , 见习 题 
15.1.2. 

注 15.1.9 ”注意 , 尽管 定理 15.1.6 保证 备 级 数 叶 cu(z -ojn 在 区 间 (a Ra+ 

n=0 
RR) 内 逐 点 收敛 , 它 却 不 必 在 此 区 间 内 一 致 收 贫 (见习 题 15.1.2(e)). 另 一 方面, 定理 
15.1.6(c) 保证 舌 级 数 2 一 a)" 在 任何 较 小 的 区 间 [a 一 7,a 十 r] 上 一 致 收敛 . 可 
见 , 在 (a R,a+ R) 的 每 个 闭 子 区 间 上 一 致 收敛 不 足以 保证 在 整个 (a ~ R,a + R) 
上 一 致 收敛 . 


习 题 15.1 


15.1.1 ”证 明定 理 15.1.6. (提示 : 对 于 (a) 和 (b), 使 用 方 根 判别 法 (定理 7.5.1). 对 于 (c), 使 
用 Weierstrass M 判别 法 (定理 14.5.7). 对 于 (d), 使 用 定理 14.7.1. 对 于 (e), 使 用 
推论 14.8.18.) 
15.1.2 ” 举 出 中 心 在 0、 收敛 半径 为 1 的 形式 宕 级 数 的 例子 , 使 得 
(a) 在 z=1 和 z = 一 1 处 都 发 散 ; 
(b) 在 z= 工 处 发 散 而 在 z = 一 1 处 收敛 ; 
(0) 在 z= 1 处 收敛 而 在 > = 一 1 处 发 散 ; 
(d) 在 z=1 和 = = 一 1 处 都 收敛 ; 
(e) 在 (-11) 上 逐 点 收敛, 但 在 (一 1,1) 上 不 一 致 收敛 . 


815.2 ” 实 解 析 函 数 


一 个 函数 , 若是 有 幸 被 表示 成 军 级 数 , 它 就 有 一 个 特殊 的 名 字 , 叫 作 实 解析 函 
数 

定义 15.2.1( 实 解析 函数 ) 设 已 是 双 的 子 集合 , 并 设 f: 瑟 一 RR 是 函数 . 设 
a 是 已 的 内 点 , 如 果 对 于 某 > > 0，(a ,a +7) 是 的 开 区 间 , 使 得 有 一 个 以 a 
为 中 心 的 收敛 半径 大 于 或 等 于 7 的 寡 级 数 mT- a)* 在 (a 一 7,a+7r) 上 收敛 到 
那么 f 叫 作 是 在 a 处 实 解 析 的 . 如 果 马 是 开 集 , 并 且 /在 的 每 点 处 部 是 实 
解析 的 , 那么 就 说 f 是 在 马上 实 解 析 的 . 

例 15.2.2 考虑 由 f(z) := 7 二 定义 的 函数 :RR\ {1} 一 及 这 个 函数 在 0 处 
是 实 解析 的 , 因为 有 中 心 在 0 的 等 级 数 号 zr 在 区 间 (-1,1) 上 收 全 到 二 = (2). 
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这 个 函数 在 2 处 也 是 实 解析 的 , 因为 有 罕 级 数 sa (z 一 2)" 在 区 间 (1, 3) 上 
收敛 到 一 [5 = 二 二 f(z)( 为 什么 ? 使 用 引 理 7.3.3). 事实 上 这 个 函数 在 整个 
及 \ {1} 上 是 实 解析 的 , 见习 题 15.2.2. 

注 15.2.3 ” 实 解析 的 概念 与 复 解 析 的 概念 密切 相关 . 但 这 是 复 分 析 中 的 课题 ， 
在 此 不 做 讨论 . 

现在 来 讨论 哪些 函数 是 实 解析 的 . 从 定理 15.1.6 的 (c) 和 (d) 我 们 看 到 , 如 果 
了 在 点 a 处 是 实 解析 的 , 那么 对 于 某 > > 0， 在 (a 一 r,a +r) 上 是 连续 的 而 且 是 
可 微 的 . 事实 上 我 们 可 以 说 得 更 多 : 

定义 15.2.4(k 次 可 微 性 ) 设 刀 是 玉 的 子 集合 . 说 函数 :一 恨 在 EB 上 
一 次 可 微 当 且 仅 当 它 是 可 微 的 . 更 一 般 地 , 对 于 任何 大 > 2, 说 / : 瑟 一 下 是 在 媚 
上 次 可 微 的 , 或 简单 地 说 是 次 可 微 的 , 当 且 仅 当 它 是 可 微 的 并 且 /是 一 1 
次 可 微 的 . 如 果 f 是 次 可 微 的 , 我 们 用 递归 的 办 法 /中 = /，14 = (J4-5) 对 
于 大 > 2 来 定义 k 次 导 函 数 /9 : 一 民 . 我 们 还 定义 f(0 := f( 即 f 的 0 次 导 函 
数 ), 并 且 让 每 个 函数 都 是 0 次 可 微 的 (因为 显然 对 于 每 个 /, /0 都 存在 ). 一 个 函 
数 叫 作 无 限 可 微 的 (或 光滑 的 ), 当 且 仅 当 对 于 每 个 上 > 0 它 都 是 次 可 微 的 . 

例 15.2.5 ”函数 f(z) := |zl? 在 及 上 是 两 次 可 微 的 , 但 不 是 三 次 可 微 的 (为 什 
么 ?). 确实 , fC)(z) = f"(z) = 6lz|, 它 在 0 处 不 可 微 . 

命题 15.2.6( 实 解析 函数 是 次 可 微 的 ) 设 妃 是 及 的 子 集合 , Q 是 已 的 内 
点 ,并 设 了 是 在 a 处 实 解析 的 函数 , 于 是 存在 7 > 0, 使 得 对 于 一 切 ze (a 一 7,a 二 7)， 
有 畦 级 数 展 开 式 


f(s) = Don(s—a)". 


n=0 


么 对 于 每 个 上 0, 上 次 导 子 数 由 下 式 给 出 


O00 = omant nt) ntA( 


n=0 
: 
网 十 大 
DE 
n=0 


证 明 ”见习 题 15.2.3. 

推论 15.2.7( 实 解析 函数 是 无 限 可 微 的 ) 设 马 是 区 的 开 地 集合 , 并 设 厂 : 
互 一 取 是 已 上 的 实 解析 函数 . 那么 它 在 已 上 是 无 限 可 微 的 . 还 有 , f 的 一 切 导 函 
数 在 已 上 都 是 实 解析 的 . 

证 明 ”对 于 每 点 ce EE 和 >>0, 从 命 顾 15.2.6 得 , 在 a 处 是 大 次 可 微 的 
(这 次 必须 大 次 使 用 习题 10.1.1, 为 什么 ?). 于 是 f 在 已 上 对 于 每 个 上 > 0 都 是 大 


(zajn，ze(a 一 ma+n). 
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次 可 微 的 , 从 而 是 无 限 可 微 的 . 还 有 , 从 命题 15.2.6 知 , f 的 每 个 导 函数 7 在 每 
点 ze 互 附近 都 有 一 个 收敛 的 寒 级 数 展开 式 , 从 而 7 是 实 解析 的 . i 

例 15.2.8 考虑 由 f(z) := |z| 定义 的 函数 f :RR 一 R. 它 在 z = 0 处 不 可 微 ， 
从 而 在 z = 0 处 不 是 实 解析 的 . 但 它 在 每 个 其 他 的 点 zs R\ {0} 处 都 是 实 解析 的 . 
(为 什么 ?) 

注 15.2.9 ”推论 15.2.7 的 道 命 题 不 成 立 , 存在 不 是 实 解析 的 无 限 可 微 函 数 . 见 
习题 15.5.4. 

命题 15.2.6 有 一 个 重要 的 推论 , 它 是 由 Brook Taylor(1685 一 1731) 建立 的 . 

推论 15.2.10(Taylor 公式 ) 设 乌 是 及 的 子 集合 ,a 是 巨 的 内 点 . 设 卫 :已 一 及 
是 一 个 在 a 点 实 解析 的 函数 , 对 于 某 了 > 0 和 一 切 EE (a 一 Ta 二 77)， 


oo 


jz)=-》 cnc 一 on， 


n=0 


那么 对 于 任意 的 整数 大 > 0, 有 
f O(a) = klck, 


其 中 局 :=1x2x:…x 有 (并 且 我 们 约定 0! = 1). 于 是 有 Taylor 公式 


/= ZE(a-r,atr). 
证 明 ”见习 题 15.2.4. 
有 时 称 宕 级 数 区 吉 fo(aj(z 一 oj” 为 了 在 a 附近 的 Taylor 级 数 . 那么 Taylor 


公式 断言 , 如 果 函 数 是 实 解析 的 , 那么 它 等 于 它 的 Taylor 级 数 . 

注 15.2.11 ”注意 , Taylor 公式 只 对 于 实 解析 函数 成 立 . 有 这 样 的 例子 , 函数 
是 无 限 可 微 的 , 但 Taylor 公式 对 于 它 不 成 立 (见习 题 15.5.4). 

Taylor 公式 的 一 个 重要 的 推论 是 , 一 个 实 解析 函数 在 一 个 点 最 多 有 一 个 察 级 


数 : 
推论 15.2.12( 罕 级 数 的 唯一 性 ) 设 已 是 肥 的 子 集合 , a 是 马 的 内 点 设 
f: 理 一 RR 是 在 a 处 实 解析 的 函数 . 假定 f 有 两 个 中 心 在 a 处 的 震级 数 


f(z) = > cn(z 一 on 
n=0 


fo) = dz 一 om 


n=0 
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每 个 都 有 正 的 收 伍 半 径 . 那么 对 于 一 切 n > 0, cn = dn 
证 明 ”根据 推论 15.2.10, 对 于 一 切 k > 0 有 f(a) = kick. 但 根据 同样 的 
理由 , 也 有 Fa(a) = klds. 由 于 人 绝对 不 是 零 , 我 们 可 以 消去 它 而 得 到 , 对 于 一 切 
大 > 0,ck = dk. 国 
注 15.2.13 ”尽管 一 个 实 解析 函数 在 任何 给 定 的 点 处 有 唯一 的 守 级 数 , 但 它 在 
不 同 的 点 处 肯定 可 以 有 不 同 的 突 级 数 . 例如 , 定义 在 民 \ {1} 上 的 函数 f(z) := 二， 
在 0 处 在 区 间 (-1,1) 上 有 和 窜 级 数 


f(z) := Dz", 


n=0 


但 在 3 处 在 区 间 (0, 1) 上 也 有 震级 数 
二 


(注意 , 根据 方 根 判 别 法 , 上 述 宕 级 数 的 收敛 半径 是 3. 亦 见习 题 15.2.8.) 


习 题 15.2 


15.2.1 设 n>0 是 四 数 , c,a 是 实数 , 并 设 f 是 函数 f(z) := c(z 一 a)". 证 明 f 是 无 限 可 微 
的 , 并 且 对 于 一 切 整数 0 < < n， 


I) = 
当 上 >>n 时 怎么 样 ? 
15.2.2 ”证 明 例 15.2.2 中 定义 的 函数 在 整个 及 \ {1} 上 是 实 解析 的 . 
15.2.3 ”证 明 命题 15.2.6. (提示 : 对 大 进行 归纳 并 使 用 定理 15.1.6(d).) 
15.2.4 ”用 命题 15.2.6 和 习题 15.2.1 证 明 推 论 15.2.10. 
15.2.5 。” 设 a,b 是 实数 , 并 设 n > 0 是 整数 . 证 明 恒等式 


— nl 


(z—a)"= 沁 Ge 中 


对 于 任何 实数 > 都 成 立 ，( 提 示 : 使 用 习题 7.1.4 的 二 项 公式 .) 解释 为 什么 这 个 恒等式 
与 Taylor 公式 以 及 习题 15.2.1 是 一 致 的 ，( 但 注意 , 在 下 面 验证 15.2.6 之 前 , Taylor 
公式 的 使 用 是 不 严格 的 .) 


15.2.6 ”用 习题 15.2.5 证 明 每 个 一 元 多 项 式 P(z) 都 在 腿 上 解析 . 
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15.2.7 设 m > 0 是 正 整数 , 并 设 0 < z < 7 是 实数 . 使 用 引 理 7.3.3 建立 恒等式 
= Ee, ze (—n,r). 


使 用 命题 15.2.6, 对 于 一 切 整 数 m > 0 推出 恒等式 


! nm 
a 2 mm fe (mr 


同时 解释 为 什么 右 端的 级 数 是 绝对 收敛 的 . 
15.2.8 设 己 是 民 的 子 集合 ,a 是 已 的 内 点 , 并 设 :已 一 及 是 在 a 处 实 解析 的 函数 , 它 在 
a 点 有 客 级 数 展开 式 


Ja -a -a)", 


be 
此 徊 级 数 在 区 间 (a 一 ma 十 7) 上 收敛 . 设 一 s,b 十 s) 是 (a 一 7,a 十 7) 的 子 区 间 ， 
s>0. 

(a) 证 明 |a 一 6| <r 一 s, 从 而 la 一 b| < 

(b) 证 明 : 对 于 每 个 0<e <7, 存在 C > 0 使 得 对 于 一 切 整数 n > 0， 


lol < Cl(r—e)™. 


(提示 : 关于 级 数 立 co(z - a)" 的 收敛 半径 我 们 知道 些 什么 ?) 
n=0 
(6) 证 明 由 下 面 公式 定义 的 数 do, di,… 
es > Re me, (m0) 


是 定义 成 功 的 , 上 面 的 级 数 是 绝对 收敛 的 ，( 提 示 : 使 用 (b)、 比 较 判别 法 (推论 
7.3.2) 及 习题 15.2.7.) 
(d) 证 明 : 对 于 每 个 0 < = < s, 存在 C > 0, 使 得 
lam|l < Cl(s—e)™ 
对 于 一 切 整 数 n m 之 0 成 立 . (提示 : 使 用 比较 判别 法 及 习题 15.2.7.) 
(e) 证 明知 级 数 全 dz 一 bm 对 于 ze (b 一 s,b+s) 是 绝对 收敛 的 并 且 收 敛 到 


f(z). (你 可 能 用 到 关于 无 限 级 数 的 Fubini 定理 (定理 8.2.2) 和 习题 15.2.5). 
(f) 判定 在 (a 一 ma + r) 的 每 点 处 f 都 是 实 解 析 的 . 5 


815.3 Abel 定 理 


设 f(z) = 之 cn(z - oj" 是 中 心 在 a 处 的 宕 级 数 , 其 收敛 半径 R 严格 介 于 0 
和 无 限 之 间 , 即 0 < R < oo. 从 定理 15.1.6 知 此 宕 级 数 当 |z ~ al < R 时 绝对 收敛 
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而 当 |z -al > 忆 时 发 散 , 然而 在 边界 |= ~ ol = R 上 , 情形 是 比较 复杂 的 , 级 数 既 可 
能 收敛 , 也 可 能 发 散 (见习 题 15.1.2). 然而 , 如 果 级 数 在 边界 点 处 收敛 , 那么 它 在 此 
处 就 合乎 情理 地 具有 较 好 的 性 状 , 特别 是 它 必 在 此 边界 点 处 连续 . 

定理 15.3.1(Abel 定理 ) 设 f(z)= 办 ce 一 Q)" 是 中 心 在 a 处 、 收 敛 半 径 
为 有 Re (0,00) 的 短 级 数 . 如 果 知 级 数 在 o 十 玉 处 收 北 ,那么 有 在 4 十 及 处 连续 , 即 


li -a)"= RS 
zat Rsse RatR) 2 ce > 


n=0 


同样 , 如 果 辕 级 数 在 a 一 民 处 收敛 ,那么 f 在 a 一 民 处 连续 , 即 
DL 二 二 "CR 


在 证 明 Abel 定理 之 前 我 们 先 建立 下 述 引 理 . 
引 理 15.3.2( 分 部 求 和 公式 ) ” 设 (an) 冯 o 和 (bn) 总 o 是 实数 的 序列 , 它们 分 别 
收 伊 到 极限 4 和 B, 即 lim an = 4，,lim bn = B. 假设 级 数 ont 一 Qn)bn 收 


做 那么 级 数 2 an+itin+l 一 如 ) 也 收 全 ,并且 


Dent1— an)bn = 4 一 aoto 一 》 anrl(bn+l 一 加 ). 


n=0 n=0 


证 明 ”见习 题 15.3.1. 国 
注 15.3.3 ”应 将 此 公式 与 更 为 著名 的 分 部 积分 公式 


free = foo [feae 
进行 对 比 , 见 命题 11.10.1. ad 
Abel 定理 的 证 明 只 需 证 明 第 一 个 结论 , 即 当 级 数 洋 csR" 收敛 时 , 有 
二 全 2 -时 法 CA 


第 二 个 结论 可 通过 把 ov 换 为 (-1)"en, 而 由 上 面 的 结论 推出 . 如 果 作 代 换 di := cnR" 
及 y := 球 , 那么 上 述 结论 可 重 写 为 : 当 级 数 已 中 收敛 时 ,有 


wo oo 
lim dny" = : 
ji Wy Db 
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(为 什么 这 与 前 面 的 结论 等 价 ?) 
令 D:= an, 对 于 每 个 N > 0, 记 


一 1 
“(Ee)- 

n=0 
于 是 So = ~D. 然后 注意 im Sw = 0 dn = Sn+l 一 Sn. 于 是 对 于 任何 ye (-1,1)， 
有 


Dry = DSnti — Sr) 


n=0 n=0 


用 分 部 求 和 公式 ( 引 理 15.3.2), 并 注意 到 im,y"=0, 得 


如 区 
Dry = -600 — DSnni(y"! —y"). 


n=0 n=0 
注意 -Soy? = D. 于 是 , 要 结束 Abel 定理 的 证 明 , 只 需 证 明 


Don -四 = 


yl Je DD 
由 于 y 趋 于 1, 可 以 把 y 限制 在 [0,1) 中 而 不 是 (1,1) 中 , 当然 , 我 们 可 以 取 y 为 
正 数 
由 级 数 的 三 角形 不 等 式 (命题 7.2.9), 有 


六 sn 本 sa- 多 外 


n=0 


= lSnril(y” 一 yt 


n=0 


于 是 , 根据 挤 压 判别 法 (推论 6.4.14), 只 要 证 明 


Ds Qt!)= 


De el, 1 


就 够 了 . 表达 式 Isonlly” 一 1!) 显然 不 是 负 的 , 所 以 只 要 证 明 


limsup jlSnnl(y"* —y"t!)=0 
3 一 yelo， 江 
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就 够 了 . 设 = > 0. 由 于 5。 收敛 到 0, 所 以 存在 N, 使 得 当 n > N 时 |Sn.| < se. 于 是 
oo N oo 
DS yt ) < DS It) + DD ey yt). 
n=0 n=0 n=N+1 


最 后 一 个 级 数 是 风 套 级 数 , 它 的 和 是 eyN+1( 见 引 理 7.2.15, 根据 引 理 6.5.2, 当 一 
oo 时 yr 一 0), 那么 


oo N 
DSnrl -yt) < DlSnnl(y" — yt) + ey d+. 
n=0 n=0 


现在 令 y 一 1 取 极 限 . 注意 , 对 于 每 个 n=0,1,… ,NN, 当 gy 一 1 时 yr 一 y"+l 一 0. 
由 于 可 以 交换 极限 与 有 限 和 的 次 序 (习题 7.1.5), 所 以 


limsup lSnnl(y" ~ y+!) <e. 
TP n=0 
但 因为 = > 0 是 任意 的 , 而 且 左边 非 负 , 所 以 必定 有 


lim sul 5, m 一 zt+1) =0. 
moup > | nil(y™ — yh ) 


加 
习 题 15.3 
15.3.1 ”证 明 引 理 15.3.2，( 提 示 : 先 找 出 部 分 和 六 oo 一 oj 与 DD 
让 人 


闻 的 关系 .) 


815.4 。” 圭 级 数 的 相 乘 
现在 来 证 明 两 个 实 解析 函数 的 乘积 仍 是 实 解析 的 . 
定理 15.4.1 设 j:(a-ma+r) 一 及 及 g:(a-ma+r) 一 下 都 是 (ao 一 ma+ 让 ) 
上 的 解析 函数 , 分 别 有 罕 级 数 展开 式 


Jo = yotc-on 
n=0 


go) = > dtc 一 on 
n=0 
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那么 fg: (a 一 r,a 十 7") 一 民 也 在 (a 一 r,a 十 ") 上 解析 , 并 且 有 畦 级 数 展 开 
(z)g(z) = Doe- 


其 中 en := 

注 15.4.2 ”序列 (en) 吧 。 有 时 叫 作 序列 (ovjsa 与 (4)2o 的 卷 积 , 它 与 定义 
14.8.9 中 定义 的 卷 积 概念 密切 相关 (虽然 并 不 恒 同 ). 

证 明 ”我 们 必须 证 明 , 对 于 一 切 ze (a 一 na+ 站 级 数 党 en(z a)" 收 全 
到 f(z)g(z). 现 固定 z 为 (a - ma +r] 中 任意 一 点 . 根据 定理 15.1.6, 我 们 看 到 
了 和 的 以 为 中 心 的 委 级 数 的 收 伍 半 径 至 少 是 ~ 当然 , 级 数 芝 olz o)" 和 


dn(z 一 oj 都 是 绝对 收敛 的 . 我 们 定义 


C= Dlr ay"l, 


n=0 


那么 C 和 D 都 是 有 限 的 . 
对 于 任意 的 N > 0, 考虑 部 分 和 


N oo 
5 DD ene = ode — ao)"), 


n=0m=0 

可 以 把 它 重 写 为 
Dlar(z = 0)"| Dlenlz — a)™, 
n=0 m=0 


根据 C 的 定义 , 它 等 于 所 
Slane -orlc， 


n=0 


而 根据 D 的 定义 , 此 量 小 于 或 等 于 DC. 于 是 上 述 部 分 和 对 于 每 个 N 都 以 DC 为 


界 . 当然 , 级 数 yt 
3 Dems = o)"dnle 一 ol 


n=0 m=0 
是 收敛 的 , 这 就 是 说 级 数 


co oo 


DD me "dae -oj 


n=0m=0 
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是 绝对 收敛 的 - 
现在 用 两 种 方式 来 计算 这 个 级 数 的 和 . 首先 , 我 们 可 以 把 因 于 dz ~ aj" 放 在 
和 2 之 外 , 而 得 到 


Da T—a)" De- a)™ 
根据 关于 f(z) 的 公式 ， 这 等 于 
bp dn(z — 0)" f(z); 


n=0 


再 根据 关于 g(z) 的 公式 , 这 又 等 于 f(z)g(z). 于 是 
f(z)g(z) = 立 > Cm(T — a) "dn(z — a)"™. 


n=0m=0 


现在 我 们 以 另 一 种 方式 计算 这 个 和 . 把 它 重 写 为 
f(z)g(z 2 3 cmdn(z 一 amtn.， 
作 代 换 二 ntm 屠 2 
f(z)g(7) = bp 3 Cm ndn(Z — a)™. 


n=0m’=n 


我 们 约定 当 j < 0 时 oj = 0, 那么 这 个 和 等 于 
f0)9®) = ewsnasls =a)™ 


n=0 m’=0 


由 于 级 数 是 绝对 收 化 的 , 根据 关于 级 数 的 Fubini 定理 (定理 8.2.2), 得 
f(z)g(z) = > DB com-ndn(z — a)™, 


m’=0n=0 


可 以 把 此 式 重 写 为 


Joe 2 (2 — a)™ 二 cm -nadn 


= 一 0 并 Cm ndn, 


m: 站 n=0 
根据 6; 的 定义 , 这 就 是 
f(z)g(z) = >》 en(z 一 an". 上 


n= 
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815.5 ”指数 函数 和 对 数 函 数 


现在 我 们 可 以 使 用 前 几 节 建 立 的 工具 来 对 于 数学 中 的 很 多 基本 的 函数 商定 一 
个 严格 的 基础 . 我 们 从 指数 函数 开始 . 
定义 15.5.1( 指 数 函 数 ) ”定义 指数 函数 exp :RR 一 民 为 


1 
exp(7) := 3 A reR. 


定理 15.5.2( 指 数 函 数 的 基本 性 质 ) 

(a) 对 于 每 个 实数 r， 级 数 六 都 是 绝对 收敛 的 ，、 所 以 对 于 每 个 2 & 及， 
exp(z) 都 存在 且 为 实数 , 需 级 数 六 二 om 的 收 伊 半径 是 co, 并 且 exp 是 (-00,00) 
上 的 实 解 析 函 数 We 

(b) exp 在 及 上 可 微 ， 并 且 对 于 每 个 2 € 了， exp'(z) = exp(z)， 

(cj exp 在 取 上 连续 , 并 且 对 于 每 个 区 间 [a,9], 有 


/ exp(zjdz = exp(b) — exp(@). 
[ed 


(d) 对 于 每 个 z,y E 取 , 有 exp(z +y) = cxp(z). exp(y). 
(e) exp(0) = 1. 还 有 , 对 于 每 个 ZE 民 , exp(z) 是 正 的 , 而 且 
exp(-z) = ny: 
(f) exp 是 严格 单调 增 的 , 换言之 , 如 果 zy 是 实数 , 那么 
exp(y) > exp(z) 当 且 仅 当 y > z 


证 明 ”见习 题 15.5.1. 国 
可 以 把 指数 函数 写成 更 为 简洁 的 形式 , 先 引 入 著名 的 Euler 数 


e 一 2.718 281 83.…， 


它 也 是 周知 的 自然 对 数 的 底 : 
定义 15.5.3(Euler 数 ) ”定义 数 e 为 


人 二 和 本 
ep( 一 2 可 一 而 + 本 二 下 十 页 + 
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命题 15.5.4 ”对 于 每 个 实数 r, 有 exp(z) = ez. 

证 明 ”见习 题 15.5.3. 国 

根据 这 个 命题 , 我 们 将 交互 地 使 用 记号 exp(z) 和 ez. 

由 于 e > 1 (为 什么 ?), 所 以 当 z 一 oo 时 e 一 oo, 而 当 z 一 -co 时 er 一 0. 
由 此 以 及 中 值 定理 (定理 9.7.1) 便 知 函数 exp 的 值 域 是 (0, oo). 由 于 exp 是 严格 增 
的 , 所 以 它 是 单 射 , 于 是 exp 是 从 及 到 (0, oo) 的 双 射 , 从 而 具有 从 (0,co) 到 有 的 
反 函 数 . 这 个 反 函数 有 一 个 名 字 : y 

定义 15.5.5( 对 数 ) ”我 们 定义 自然 对 数 函 数 im : (0, co) 一 R 为 指数 函数 的 反 
函数 . 于 是 exp(ln(z)) = z(0 < > < co), 而且 jn(exp(z)) = = (z € R). 

由 于 exp 是 连续 的 且 严 格 单调 增 的 , 所 以 ln 也 是 连续 的 并 且 严 格 单调 增 的 
( 见 命题 9.8.3). 由 于 exp 还 是 可 微 的 , 并 且 导 数 从 不 为 零 , 故 从 反 函 数 定理 (定理 
10.4.2) 知 n 也 是 可 微 的 . 下 面 我 们 列 出 自然 对 数 的 某 些 性 质 . 

定理 15.5.6 (对 数 函数 的 性 质 ) 

(a) 对 于 每 个 ze (0,co), 有 ln'z = 二 那么 根据 微 积分 基本 定理 , 对 于 (0,co) 
中 的 任何 区 间 [o, 中 , 有 


/ las = lnb— lna. 
[C2 
(b) 对 于 一 切 z,y e (0,ce), 有 
ln(zy) = In(z) + ln(y). 
(c) 对 于 一 切 ze (0,co), 有 
0 
如 
(d) 对 于 任意 的 Ze (0,co) 以 及 yeE 民 , 我们 有 
In(zY) = yln(z) 


(6) 对 于 任意 的 工 E (-1,1), 我 们 有 


< 1 ， 
pa) : 
当然 , In 在 1 处 解析 , 具有 收敛 半径 为 1 的 备 级 数 展开 式 
In(z) = Te- 0 
a1 


证 明 ”见习 题 15.5.5. 图 
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例 15.5.7 ”现在 给 出 Abel 定理 (定理 15.3.1) 的 一 个 朴素 的 应 用 : 由 交错 级 
数 判别 法 我 们 看 到 三 [站 是 收敛 的 . 于 是 根据 Abel 定理 得 


DH eg) = m0), 
于 是 有 公式 
in) 一 1 一 了 + 了 -了 + 
习 题 15.5 


15.5.1 ”证 明定 理 15.5.2. (提示 : 对 于 (a), 使 用 比例 判别 法 . 对 于 (b) 和 (c), 使 用 定理 15.1.6. 
对 于 (d), 使 用 定理 15.4.1. 对 于 (e), 使 用 (d). 对 于 (f), 使 用 (d) 并 证 明 当 z > 0 
时 exp(z) > 1. 你 可 能 用 到 习题 7.1.4 中 的 二 项 式 .) 
15.5.2 ”证 明 : 对 于 每 个 整数 n> 3, 有 
| 1 1 


NC EE 


(提示 : 先 证 对 于 一 切 大 = 1,2,3:…， (nn 二 有! > 2knl) 断定 对 于 一 切 之 3, nale 都 
不 是 整数 . 由 此 推出 e 是 非 比 例 数 . (提示 : 用 反 证 法 .) 

15.5.3 ”证 明 命 题 15.5.4， (提示; 先 证 当 z 是 自然 数 时 结论 成 立 . 其 次 证 明 当 z 是 整数 时 成 
立 . 然后 证 明 当 z 是 比例 数 时 成 立 , 最 后 使 用 实数 是 比例 数 的 极限 来 证 明 对 于 一 切实 
数 成 立 . 你 可 能 用 到 指数 算 律 (命题 6.7.3).) 

15.5.4 设 三 :及 一 及 是 由 


1 exp(-4), 当 z>0 
ra-{ 0 当 z<0. 


定义 的 函数 . 证 明 f 是 无 限 可 微 的 , 并 且 对 于 每 个 整数 之 0, 44)(0) = 0, 但 是 了 在 
0 处 不 是 实 解析 的 . 

15.5.5 ”证 明定 理 15.5.6， (提示 : 对 于 (a), 使 用 反 函 数 定理 (定理 10.4.2) 或 链 法 则 (定理 
10.1.15). 对 于 (b)(c)(q), 使 用 定理 15.5.2 及 指数 算 律 (命题 6.7.3). 对 于 (e), 从 几 
何 级 数 公式 ( 引 理 7.3.3) 开始 并 使 用 定理 15.1.6 计算 积分 .) 

15.5.6 ”证 明 自 然 对 数 函 数 在 (0,co) 上 是 实 解析 的 . 

15.5.7 设 了 :及 一 (0,co) 是 正 的 实 解析 函数 , 对 于 一 切 ze 及 满足 f(z) = f(z). 证 明 对 于 
某 个 正 的 常数 C，f(z) = Ce”, 并 说 明理 由 . (提示 : 基本 上 有 三 个 不 同 的 证 法 . 一 个 
证 法 是 用 对 数 函 数 , 另 一 个 证 法 是 使 用 e-”, 第 三 个 证 法 是 使 用 寡 级 数 . 当然 你 只 需 给 
出 一 种 证 法 .) 
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15.5.8 设 m>0 是 整数 . 证 明 


起 所 = 
(提示 : 当 z 一 oo 时 ,二 和 与 其 的 比如 何 变化 ?) 
15.5.9 ” 设 P(z) 是 多 项 式 ,c > 0. 证 明 : 存在 实数 > 0, 使 得 对 于 一 切 z > N, ecz > |P(z)|. 

因此 , 一 个 指数 型 增长 的 函数 , 不 管 增长 率 c 多 么 小 , 都 将 最 终 超过 任何 给 定 的 多 项 式 
P(z). (提示 : 用 习题 15.5.8.) 

15.5.10 设 / : (0,co) x 民 一 民 是 指数 函数 f(z,y) := zx. 证 明 f 是 连续 的 . (提示 : 注意 ， 
命题 9.4.10 和 命题 9.4.11 仅 说 明 f 关于 每 个 变 元 是 连续 的 , 而 这 是 不 够 的 , 如 习题 
13.2.11 所 示 . 最 简单 的 处 理 办 法 是 写 f(r,y) = exp(y in z) 然后 使 用 exp 以 及 In 的 
连续 性 . 作为 一 个 额外 的 挑战 , 试 一 试 不 使 用 对 数 函 数 来 证 明 这 个 习题 的 结论 .) 
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后 面 我 们 将 用 到 复数 系 C, 它 是 实数 系 及 的 延 拓 . 对 这 个 重要 数 系 的 完整 的 
讨论 (特别 成 为 数学 的 一 个 专门 分 支 , 叫 作 复 分 析 ) 超出 了 本 书 的 范围 . 这 里 用 到 这 
个 数 系 , 只 是 由 于 一 个 非常 有 用 的 数学 运算 , 即 复 指数 函数 > -exp(z), 它 推广 了 
上 一 节 介 绍 的 实 指数 函数 z > exp(z). 

不 正式 地 说 , 我 们 可 以 这 样 来 定义 复数 . 

定义 15.6.1( 复 数 的 非 正 式 的 定义 ) ”复数 系 C 是 一 切 形 如 o+ 避 i 的 数 的 集合 ， 
其 中 a,b 是 实数 而 i 是 -1 的 一 个 平方 根 , i? = -1. 

然而 这 个 定义 有 点 不 令 人 满意 , 它 没有 解释 如 何 相 加 、 相 乘 或 对 两 个 复数 进行 
比较 . 为 了 严格 地 构造 复数 , 我 们 将 先 引入 形式 的 复数 a+ bi, 并 暂 记 之 为 (a,b); 这 
就 像 在 第 4 章 中 当 我 们 构造 整数 集 Z 时 , 在 引入 真正 的 减法 概念 之 前 , 需要 一 个 形 
式 减法 a 一 b 的 概念 ; 也 像 在 构造 比例 数 时 , 先 引入 一 个 形式 的 除法 a//b, 而 后 将 其 
吸纳 到 真正 的 除法 a/b 的 概念 之 中 . 它 也 像 在 构造 实数 时 , 我 们 在 定义 真实 的 极限 
Jim an 之 前 先 定义 形式 极限 LIMn 一 =an- 

定义 15.6.2( 复 数 的 形式 定义 ) ” 形 如 (a,) 的 序 偶 , 其 中 a,5 是 实数 , 叫做 复 
数 . 于 是 作为 例子 (2, 4) 是 复数 . 说 两 个 复数 (a,5) 和 (c, qd) 相等 , 指 的 是 a=c 并 且 
b= d. 于 是 作为 例子 (2+1,3+4) = (3,7) 但 是 (2,1) 去 (1,2), 而 且 (2,4) ## (2, 一 4). 
全 体 复数 的 集合 记 作 C. 

眼下 , 复数 集 C 还 没有 同 笛 卡 儿 乘积 R? = 及 x 民 (也 岂 作 币 卡 儿 平面 ) 区 别 开 
来 . 但 是 我 们 将 引入 复数 的 一 些 运算 , 特别 是 复 乘 法 , 那 是 笛 卡 儿 平面 R 上 不 具 
有 的 结构 . 于 是 , 可 以 把 复数 系 C 看 作 是 装备 着 一 些 附加 的 结构 的 笛 卡 儿 平面 R?. 
我 们 从 加 法 运算 以 及 负 运 算 的 概念 开始 . 使 用 复数 的 非 正式 定义 , 我 们 希望 


(a,b)+(cd) = (a 十 到 ) 十 (c 十 看 ) = (ae 十 ec) 十 人 十 di 一 (a+cb 二 d. 
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而 且 类 似 地 
(0) =-(at+h)=(-0) +(-i=(-a,—b). 

由 于 这 些 推导 使 用 了 复数 的 非 正 式 定义 , 这 些 恒等式 尚 没有 被 严格 证 明 , 然而 我 们 
将 简单 地 把 这 些 恒等式 编排 进 我 们 的 复数 系 , 用 上 面 的 法 则 来 定义 加 法 运算 和 负 运 
算 . 

定义 15.6.3( 复 数 的 加 法 ， 负 运算 , 以 及 零 ) ”如 果 z = (wb w = (c,d) 是 
两 个 复数 , 定义 它们 的 和 z 十 ww 为 复数 z + u := (a+ cb+ dd). 于 是 , 作为 例子 ， 
(2,4) 十 (3, 一 1) = (5,3). 我 们 还 定义 z 的 负数 -z 为 复数 -= := (a, -5b). 于 是 作为 
例子 -(3, -1 = (-3,1). 还 定义 复数 0c 为 0c := (0,0). 

容易 看 到 加 法 的 概念 是 定义 成 功 的 , 当 z= zw = w 时 , z 十 Ww =z' 十 Ww 负 
运算 也 一 样 . 复 加 法 、 负 运算 以 及 复数 零 遵 从 通常 的 算 律 ; 

引 理 15.6.4( 复 数 集 C 是 一 个 加 群 ) 如 果 za,za,z3 是 复数 , 那么 有 以 下 性 质 . 

(1) 交换 性 : 十 z2 二 za 十 和 1. 

(2) 结合 性 : (2 十 2z2) 十 Zz3 = 十 (zz 十 2z3)- 

(3) 恒 等 性 : 刀 十 0c = 0c 十 有 1 二 及 

( 旬 逆 元 性 : 如 十 (4) 二 (-) 十 1 二 0c. 

证 明 ”见习 题 15.6.1. 

下 面 我 们 定义 复 乘法 的 概念 以 及 倒数 的 概念 . ee 


(a,b) (c,d)=(a+bi)(c+ di) 
=ac+adi+bic+ bidi 
=(ac— bd) + (ad+ be)i 
=(ac— bd,ad + be), 


由 于 愉 假定 等 于 -1. 于 是 我 们 定义 

定义 15.6.5( 复 乘法 ) ” 设 z= (a,b), w= (cd) 都 是 复数 , 定义 它们 的 乘积 zw 
为 复数 zw := (ac - dad + bc). 我 们 还 引入 复 单位 为 lc := (1,0). 

容易 看 到 , 这 里 的 运算 是 定义 成 功 的 , 而 且 遵从 通常 的 算 律 : 

引 理 15.6.6 。” 设 zt zz,23 是 复数 那么 乘法 具有 

(1) 交换 性 ; 2aza 一 z22ai 

(2) 结合 性 : (Zz122)z3 = z1(z223); 

(3) 恒 等 性 : lcz1 = zilc = z1; 

(4) 分 配 性 : z1(z2 十 2%3) = Z122 十 Z123. 

证 明 ”见习 题 15.6.2. 加 
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上 述 引 理 也 可 用 更 简短 的 方式 叙述 , 即 C 是 一 个 交换 环 . 通常 把 > + (--w) 简 
写成 z 一 w. 

现在 把 实数 集 R 与 复数 集 C 的 一 个 子 集 等 同 起 来 , 让 实数 > 与 复数 (z,0) 等 
同 , 于 是 z = (z,0). 注意 , 此 等 同 关系 与 

相等 关系 (z =y 当 且 仅 当 (z,0) = (y,0)) 

加 法 关系 (zl + za = z3 当 且 仅 当 (zl,0) + (zz,0) = (za,0)) 

负 运 算 关 系 (> = -y 当 且 仅 当 (x,0) = 一 (y,0)) 

乘法 关系 (zizs = zs 当 且 仅 当 (x1,0)(z2,0) = (z3,0)) 
都 是 相 容 的 , 所 以 不 必 再 区 分 “ 实 加 法 ”与 “ 复 加 法 ",“ 实 相等 ” 与“ 复 相等 ",“ 实 
的 负 运算 ”与 “ 复 的 负 运 算 ”"，“ 实 乘法 ” 与 “ 复 乘法 ”. 例如 , 可 以 让 3 = (3,0) 来 计 
算 3(2,4) 得 


(3,0)(2,4) = (3x2—0x43x4+0x2)= (6,12). | 

注意 , 还 有 0= 0c 以 及 1= lc, 所 以 现在 可 以 扔 掉 零 的 下 标 C 而 只 写 0, 扔 掉 单位 
的 下 标 C 而 只 写 1. 

我 们 现在 定义 i 为 复数 i := (0,1). 于 是 可 以 把 复数 的 非 正式 的 定义 重 写成 一 
个 引 理 : 

引 理 15.6.7 ”每 个 复数 xz EC 可 以 写成 z =a 十 bi 的 形式 , 其 中 a,b 是 唯一 
确定 的 一 对 实数 . 还 有 这 = -1 以 及 -z= (一 1)z. 

证 明 ”见习 题 15.6.3. 

根据 这 个 引 理 , 我 们 从 此 以 后 扔 掉 形式 记号 而 把 复数 写成 常用 的 形式 a + bi. 

定义 15.6.8( 实 部 和 虚 部 ) ”如 果 z 是 复数 , 具有 表达 式 z = a 十 bi, 其 中 ob 
为 实数 , 那么 称 a 为 z 的 实 部 , 记 作 RR(z) := a, 称 5 为 z 的 虚 部 , 记 作 S(z) := 六 
于 是 , 作为 例子 


R34 4) = 3, S34+4) =4. 
而 一 般 地 
z= R(z) +idS(z) 
注意 , z 是 实数 当 且 仅 当 S(z) = 0. 我 们 说 z 是 虚数 (imaginary) 当 且 仅 当 R(z) = 0. 
那么 , 作为 例子 , 和 i 是 虚数 , 而 3 + 4; 既 不 是 实数 也 不 是 虚数 , 但 是 0 既是 实数 也 是 
虚数 . 定义 z 的 复 共 轰 z 为 复数 


z:= (2) -id(z). 


于 是 作为 例子 , 3 十 对 = 3 一 4i,i= 一 i, 3=3. 
复 共 斩 运 算 具 有 一 些 良好 的 性 质 : 
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引 理 15.6.9( 复 共 罗 是 一 个 对 合 (involution)) ” 设 z,w 是 复数 , 那么 3 二 而 二 
也 十 要, 二 2 二 一 Z, ZW 二 ZW, 还 有 豆 = z. 最 后 ,了 一 而 当 且 仅 当 z= 二 由, 二 2z 当 且 仅 
当 z 是 实数 . 

证 明 ”见习 题 15.6.4. 

在 定义 4.3.1 中 定义 了 比例 数 z 的 绝对 值 |z| 的 概念 ， 的 
式 推广 到 了 实数 . 但 是 我 们 不 能 直接 将 此 定义 推广 到 复数 , 因为 绝 大 多 数 复数 都 既 
不 是 正 的 也 不 是 负 的 .( 例 如, 我 们 既 不 把 i 当 作 正 数 也 不 把 它 当 作 负 数 ， 至 于 为 
什么 , 习题 15.6.15 提供 了 一 些 理由 .) 但 我 们 依然 可 以 用 推广 习题 5.6.3 中 的 公式 
|z| = Vz2 的 方式 来 定义 绝对 值 : 

定义 15.6.10( 复 绝对 值 ) 设 z=a+ 是 复数 , 定义 z 的 绝对 值 |z| 为 实数 
|z|:= Vaz 十 现 = (a? + b2)3. 

从 习题 5.6.3 看 出 , 绝对 值 的 这 个 概念 推广 了 实 绝对 值 的 概念 . 绝对 值 有 一 些 

4 其 他 好 的 性 质 : 

引 理 15.6.11( 复 绝对 值 的 性 质 ) 设 z,w 逮 复 数 ， 那么 |z| 为 非 负 实 数 ， 并 
且 |z| = 0 当 且 仅 当 z = 0， 还 有 恒等式 妈 车 |z|2, 从 而 |z| = V 瑟 于是, 有 
Izw| = |z||w| 以 及 | 了 = |z|. 最 后 , 有 不 等 式 


-lz| < R(z) < |z|, -lz| < Sz) < |zl, lz| < (RC2)| + |S(z)|, 


以 及 三 角形 不 等 式 
lz+ wl < |z|+ lwl. 
证 明 ”见习 题 15.6.6. 图 
使 用 绝对 值 的 概念 , 我 们 可 以 定义 倒数 ， 
定义 15.6.12( 复 倒数 ) ” 设 z 为 非 零 复数 ， 我 们 定义 z 的 倒数 z-! 为 复数 
2z-1 := |z|-25. (注意 , |z|-? 是 定义 成 功 的 , 根据 引 理 15.6.11，|z| 是 正 实数 .) 于 是 ， 
作为 例子 


(1+20)-1=|1+2i2(1—2) = (12 十 22)-1(1 二 2) = 


如 果 z = 0, 我 们 认为 它 没有 倒数 . 
从 定义 及 引 理 15.6.11, 我 们 看 到 , 如 果 z 尖 0, 那么 


2 
计划 


22 1=2 z= z= |z| We 


从 而 z-! 确实 是 z 的 倒数 . 于 是 可 以 用 通常 的 方式 定义 两 个 复数 和 w 六 0 的 商 
三 的 概念, 即 三 := zw 
可 以 用 d(z,w) = |z -wl 来 定义 复数 z 与 w 间 的 距离 
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引 理 15.6.13 ”复数 集 C 依 距 离 d 构成 度量 空间 . 设 (am)52 ， 是 复数 的 序列 ， 
z 是 复数 那么 在 这 个 度量 空间 内 lim_zn 一 的 充分 必要 条 件 是 


,lim, (an) =R(2), 有 ,lim an) = S(2). 


证 明 ”见习 题 15.6.9. a 

这 个 度量 空间 实际 上 是 完备 的 并 且 连 通 的 , 但 不 是 紧 臻 的 : 见习 题 15.6.10、 习 
题 15.6.12 和 习题 15.6.13. 通常 的 极限 算 律 也 成 立 : 

引 理 15.6.14( 复 极限 算 律 ) 设 (sn) 只! 和 (un) 中 :都 是 复数 的 收 伊 的 序列 ， 
并 设 6 是 复数 那么 (zn 十 Un) 咏 1，(zn 一 um] 中 1 (cn) 吕 (cnn) 各 1 ( 醒 ) 生 1 都 
是 收敛 的 , 而 且 

tn ty 
0 
Be te ott 
人 3 
一 
还 有 , 如果 诸 wn 都 不 等 于 夫 , 而 且 lim_ wn 也 不 是 零 ,那么 ( 训 )”， 也 是 收 伏 序 
列 并 且 


lim zn 
lim 一 = > 
mn 一 oo Wn lim wn 


证 明 ”见习 题 15.6.14. 

我 们 看 到 * 实 数 系 与 复数 系 事实 上 是 相当 类 似 的 ， 两 者 部 加 人 类 但 的 鼻 术 法 区 
都 具有 类 似 的 度量 空间 结构 . 实际 上 , 本 书 中 证 明 的 关于 实 值 函数 的 许多 结果 , 对 
于 复 值 函数 同样 成 立 , 只 需 在 证 明 中 简单 地 把 “ 实 的 ” 换 成 “ 复 的 ” 而 其 他 细节 完全 
不 必 改 变 . 用 另 一 种 方式 来 说 , 永远 可 以 把 复 值 函 数 f 分 成 实 部 R(f) 和 虚 部 S(P)， 
于 是 了 = RR(f) +iS(f), 从 而 由 关于 实 值 函数 RR(f), S(f) 的 结果 归结 出 关于 复 值 函 
数 的 相应 的 结果 . 例如 , 第 14 章 中 逐 点 收敛 和 一 致 收敛 的 理论 , 或 本 章 中 的 寡 级 数 
的 理论 , 都 可 毫 无 困难 地 推广 到 复 值 函 数 的 情形 . 特别 是 , 可 以 用 和 实 函数 一 模 
样 的 方式 来 定义 复 指数 函数 : 

定义 15.6,15( 复 指数 函数 ) ”对 于 复数 z, 定义 函数 exp(z) 为 


exp(D) = 


n=0 
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可 以 叙述 并 证 明 复 级 数 的 比例 判别 法 , 并 用 来 证 明 对 于 每 个 z, exp(z) 都 收敛 . 
结果 , 定理 15.5.2 中 的 许多 性 质 依 然 成 立 : 例如 , 仍 有 exp(z 十 ww) = exp(z) exp(w)， 


见习 题 15.6.16. (其 他 性 质 用 到 复 微 分 和 复 积 分 ， 而 这 些 议题 超出 本 课程 的 范 .) 


另外 , 注意 到 exp(z) = exp(z) 是 有 用 的 , 这 可 通过 对 部 分 和 by 十 2? 取 共 思 , 然后 
令 NN 一 oo 取 极限 而 得 到 . 

复 对 数 变 得 有 点 更 为 微妙 , 主要 是 因为 exp 不 再 是 可 逆 的 , 同时 也 因为 对 数 函 
数 的 各 种 罕 级 数 都 只 具有 有 限 的 收敛 半径 (不 像 exp 那样 , 收敛 半径 为 无 限 ). 这 一 
相当 微妙 的 情形 超出 本 书 的 范围 , 此 处 不 拟 讨 论 . 


15.6.1 
15.6.2 
15.6.3 
15.6.4 
15.6.5 
15.6.6 


15.6.7 


15.6.8 


15.6.9 


15.6.10 


15.6.11 


15.6.12 


15.6.13 


15.6.14 


15.6.15 


习 题 15.6 
证 明 引 理 15.6.4. 
证 明 引 理 15.6.6. 
证 明 引 理 15.6.7. 
证 明 引 理 15.6.9. 
设 z 为 复数 . 证 明 R(z) 一 地 (z 十 避 ，S(z) = 南 (z 一 习 . 


证 明 引 理 15.6.11. (提示 : 为 证 三 角形 不 等 式 ， 先 证 各 (zT) < |z|hwl, 从 而 (根据 习题 
15.6.5) s 古 + zu < 2|s| |wl. 然后 把 |z|? + hwl? 加 到 这 个 不 等 式 的 两 边 .) 
证 明 : 如 果 z,w 是 复数 ,w 了 0, 那么 || = 冉 . 
设 z,w 为 非 零 复数 . 证 明 |z 十 | = |z| 十 |w| 当 且 仅 当 存 在 正 实数 c > 0 使 得 z = cw. 
证 明 引 理 15.6.13. 

证 明 复数 集 C 连同 通常 的 度量 a 构成 一 个 完备 的 度量 空间 . 

设 了 :了 2 一 C 是 映射 f(a,b) := a+ bi, 证 明 f 是 双 射 ,并且 f 和 广 : 都 是 连续 映 
射 . 

证 明 复数 集 C 连同 通常 的 度量 d 构成 一 个 连通 的 度量 空间 . (提示 : 先 证 C 是 路 连 
通 的 , 如 习题 13.4.7.) 

设 已 是 C 的 子 集合 . 证 明 妃 是 紧 致 的 当 且 仅 当 已 是 闭 的 并 且 是 有 界 的 .( 提 示 : 把 
习题 15.6.11 与 Heine-Borel 定理 (定理 12.5.7) 联合 起 来 .) 从 而 证 明 C 不 是 紧 臻 
的 . 

证 明 引 理 15.6.14. (提示 : 把 z,, 和 ww 分 成 实 部 和 虚 部 , 并 使 用 通常 的 极限 算 律 ( 引 
理 6.1.19) 和 引 理 15.6.13.) 

本 题 的 目的 在 于 解释 为 什么 不 把 复数 划分 为 正 的 和 负 的 . 假设 有 “ 正 复数 ” 及 “ 负 复 
数 ” 的 概念 , 遵从 下 述 合理 的 公理 (参阅 命题 4.2.9). 

。 (三 歧 性 ) 对 于 每 个 复数 z, 下 述 命题 中 恰 有 一 个 为 真 : z 是 正 的 , z 是 负 的 , z 是 

零 . 
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。 ( 负 运 算 性 质 ) 如 果 z 是 正 复数 , 那么 一 z 是 负数 . 如 果 z 是 负 复数 , 那么 -z 是 
正 复数 . 

。 (可 加 性 ) 如 果 z 和 ww 是 复数 , 那么 z 十 w 也 是 正 复数 . 
。 (可 乘 性 ) 如 果 > 和 ww 是 正 复数 , 那么 zw 也 是 正 复数 . 
证 明 这 四 条 公理 是 不 相 容 的 , 也 就 是 说 , 可 以 用 这 些 公理 来 导出 矛盾 .( 提 示 : 先 用 这 
些 公理 推导 出 1 是 正 数 , 然后 断定 一 1 是 负数 . 然后 使 用 三 歧 性 于 z = i, 并 在 三 种 
情形 的 任何 一 种 情形 都 得 到 矛盾 .) 

15.6.16 ”证 明 复 级 数 的 比例 判别 法 , 并 用 它 来 证 明定 义 复 指数 函数 的 级 数 是 绝对 收敛 的 . 然 
后 证 明 , 对 于 一 切 复数 >,w, exp(z 十 ww) = exp(z) exp(w). 
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我 们 现在 来 讨论 继 指 数 函 数 和 对 数 函数 之 后 的 最 重要 的 一 类 特殊 函数 (special 
functions), 即 三 角 函 数 .( 数 学 中 还 有 其 他 几 类 有 用 的 特殊 函数 , 如 双 曲 三 角 函 数 和 
超 几 何 函数 , y 函数 与 5 函数 , 以 及 椭圆 函数 , 但 它们 较 少 出 现 , 故此 处 不 拟 讨 论 .) 

三 角 函 数 常 通过 几何 概念 来 定义 , 主要 是 圆 、 三 角形 和 角 之 类 . 然而 也 可 以 使 
用 较为 分 析 的 概念 来 定义 它们 , 特别 是 可 以 通过 ( 复 ) 指数 函数 来 定义 它们 . 

定义 15.7.1( 三 角 函 数 ) ”如 果 z 是 复数 , 那么 定义 


cos(z) := 3 (e* +e-*), 


1 
sin(z) := bp (ee 一 ee] . 
分 别 把 cos 和 sin 叫 作 余弦 ( cosine) 及 正弦 (sine ) 函数 . 
这 些 公式 是 Leonhard Euler(1707 一 1783) 于 1748 年 发 现 的 , 他 认识 到 了 复 指 
数 函 数 与 三 角 函 数 之 间 的 联系 . 注意 , 由 于 已 经 对 于 复数 z 定义 了 正弦 和 余弦 , 那 
么 它们 对 于 实数 = 也 就 自动 地 有 了 定义 . 在 绝 大 多 数 应 用 的 场合 , 人 们 只 使 用 实 三 
角 函 数 . 
从 exp 的 容 级 数 定义 , 得 


S 二 袜 1 
=1tiz- mm tt 


以 及 1 i 1 
e -一 1 一 季 一 下 2 十 + 
于 是 从 上 面 的 公式 得 到 
cos(z)=1— 六 十 下 一 … 一 bp 5 
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sin(z) = z 一 2 十 #2 一 …= > et 

然 ， 然 ,只 要 志 吓 实数 cos(z) 和 sin(z) 永远 是 实数 ， 由 比例 判别 法 可 知 , 对 于 每 个 
z, Ee 总 rz 和 在 凡 12*”+ 都 是 绝对 收敛 的, 所 以 sin(z) 和 cos(z) 
在 0 处 都 是 实 解析 的 ， 而 且 鞭 徊 级 数 的 收敛 半径 是 co. 于 是 从 习题 15.2.8 知 , 正弦 
函数 和 余弦 函数 在 整个 及 上 都 是 实 解析 的 . (它们 也 在 整个 C 上 是 复 解析 的 , 但 是 
我 们 在 本 课程 中 不 探究 此 事 .) 当然 , 正弦 和 余弦 函数 都 是 连续 的 和 可 微 的 . 

下 面 列 出 正弦 和 余弦 函数 的 一 些 基本 性 质 . 

定理 15.7.2( 三 角 恒 等 式 ) ” 设 z,y 是 实数 . 那么 有 下 列 各 式 . 

(a) sin2(z) + cosz(z) = 1. 当然 , 对 于 一 切 ER， 


sin(z) € [一 1,1]， cos(z) € [-1,1]. 


(b) sin'(z) = cos(z), cos'(z) = — sin(z). 
{c) sin(—z) = 一 sin(z)，cos( 一 7Z) = cos(7). 
(d) cos(z 十 9) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y), 
sin(z 十 9) = sin(z) cos(y) + cos(z)]sin(y). 
(e) sin(0) = 0, cos(0) = 1. 
(f) eiz = cos(z) + isin(z), e-i? = cos(z)] — isin(z). 
当然 , cos(z) = R(ei®), sin(z) = S(e?). 
证 明 ”见习 题 15.7.1. 
现在 我 们 描述 sin 和 cos 的 一 些 其 他 的 性 质 . 
引 理 15.7.3 “存在 正 数 z 使 得 sin(z) = 0. 
证 明 ”假设 对 于 一 切 > e (0,co)，sin(z) # 0 注意， 这 将 蕴含 对 于 一 切 
Z E (0,co)，cos(z) 关 0, 因为 不 然 的 话 , 根据 定理 15.7.2(dj, 由 cos(z) = 0 将 得 
到 sin(2z) = 0 (为 什么 ?). 由 于 cos(0) = 1, 那么 根据 中 值 定 理 (定理 9.7.1), 对 于 
一 切 z > 0, 必 有 cos(z) > 0 (为 什么 ?). 同样 , 由 于 sin(0) = 0 以 及 sin'(0) =1> 0， 
我 们 看 到 在 接近 0 处 sin 是 增加 的 , 所 以 在 0 的 左边 它 是 正 的 . 还 是 根据 中 值 定理 ， 
我 们 断定 对 于 一 切 x > 0， ee > 0 (否则 的 话 sin 就 会 在 (0, co) 上 有 零点 ). 
于 是 , 如 果 定 义 cot(z = 党 由， 就 知道 cot(z) 在 (0, oo) 是 正 的 并 且 是 可 微 
mn 根据 商法 则 (定理 10.1. 人 )) 以 及 定理 15.7.2 得 , cot(z) 的 导数 是 寺 H (为 什 
么 ?). 于 是 对 于 一 切 = > 0, 有 cot'(z) < -1. 根据 微 积分 基本 定理 (定理 11.9.1), 这 
蕴含 cottz+ s) < cot(z) 一 s 对 于 一 切 z > 0 和 s > 0 成 立 . 但 让 s 一 co ee 
到 这 与 cot 在 (0, oo) 上 是 正 的 断言 相 矛盾 .( 为 什么 ?) 
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设 已 是 集合 瑟 := {x € (0,00) :sin(z)=0}, 即 已 是 sin 在 (0,co) 上 的 根 的 集 
重合 ,根据 引 理 15.7.3, 刀 不 是 空 集 . 由 于 sin'(0) > 0, 存在 c > 0 使 得 已 c cco) ( 见 
习题 15.7.2), 还 由 于 sin 在 [c co) 上 连续 , 是 [c, co) 中 的 闭 集 (为 什么 ? 用 定理 
13.1.5(d)). 由 于 [c, ce) 是 R 中 的 闭 集 , 我 们 断定 忆 是 R 中 的 闭 集 . 于 是 妃 含 有 它 
的 一 切 附着 点 , 从 而 含有 inf(). 那么 我 们 可 以 做 出 下 述 定 义 : 
定义 15.7.4 定义 x 为 


:= inf{fz € (0,00) : sin(z) = 0}. 


于 是 x € BC [ceo), 那么 x > 0, 而 且 sin(r) = 0. 根据 r 的 定义 , sin 在 (0,x) 中 

无 零点 , 因此 在 (0,x) 上 必 是 正 的 (参阅 引 理 15.7.3: 中 使 用 中 值 定理 的 论述 ). 由 于 

cos'(z) = 一 sin(z), 所 以 我 们 断定 cos(z) 在 (0,r) 上 是 严格 减 的 . 由 于 cos(0) = 1 这 

表明 cos(r) < 1; 由 于 sin?(r)+cos?(r) = 1 而 sin(r) = 0, 所 以 我 们 断定 cos(n) = 一 1. 
于 是 得 到 著名 的 Euler 公式 : 


e = cos(r) + isin(n) = —1. 


现在 我 们 给 出 正弦 函数 和 余弦 函数 的 一 些 其 他 的 性 质 . 

定理 15.7.5( 三 角 函数 的 周期 性 ) ” 设 z 是 实数 . 

(a) cos(z + 7) = 一 cos(z), sin(z + A) = 一 sin(z). 那么 cos(z 十 2r) = cos(z)， 
sin(z 十 2r] = sin(z), 也 就 是 说 sin 和 cos 都 是 以 27 为 周期 的 周期 函数 . 

(b) sin(z) = 0 当 且 仅 当 于 是 整数 . 

(c) cos(z) = 0 当 且 仅 当 到 是 整数 加 去 . 

证 明 ”见习 题 15.7.3 ’ mn 

当然 我 们 还 可 以 定义 一 切 其 他 的 三 角 函 数 : 正切 、 余 切 、 正 割 、 余 割 , 并 且 建 
立 一 切 熟知 的 三 角 学 的 恒等式 , 习题 中 给 出 一 些 例子 . 

加 


: 习 题 15.7 


15.7.1 ”证 明定 理 15.7.2. (提示 : 尽 可 能 用 指数 函数 的 语言 写 出 每 个 细节 .) 

15.7.2 ” 设 / : 有 一 及 是 在 zo 处 可 微 的 函数 , 并 且 f(zo) = 0 而 (zo) 关 0. 证 明 : 存在 
c> 0 使 得 只 要 0 < |z 一 y| < c, f(y) 就 不 是 零 . 由 此 断定 存在 c > 0, 使 得 对 于 一 切 
0<z<ocsin(z) 天 0. 

15.7.3 ”证 明定 理 15.7.5. (提示 : 对 于 (c), 你 可 能 会 先 计算 sin(3) 和 cos( 引 , 而 后 把 cos(z) 
与 sin(z 十 3) 联系 起 来 .) 

15.7.4 ” 设 z,y 是 实数 并 且 z?+y? = 1. 证 明 恰 有 一 个 实数 0 e (xc, 使 得 z = sin(9), y = 
cos(9). (提示 : 可 能 要 分 别 对 于 z,y 是 正 的 , 负 的 或 零 的 情形 进行 讨论 .) 
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15.7.5 ”证 明 : 如 果 ~,s > 0 是 正 的 实数 , 而 0, a 是 实数 , 使 得 rei? = sei*, 那么 + = s, 并 且 
对 于 某 整 数 有 ,0 = a 十 2Kr. 
15.7.6 ” 设 z 为 非 零 复数 . 用 习题 15.7.4 证 明 恰 存在 一 对 实数 r,b, 满足 r > 0, 9 € (x,d 
以 及 z = re”. (有 时 把 此 式 叫 作 z 的 标准 极 坐标 表示 .) 
15.7.7 ”对 于 任意 的 实数 9 和 整数 n, 证 明 de Moivre 等 式 
cos(ng) = R((cos0 + isinO)"); sin(n0) = S((cos0 + ising)”)， 
15.7.8 设 tan : (一 到 下) 一 民 是 正切 函数 
,sin(zZ) 
tn 一品 乓 
证 明 tan 是 可 微 的 、 单 调 增 的 , 并 且 
时 tan(a) 一 1 十 tan2(z)， a tan(z) = oo， es tan(z) = 一 oo. 
由 此 断定 , tan 事实 上 是 从 (一 所 下 到 及 的 双 射 ， 干 是 它 有 反 函数 tan-1 : 及 一 
(一 和 和 (这 个 函数 叫 作 反正 切 函 数 (arctangent function)?. 证 明 tan-! 是 可 微 的 并 
且 
起 tn!) 四 Tz: 
15.7.9 ” 回 到 习题 15.7.8 中 的 反正 切 函数 tan~!. 修改 定理 15.5.6(e) 的 证 明 而 建立 恒等式 


tanrxlz) = 和 Coe z€ (1,1). 


使 用 Abel 定理 (定理 15.3.1) 把 此 等 式 延 拓 到 z = 1 的 情形 , 从 而 得 到 等 式 


(注意 , 根据 交错 级 数 判别 法 (命题 7.2.12) 此 级 数 收 敛 .) 由 此 推出 4 一 < x < 4. 
(当然 , 也 可 以 算出 x = 3.141 592 6... 达到 更 高 的 精确 度 , 但 如 果 愿 意 这 样 做 , 建议 
使 用 另外 的 公式 , 上 面 的 级 数 收敛 得 太 慢 了 .) 


15.7.10 设 1:R 一 R 是 函数 


f(z) := 六 4 cos(32" 717). 


n=1 


(a) 证 明 此 级 数 一 致 收敛 , 从 而 f 是 连续 的 . 


@ arctangent 一 词 , 词典 上 无 译名 , 或 许可 以 译 为 弧 正切 的 . 一 一 译 者 注 
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.(b) 证 明 对 于 每 个 整数 7 和 每 个 整数 m > 1, 有 
渤 ee —m, 
-|>4 
[提示 : 使 用 恒等式 


ml 


>- i 3 an 


n=m+l 


于 特定 的 序列 (an). 同时 , 也 使 用 余弦 函数 是 以 2r 为 周期 的 这 一 事实 , 以 及 对 


于 任何 | < 1 儿 何 级 数 光 1" = 
Tz 和 y, 
leos(z) — cos(W)| < lz —yl, 


公式 . 最 后 , 要 用 到 对 于 任何 实数 


这 个 不 等 式 可 用 中 值 定理 (推论 10.2.9) 来 证 明 , 也 可 用 微 积分 基本 定理 (定理 


11.9.4) 来 证 明 .] 


(ec) 使 用 (b), 证 明 函 数 f 对 于 每 个 实数 zo 都 在 zo。 处 不 可 微 .( 提 示 : 根据 习题 


5.4.3, 对 于 每 个 zo 和 每 个 m > 1, 存在 整数 j, 使 得 了 < 32™zo < j 十 1.) 
(d) 简要 地 解释 , 为 什么 (c) 中 的 结果 并 不 与 推论 14.7.3 相 矛 盾 . 
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在 前 两 章 中 , 我 们 讨论 了 怎样 用 多 项 式 来 逼近 特定 的 函数 (例如 紧 支撑 的 连续 
函数 ). 然后 , 我们 证 明了 怎样 能 够 把 另 一 类 函数 ( 实 解析 函数 ) 精确 地 (而 不 是 近 
似 地 ) 写成 无 限 多 项 式 , 或 更 精确 地 说 , 是 写成 罕 级 数 . 

宪 级 数 已 然 具 有 巨大 无 比 的 功用 , 特别 是 当 处 理 前 面 讨论 过 的 指数 函数 和 三 角 
函数 这 些 特殊 函数 时 确实 如 此 . 然而 , 还 是 有 一 些 场合 , 寡 级 数 不 是 那么 有 用 , 因为 
我 们 还 必须 处 理 不 是 实 解析 的 函数 (例如 Vz), 而 这 样 的 函数 当然 不 能 表示 为 赛 级 
数 . 

幸运 的 是 , 另 有 一 类 级 数 展开 , 叫 作 Fourier 级 数 , 在 分 析 中 也 是 非常 有 效 的 
工具 (尽管 用 于 稍 许 不 同 的 目的 ). 它 不 是 用 来 处 理 紧 支 撑 的 函数 , 而 是 用 来 分 析 周 
期 函数 , 它 不 把 函数 分 解 为 代数 多 项 式 而 是 分 解 为 三 角 多 项 式 . 粗略 地 说 , Fourier 
级 数 的 理论 所 研究 的 是 关于 每 个 周期 函数 能 不 能 分 解 成 正弦 与 余弦 的 (无 限 ) 和 的 
问题 

注 16.0.0 ”Jean-Baptiste Fourier(1768 一 1830) 在 拿破仑 时 代 曾 当 过 埃及 总 督 . 
在 拿破仑 战争 之 后 他 离开 政界 , 重新 回来 研究 数学 . 他 在 1807 年 的 一 篇 重要 论文 
中 引入 了 Fourier 级 数 , 并 用 来 解 现在 所 谓 的 热传导 方程 . 在 那个 时 代 , 每 个 周期 函 
数 都 可 以 表示 成 正弦 与 余弦 的 和 这 个 命题 极其 具有 争议 , 甚至 像 Euler 这 样 的 顶尖 
的 数学 家 也 宣称 那 是 不 可 能 的 . 但 是 , Fourier 还 是 努力 证 明了 这 的 确 是 对 的 , 尽管 
他 的 证 明 并 不 完全 严格 而 且 在 其 后 几乎 一 百年 中 都 没有 被 完全 接受 . 

在 Fourier 级 数理 论 与 容 级 数理 论 之 间 会 有 某 些 相似 之 处 ,但 也 有 重要 的 区 别 . 
例如 , Fourier 级 数 的 收敛 通常 不 是 一 致 的 ( 即 不 是 依 L~ 度量 收敛 的 ), 但 代 之 而 有 
在 另 一 个 度量 下 的 收敛 , 即 在 L? 度量 下 的 收敛 , 另外 在 我 们 的 理论 中 , 会 大 量 地 
使 用 复数 , 而 在 军 级 数 的 理论 中 , 复数 只 是 一 个 稍微 触及 的 角色 . 

Fourier 级 数 的 理论 (以 及 相关 的 课题 , 例如 Fourier 积分 以 及 Laplace 变换 ) 是 
十 分 宽泛 的 , 自身 成 为 一 个 完整 的 课程 . 它 具 有 很 多 应 用 , 主要 用 于 微分 方程 、 信 
号 处 理 、 电 气 工程 、 物 理 以 及 分 析 学 , 而 且 也 用 于 代数 学 及 数论 . 这 里 我 们 只 给 出 
这 个 理论 的 最 基础 的 知识 , 而 且 几 乎 不 给 出 它 的 应 用 . 


816.1 周期 函数 
Fourier 级 数 的 理论 是 研究 周期 函数 的 我 们 现在 来 定义 周期 函数 . 用 复 值 函数 


816.1 周期 函数 339 


来 讨论 比 用 实 值 函数 要 方便 . 

定义 16.1.1 设 工 >0 是 实数 . 函数 :了 及 一 C 是 以 工 为 周期 的 ,或 工 周期 
的 , 如 果 对 于 每 个 实数 >，j(z 十 刀 = f(z). 

例 16.1.2” 实 值 函数 f(z) = sin(z) 以 及 f(z) = cos(z) 都 是 2x 周期 的 , 正如 
复 值 函数 f(z) = ez 是 2r 周期 的 . 这 些 函 数 也 是 4r 周期 的 , 6r 周期 的 , 等 等 (为 
什么 ?). 但 函数 f(z) = z 不 是 周期 的 . 常 值 函 数 /(z) = 1 对 于 每 个 二 > 0 都 是 工 
周期 的 . 

注 16.1.3 ”如 果 函 数 / 是 工 周 期 的 , 那么 对 于 每 个 整数 ,都 有 f(z 二 kL) = 
f(z) (为 什么 ? 对 于 正 的 进行 归纳 , 然后 用 一 个 代 换 把 正 结果 转化 成 负 大 结果. 
天 = 0 的 情形 当然 是 平庸 的 ). 于 是 如 果 函 数 f 是 1 周期 的 , 那么 对 于 每 个 ke Z 都 
有 f(z 十 k) = f(z). 由 于 这 个 缘故 , 有 时 也 把 1 周期 函数 叫 作 是 Z 周期 的 (而 把 工 
周期 函数 叫 作 LZ 周期 的 ). 

例 16.1.4 ”对 于 任何 整数 n, 函数 cos(2rmnz)，sin(2rnz)，e2rinz 都 是 Z 周期 
的 ， (如果 n 不 是 整数 , 情形 如 何 ?) 设 f : RR 一 C 的 定义 是 : 对 于 每 个 整数 n, 当 
Ze [nmn+ 寺 ) 时 f(z) := 1 而 对 于 每 个 n, 当 ze 玫 十 二 2 十 1) 时 f(z) := 0. 这 是 
名 周期 函数 的 另 一 个 例子 , 它 也 是 方形 波 (square wave) 的 一 个 例子 . 

为 简单 起 见 , 往 下 我 们 只 处 理 Z 周期 函数 (对 于 工 周期 函数 的 Fourier 理论 ， 
见习 题 16.5.6). 注意 , 要 想 完全 了 解 一 个 Z 周期 函数 f : 及 一 C, 只 需 了 解 它 在 区 
闻 [0,1) 上 的 值 , 就 确定 了 它 在 一 切 别 的 点 处 的 值 . 这 因为 每 个 实数 x 都 可 以 写成 
xz 一 大 +3 的 形式 , 其 中 大 是 整数 ( 叫 作 z 的 整 部 , 有 时 记 作 [z]), 而 ye [0,1)( 它 叫 
作 z 的 小 数 部 分 , 有 时 记 作 {z}), 见习 题 16.1.1. 由 于 这 个 缘故 , 有 时 当 我 们 要 想 描 
述 一 个 Z 周期 函数 时 , 我 们 只 描述 它 在 区 间 [0,1) 上 的 性 状 , 然后 说 它 被 周期 延 拓 
到 整个 RR 上 . 这 意味 着 , 对 于 任意 的 实数 z 定义 f(z) := /g), 其 中 我 们 已 把 z 作 
如 上 的 分 解 z = k++y. (事实 上 可 以 取 任 何 长 度 为 1 的 半 开 区 间 来 代替 [0, 1), 但 这 
里 我 们 不 讨论 了 .) 
复 值 连续 Z 周期 函数 的 空间 记 作 C (R/Z; C). (记号 RR/Z 来 源 于 代数 学 , 它 代 
表 加 群 及 关于 加 群 Z 的 商 群 . 关于 商 群 的 更 多 的 知识 可 在 任何 一 本 代数 教材 中 找 
到 .) 说 “连续 ", 我 们 指 的 是 在 R 的 每 点 处 都 连续 ; 仅 在 一 个 [0, 1) 这 样 的 区 间 上 连 
续 是 不 够 的 , 因为 可 能 在 1 处 (或 在 任何 其 他 整数 处 ) 的 左 极限 和 右 极限 不 同 而 发 
生 间 断 . 于 是 作为 例子 , 函数 sin(2rmz)j, cos(2rnz)，e2rins 都 是 C (R/Z;C) 的 元 素 ， 
常 值 函数 当然 也 是 , 但 前 面 描述 的 方形 波 函 数 不 属 于 C (R/Z;C), 因为 它 不 是 连续 
函数 . 还 有 , 函数 sin(z) 也 不 属于 C (R/Z;C), 因为 它 不 是 Z 周期 的 . 

引 理 16.1.5(C (R/Z;C) 的 基本 性 质 ). 

(a) (有 界 性 ) 如 果 f < C (R/Z;C), 那么 f 是 有 界 的 ( 即 存在 实数 M > 0, 使 得 
对 于 一 切 ZE 有 有 |f(z)| < M). 


上 
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(b) (向 量 空间 的 性 质 以 及 代数 性 质 ) 如 果 f,g E C (R/Z;C), 那么 函数 f 十 9， 
了 一 9g， fg 都 属于 CO(R/Z;C). 还 有 , 如 果 c 是 复数 , 那么 cf 也 属于 C (下 /Zi C). 

(©) (在 一 致 极限 之 下 封闭 ) 如 果 ( 访 )8: 是 C (R/Z;C) 中 函数 的 序列 , 它 一 至 
收 化 到 函数 了: 民 一 C, 那么 了 也 属于 C (R/Z;C). 

证 明 ”见习 题 16.1.2. 

可 在 C (R/ZiC) 中 重新 引入 现在 熟知 的 上 确 界 范 数 度量 


doo(f,9) = suplf(z) — 9(z)| = sup |f(z) — 9(z)| 
zER ZE[0,1) 


而 使 它 成 为 度量 空间 , 我 们 知道 4。(f,9) 是 一 致 收敛 度量 (为 什么 上 式 中 第 一 个 
上 确 界 与 第 二 个 上 确 界 一 样 ?) 见习 题 16.1.3. 


习 题 16.1 


16.1.1 ”证 明 每 个 实数 z 恰 可 以 用 一 种 方式 写成 z = k+y 的 形式 , 其 中 大 是 整数 , 而 ye [0, 1). 
(提示 : 为 证 此 种 表示 的 存在 性 , 令 上 := sup{l EZ :1 < z}.) 

16.1.2 ”证 明 引 理 16.1.5. (提示 : 对 于 (a), 先 证 了 在 |0,1] 上 有 界 .) 

16.1.3 ”证 明 C (R/Z;C) 依 上 确 界 范 数 度量 de 成 为 度量 空间 . 进而 证 明 这 个 度量 空间 是 完 
备 的 . 


816.2 ”周期 函数 的 内 积 


从 引 理 16.1.5 知 , 连续 周期 函数 之 间 可 进行 加 法 , 减法 、 乘 法 及 取 极限 的 运算 . 
然而 我 们 还 需要 空间 C (R/Z; C) 上 的 另 一 些 运 算 . 其 中 第 一 个 就 是 内 积 运算 . 
定义 16.2.1( 内 积 ) 对 于 f,g Ee C(R/Z;C), 定义 内 积 (f,g) 为 


仿 及 = /de. 


注 16.2.2 ”对 于 复 值 函数 f(z) = g(z) +ih(z), 定义 它 的 积分 为 


/ f= / Ge WW h, 
[| [eb] [o 训 


其 中 g,n 分 别 为 7 的 实 部 和 庶 部 . 于 是 作为 例子 ， 


/ (1+iz)dr I ld zdz=1+ a 
[2 [ga [3 2 
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容易 验证 , 当 把 实 值 函数 换 为 复 值 函 数 时 , 微 积分 的 一 切 基 本 法 则 (分 部 积分 法 、 微 
积分 基本 定理 、 变 量 替 换 法 等 ) 依然 成 立 . 
例 16.2.3 ” 设 7 是 常 值 函数 f(z) := 1, 并 设 9 是 函数 g(z) := ezsz, 那么 


9- / 1as 
[0 


注 16.2.4 ”一 般 而 言 , 内 积 (f,g) 是 复数 . (注意 , 15 一 定 是 Riemann 可 积 的 ， 
因为 / 和 9 都 是 有 界 的 而 且 都 是 连续 的 .) 

粗略 地 说 , 空间 C (R/Z;C) 上 的 内 积 (f,9), 就 像 欧 几 里 得 空间 R* 上 的 点 积 
zy 一 样 . 下 面 列 出 内 积 的 一 些 基本 性 质 , 对 于 向 量 空间 上 的 内 积 的 更 深入 的 研究 
可 在 任何 一 本 线性 代数 书籍 中 找到 , 但 不 属于 本 书 的 讨论 范围. 

引 理 16.2.5 设 f,g,h eC(R/Z;C). 

(a) (Hermite 性 质 ) 我 们 有 (f,9) = (9 月 . 

(b) ( 正 性 ) 我 们 有 (f, 了) 之 0. 进而 有 (Jf, 了) = 0 当 且 仅 当 有 = 0 ( 即 对 于 一 切 
ZER，f(z) = 0). 

(©) (关于 第 一 变 元 的 线性 性 质 ) 我 们 有 (f 十 9 内 = ( 访 内 十 人 9, 内. 对 于 任何 复 
数 o 有 (cf 9) = c(f,g). 

(d) (关于 第 二 变 元 的 反 线性 性 质 (antilinearity)) 我 们 有 (f,g 十 甩 = (f,g) 十 
(J,h. 对 于 任何 复数 c, 有 (fcg) = 5(f,g). 

证 明 ”见习 题 16.2.1. ma 

根据 正 性 , 可 用 下 式 定义 函数 fe C (R/Z;C) 的 5? 范 数 | |: 


2 去 到 
fa = VG 万 = ( 人 ee) = 人 了 epan] 


于 是 对 于 一 切 f, ||fllz > 0. 范 数 |y7llz 有 时 叫 作 f 的 根 均 方 (root mean square). 
例 16.2.6 ”如 果 f(z) 是 函数 ezri=, 那么 


| fl = ( 人 ee] 三 ( oh ， on] 1 
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此 到 范 数 与 Fee 范 数 | := Supsen 11 有 关系 , 然而 是 不 相同 的 . 例如 ， 
如 果 f(z) = sin(z), 那么 fl = 1 但 |fllz = 支 . 一 般 而 言 , 对 于 二 者 关系 所 能 说 
的 最 多 就 是 0< lf|la < /ll。, 见习 题 16.2.3. 

下 面 给 出 L? 范 数 的 一 些 基本 性 质 . 

引 理 16.2.7 设 f,9€C(R/Z;C). 

(a) ( 非 退化 ) | fll2 = 0 当 且 仅 当 三 = 0. 

(b) (Cauchy-Schwarz 不 等 式 ) |(f,9)| < fllollgll2. 

(©) (三 角形 不 等 式 ) |f + 9l2 < fll2 + gl2. 

(d) ( 毕 达 哥 拉 斯 定理 ) 若 (f,g) = 0, 则 上 十 gl = fl8 十 ||gll8 

(6) (绝对 齐 性 ) 对 于 一 切 ce C, 有 lcfll2 = Icllifll2. 

证 明 ”见习 题 16.2.4. mn 

根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 , 我 们 有 时 也 把 (f,g) = 0 的 情形 说 成 是 f 与 9 垂直 . 

现在 我 们 可 以 在 C (R/Z;C) 上 定义 L? 度量 dL:: 


dz2(f,9) =|f — gl = ( 人 TO- cpu 


注 16.2.8 ”可 验证 dz 确实 是 度量 (习题 16.2.2). 其 实 , L? 度量 很 像 吹 儿 里 
得 空间 R" 上 的 1? 度量 , 这 也 就 是 两 者 的 记号 也 很 类 似 的 缘由 . 你 自己 应 该 对 两 者 
的 类 似 之 处 进行 比较 . 

注意 , C (R/Z;C) 中 函数 的 序列 ( 刀 ) 依 L? 度量 收敛 到 je C (R/Z;C) 指 的 
是 : 当 n 一 00 时 dr(fn,f) 一 0, 即 


Bn, /1h /Pe = 


注 16.2.9” 依 [2 度量 收敛 与 一 致 收敛 及 逐 点 收敛 都 不 同 , 见习 题 16.2.6. 
注 16.2.10 ”二 度量 的 性 状 不 如 Ze 度量 好 . 例如 , 空间 C(R/Z;C) 依 2 度 
量 是 不 完备 的 , 尽管 它 依 L” 度量 是 完备 的 , 见习 题 16.2.5. 


习 题 16.2 


16.2.1 ”证 明 引 理 16.2.5. (提示 : (b) 的 后 一 部 分 有 点 微妙 . 你 可 能 要 用 反 证 法 , 假定 不 是 
零 函 数 , 然后 证 明 jio ) |f(z)| 是 严格 正 的 . 为 做 此 事 , 你 可 能 要 用 到 f 连续 从 而 | 
是 连续 函数 这 一 事实 .) 

16.2.2 证明 C (R/Z; C) 上 的 L? 度量 dra 确实 使 C (R/Z;C) 成 为 度量 空间 (见习 题 12.1.6). 
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16.2.3 


16.2.4 


16.2.5 


16.2.6 


设 f e C(R/Z;C) 不 是 零 函数 , 证 明 0 < fl < lifll. 反 过 来 , 设 0< A<B 是 

实数 , 证 明 存在 非 零 函 数 f e C (R/Z;C), 使 得 ll = 4 且 lfllw = B. (提示 : 设 

9 是 C (R/Z; C) 中 的 一 个 非常 值 的 非 负 实 值 函数 , 考虑 形 如 f= (c+ dg) 二 的 函数 记 

其 中 c,d > 0.) 

证 明 引 理 16.2.7. (提示: 多 次 使 用 引 理 16.2.5. 对 于 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 从 正 

性 (f, 了) > 0 开始 , 但 以 函数 fllgll8 一 (f,g)g 代替 其 中 的 f, 然后 简单 地 使 用 引 理 

16.2.5, 可 能 要 单独 处 理 ||glls = 0 的 情形 . 用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 证 明 三 角形 不 

等 式 ) 

找 一 个 在 L? 中 收敛 到 间断 的 周期 函数 的 连续 周期 函数 的 序列 . (提示 : 试 收敛 到 方形 

波 函数 .) 

设 feC(R/Z;C), 并 设 (fm) 名 1 是 C(R/Z;C) 中 的 函数 的 序列 . 

(a) 证 明 : 如 果 (f%) 纶 1 一 致 收敛 到 f, 那么 (所 ) 窟 1 也 依 L? 度量 收敛 到 f. 

(b) 举 一 个 (所)% i 依 L? 度量 收敛 到 但 不 一 致 收敛 到 f 的 例子 . (提示 : 取 了 = 0 
试 让 函数 fn 有 大 的 sup 范 数 .) 

(6) 举 一 个 (fm) 息 1 依 L? 度量 收敛 到 但 不 逐 点 收敛 到 了 的 例子 . (提示 : 取 f= 0. 
试 让 函数 f; 在 一 个 点 处 很 大 .) 

(d) 举 一 个 (所)! 逐 点 收敛 到 f 但 不 依 L? 度量 收敛 到 f 的 例子 . (提示 : 取 f = 0. 
试 让 函数 所 依 L? 范 数 很 大 ,) 


816.3 三角 多 项 式 


现在 我 们 定义 三 角 多 项 式 . 恰 如 多 项 式 是 函数 z"( 也 叫 作 单项 式 ) 的 线性 组 合 ， 
三 角 多 项 式 乃 是 函数 e2*im*( 也 叫 作 特 征 (charaters)) 的 线性 组 合 . 
定义 16.3.1( 特 征 (character)) ”对 于 每 个 整数 mw 令 en e C (R/Z;C) 代表 函 


数 


EN 


这 个 函数 叫 作 频率 为 n 的 特征 (character). 
定义 16.3.2( 三 角 多 项 式 ) ”如 果 函 数 fe C (R/Z;C) 可 以 写成 


N 
= Ge, 


n=_—N 


其 中 N > 0 是 整数 , c。 是 复数 (n = 一 入 ,… ,N), 那么 了 叫 作 三 角 多 项 式 . 
例 16.3.3 ”函数 f = 4e_z+ie_l 一 2e0 十 0e1 - 3ea 是 三 角 多 项 式 , 它 可 以 更 
明确 地 写成 


jz) = de ir 4 ie Is — 2 — 3edriz. 
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例 16.3.4 ”对 于 任意 的 整数 n, 函数 cos(2xnz) 是 三 角 多 项 式 , 因为 
1 和 


， 二 
cos(2rmz) 一 二 = Fe-nt Fen. 


与 此 类 似 , 函数 sin(2rmz) = -机 e-n 十 去 en 也 是 三 角 多 项 式 . 事实 上 , 任何 正弦 和 
余弦 的 线性 组 合 都 是 三 角 多 项 式 , 例如 3+icos(2rz) +4isin(4rz) 也 是 三 角 多 项 式 . 

Fourier 定理 将 使 我 们 可 以 把 C (R/Z;C) 中 的 任何 函数 都 写成 Fourier 级 数 . 
Fourier 级 数 是 对 应 于 三 角 多 项 式 的 , 就 像 宕 级 数 是 对 应 于 多 项 式 的 ， 为 了 把 函数 
写成 Fourier 级 数 , 我 们 将 使 用 上 一 节 介绍 的 内 积 结构 . 关键 之 处 在 于 

引 理 16.3.5( 全 体 特征 构成 一 个 正 交规 范 系 ) ”对 于 任意 的 整数 m 和 n， 当 
况 二 由 时 (en;em) 一 1 而 当 公 天 m 时 (en,em) = 0. 我 们 还 有 |en||=1. 

证 明 ”见习 题 16.3.2. [ 

从 而 我 们 得 到 一 个 关于 三 角 多 项 式 的 系数 的 公式 . 

推论 16.3.6 设 /= Dm 是 三 角 多 项 式 ， 那 么 对 于 一 切 整数 ~ 和 < 
ngsN 有 


cn = (f, en). 
而 当 n>N 和 n< 一 NN 时 , (jf,en) = 0. 还 有 恒等式 
N 
MB= D lenl?. 
n=—N 
证 明 ”见习 题 16.3.3. 


定义 16.3.7(Fourier 变换 ) ”对 于 任意 的 函数 fe C (R/Z;C), 以 及 任意 的 整 
数 ne 世 , 我 们 定义 f 的 第 nn 个 Fourier 系数 fln) 为 


fln) := (Pen) = y)e -2ine dy. 
Fy = en) = {fea 
函数 广 :也 一 C 则 作 了 的 Fourier 变换 . 
从 推论 16.3.6 我 们 看 到 , 只 要 mon 是 三 角 多 项 式 , 就 有 


N oa 
f= > (fen)en= 》 (fen)ew 
n=—N 


n=_o0 


于 是 得 到 Fourier 反 演 公式 
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也 就 是 说 四 

f= > flnew™, 
等 式 右边 就 是 f 的 Fourier 级 数 . 还 有 , 从 推论 16.3.6 中 的 第 二 个 恒等式 , 我 们 得 
到 Plancherel 公式 


B= D> lAP. 


注 16.3.8 ”我 们 强调 一 下 , 目前 我 们 只 对 于 三 角 多 项 式 f 证 明了 Fourier 反 
演 公式 及 Plancherel 公式 . 注意 , 存 这 种 情况 下 , 绝 大 多 数 Fourier 系数 fln) 都 是 
零 (实际 上 只 有 当 -NN < n < N 时 它们 才 可 能 不 是 零 ), 所 以 无 限 和 其 实 是 假 的 , 它 
只 是 个 有 限 和 . 当然 , 也 就 不 存在 关于 级 数 的 收敛 之 说 . 由 于 它们 是 有 限 和 , 当然 既 
是 逐 点 收敛 的 , 也 是 一 致 收敛 的 , 也 是 依 L? 度量 收敛 的 . 

在 下 面 几 节 中 , 我 们 将 把 Fourier 反 演 公式 和 Plancherel 公式 推广 到 C (R/Z; C) 
的 一 般 函 数 上 去 , 而 不 是 只 考虑 三 角 多 项 式 的 情形 . (把 公式 推广 到 不 连续 的 函数 ， 
例如 方形 波 函 数 , 也 是 可 能 的 , 但 此 处 我 们 不 讨论 这 样 的 推广 .) 为 了 完成 这 项 工作 ， 
需要 改变 Weierstrass 逼近 定理 的 形式 现在 我 们 要 用 三 角 多 项 式 来 一 致 逼近 连续 
周期 函数 .正如 在 多 项 式 的 Weierstrass 逼近 定理 的 证 明 中 用 到 了 卷 积 一 样 , 我 们 
也 需要 为 周期 函数 配置 卷 积 运算 . 


习 题 16.3 


16.3.1 ”证 明 任何 两 个 三 角 多 项 式 的 和 以 及 乘积 仍 是 三 角 多 项 式 . 

16.3.2 ”证 明 引 理 16.3.5. 

16.3.3 ”证 明 推 论 16.3.6. (提示: 使 用 引 理 16.3.5. 对 于 第 二 个 恒等式 , 可 以 使 用 毕 达 哥 拉 斯 
定理 及 归纳 法 , 也 可 以 代入 了 二 aes 并 展开 所 有 的 表达 式 .) 


816.4 周期 卷 积 


这 一 节 的 目的 是 证 明 三 角 多 项 式 的 Weierstrass 逼近 定理 . 

定理 16.4.1 设 feC(R/Z;C), 并 设 s > 0. 那么 存在 三 角 多 项 式 P, 使 得 
lf — Pllw < <. 

这 个 定理 说 的 是 , 任何 连续 的 周期 函数 都 可 以 用 三 角 多 项 式 一 致 逼近 . 换 一 种 
方式 来 表达 : 若 用 已 (R/Z; C) 代表 全 体 三 角 多 项 式 所 成 的 空间 , 那么 已 (R/Z; C) 在 
Zee 度量 下 的 闭 包 是 C (R/Z;C). 
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可 以 直接 用 多 项 式 的 Weierstrass 逼近 定理 (定理 14.8.3) 来 证 明 这 个 定理 ， 
而 两 个 定理 都 是 更 一 般 的 Stone-Weierstrass 定理 的 特殊 情形 , 此 处 不 讨论 Stone- 
Weierstrass 定理 . 但 我 们 也 不 使 用 多 项 式 的 定理 去 证 三 角 多 项 式 的 定理 , 而 是 从 头 
开始 , 这 样 我 们 可 以 借 此 机 会 引入 一 些 有 趣 的 概念 , 特别 是 周期 卷 积 的 概念 . 然而 
此 处 给 出 的 证 明 , 应 该 强烈 地 唤起 你 对 证 明定 理 14.8.3 的 论述 的 回忆 . 

定义 16.4.2( 周 期 卷 积 )” 设 f,g e C (R/Z;C). 我 们 用 公式 


f+g(s) := 人 fs ay 


来 定义 f 和 9 的 周期 卷 积 f *g:R 一 C. 

注 16.4.3 ”注意 , 此 公式 与 定义 14.8.9 中 定义 紧 支撑 函数 的 卷 积 的 公式 稍 有 
不 同 , 此 处 我 们 只 在 [0,1] 上 积分 而 不 是 在 整个 及 上 积分 . 所 以 从 原则 上 来 说 , 我 
们 对 于 符号 f* 9 给 出 了 两 个 不 同 的 意思 . 但 实际 上 不 会 发 生 混淆 , 因为 一 个 非 零 
函数 不 可 能 既是 周期 的 也 是 紧 支 撑 的 (习题 16.4.1). 

引 理 16.4.4( 周 期 卷 积 的 基本 性 质 ) 设 f,g,hec(R/Z;C). 

(a) (封闭 性 ) 卷 积 【+g 是 连续 的 并 且 是 Z 周期 的 . 即 f *g ec (R/Z;C). 

(b) (交换 性 ) 我 们 有 f*g 二 g*f. 

(0) ( 双 线 性 性 ) 我 们 有 J*(g 十 站 三 J*g 十 J*h 以 及 (f++g)*h=f*h 二 gx*hh. 
对 于 任意 的 复数 c 有 c(f*g) = (cf)*g= f* (cg). 

证 明 ”见习 题 16.4.2. 

现在 我 们 来 考察 一 个 有 趣 的 恒等式 : 对 于 任意 的 fe C (R/Z;C) 以 及 任意 的 
整数 mw 有 


f * en = fln)en. 
为 证 此 式 , 做 如 下 演算 即 可 
f#en(7)= 后 FJezmne-0dy 
2rinz 一 2rimu: 
=-s A fe ay 
= fln)er™inz = fln)en. 


更 一 般 地 , 从 引 理 16.4.4(ii) 知 , 对 于 任何 三 角 多 项 式 P= 之 ， cuen, 有 


N N > 
f*P= 》 olf *en)= 5 fln)cnen. 


n=_N n=—N 
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于 是 , C (R/Z;C) 中 任何 函数 与 三 角 多 项 式 的 卷 积 仍 是 三 角 多 项 式 . (与 引 理 14.8.13 
进行 比较 .) 

下 面 我 们 引入 对 于 恒 等 逼 近 的 周期 类 比 . 

定义 16.4.5( 对 于 恒 等 的 周期 逼近 ) 设 s > 0，0< 5< 记 如 果 下 述 条 件 成 
立 , 函数 fe C (R/Z;C) 叫 作 是 对 恒 等 的 周期 (e, 6) 逼近 : 

(a) 对 于 一 切 z ER, f(z)>0, 并 且 ja7 = 

(b) 对 于 一 切 6 < |z|<1-6, 有 f(z) < <. 

现在 我 们 有 与 引 理 14.8.8 的 周期 类 比 . 

引 理 16.4.6 “对 于 每 个 ec > 0 和 0 < 5 < 二, 都 存在 三 角 多 项 式 PP, 它 是 对 于 
恒 等 的 (e,6) 通 近 . 

证 明 ”此 处 我 们 描述 证 明 的 框架 , 而 把 细节 留 作 习 题 16.4.3. 设 N > 1 是 整 
数 , 定义 Fejér 核 Fn 为 函数 


Fn := 立 人- 昌 ) Een. 


n=—N 


显然 , Fy 是 三 角 多 项 式 . 我 们 看 到 有 恒等式 


2 


1 Aca 
Fy= 玄 ba 
(为 什么 ?). 但 根据 几何 级 数 公式 ( 引 理 7.3.3), 有 
Db EN(7) — eo(®) _ ev ND)? sin(x No) 
ms) 


中 z 不 取 整 数 (为 什么 ?), 从 而 有 公式 


_ sin?(xNz) 
A Nasin2(rz) 


当 z 是 整数 时 , 几何 级 数 公式 不 适用 , 但 那 时 根据 直接 的 计算 , 有 fw(z) = N. 我 
们 看 到 , 对 于 一 切 z 有 jw(z) > 0. 另外 ， 


N 
二 二 网 UA 
人 Fwv(z)dz = 2 人 虽 ) 人 en 人 Rn) 1=1 
(为 什么 ?). 最 后 , 由 于 sin(xNz) < 1, 我 们 有 


1 1 
Nsinz(rz) ~ N sin2(x6)’ 


Fw(z) < 
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只 要 5 < |z| < 1 一 65( 这 是 由 于 sin 在 [0, 引 上 增 而 在 素 ,J 上 减 ). 于 是 , 选取 NN 全 
够 大 , 可 以 使 得 对 于 一 切 6 < |z| <1 -5 F(z) ge 

定理 16.4.1 的 证 明 ” 设 fe C(R/Z;C). 我 们 知道 f 是 有 界 的 ， a 
MM > 0, 使 得 对 于 一 切 zs eR, |f(z)| < M. 

设 。>0 是 任意 的 . 由 于 f 是 一 致 连续 的 , 所 以 存在 5 > 0, 使 得 只 要 |z-y| < 6 
就 有 |f(z) - f(w)| < < 现在 使 用 引 理 16.4.6 找 一 个 三 角 多 项 式 P, 使 它 是 对 于 恒 
等 的 (6,5) 逼近 , 那么 / * 忆 也 是 三 角 多 项 式 . 现在 来 估计 |/ /+ P| 

设 z 是 任意 的 实数 . 我 们 有 

fF(0) f+ POo)|=|f(2) -Ps Fal 
=|f(z) — 人 Pea 
=| ye f(z)P(ydy — 人 f(z ~ WP(Wayl 
=| /00) -f(ay 
[0,y] 
< 人 a) ~ fe Wp)ay 
可 把 右 端 分 成 
/ssi Pyt {UD) -fe -WPl)ay 
[0,5] 全 1 一 引 
+ {0) -7 Wp)ay 
(1-6,1] 
这 个 和 有 上 界 
< 人 Py + a 2Medy + /人 ， le-D-fe-alPody 


< 人 Pay+ 人 2meay+ 人 EP(y)dy 
[0,6] [56,1—9] [61] 
<e+2Mete 
=(2M + 2)e. 
于 是 有 
lf—f* Pl < (2M +2)e. 


由 于 M 是 固定 的 , 而 < 是 任意 的 , 所 以 可 以 使 J* PP 依 sup 范 数 任意 接近 f. 这 就 
证 明了 周期 Weierstrass 允 近 定理 . 国 
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习 题 16.4 


16.4.1 ”证 明 : 如 果 / : R 一 C 既是 紧 支 撑 的 又 是 Z 周期 的 , 那么 7 恒 等 于 零 . 

16.4.2 ”证 明 引 理 16.4.4. (提示 : 为 证 fj * 9 是 连续 的 , 必须 用 到 f 有 界 , 9 一 致 连续 , 或 反 过 
来 g 有 界 , j 一 致 连续 之 类 的 事实 . 为 证 f * 9 = g*f, 你 要 用 到 周期 性 来 “ 割 掉 和 复 
制 ” 区 间 [0, 4].) 

16.4.3 ” 补 上 引 理 16.4.6 的 证 明 中 标 有 (为 什么 ?) 的 细节 . (提示 : 对 于 第 一 个 恒等式 , 使 用 恒 
等 式 |z? = zz， 配 =e_n 以 及 enem = entm) 


816.5 ”Fourier 定理 和 Plancherel 定理 


使 用 Weierstrass 通 近 定理 (定理 16.4.1), 现在 可 以 把 Fourier 人 恒等式 以 及 
Plancherel 恒等式 推广 到 任意 的 连续 周期 函数 . a 

定理 16.5.1(Fourier 定理 ) ”对 于 任意 的 fe C(R/Z;C), 级 数 > fln)en 
依 72 度量 收 化 到 f. 也 就 是 说 


N 
dm li- D> fln)enls =0. 
n=—N 
证 明 ” 设 。 > 0. 我 们 必须 证 明 存在 No 使 得 


N ms, 
1- DD Fin)enls <e 


n=_N 
对 于 一 切 N > No 成 立 . 

根据 Weierstrass 通 近 定理 (定理 16.4.1), 对 于 某 个 No > 0, 可 以 找到 三 角 多 
项 式 


No 
P= > cnen 


n=—No 
使 得 |f 一 Pl < <. 当然 , 我 们 有 ||f - Pll < e. 
NV Ws 
现在 设 N > No, Fw := ,fen 我 们 来 证 |f - Fwlla < e. 首先 注意 到 ， 
对 于 任何 lml < N, 都 有 


N 
(f ~ Fv,em)= (fem)— > fln)(en,em) = flm)— flm)=0, 


n=—N 
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其 中 我 们 使 用 了 引 理 16.3.5. 当然 我 们 有 
(f — Fn, Fn — P) =0, 


因为 我 们 可 以 把 Fy - P 写成 诸 em (Im| < N) 的 线性 组 合 . 根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 
( 引 理 16.2.7(d)), 得 


If = PlB=|f- Fvlli+ Irv -PIS, 


从 而 
lf — Fnlls < |f — Plls < e. mn 
注 16.5.2 “注意 , 我 们 只 得 到 了 Fourier 级 数 ” 邯 fn)e,, 依 [2 度量 收敛 到 
j 可 能 会 问 , 对 一 致 收敛 或 逐 点 收敛 结论 是 不 是 也 成 立 ? 然而 (或 许 有 些 出 平 意 
料 ), 对 于 这 两 种 方式 的 收敛 , 回答 都 是 否定 的 . 但 如 果 假 定 函数 f 不仅 是 连续 的 而 
且 还 是 连续 可 微 的 , 那么 逐 点 收敛 成 立 ; 如 果 进 一 步 假 定 二 次 连续 可 微 , 那么 就 可 
以 得 到 一 致 收效 这 些 结果 都 超出 了 本 书 的 范围 , 此 处 不 予 证 明 . 但 是 我 们 要 证 明 
一 个 关于 何 时 可 把 L? 收 化 加 强 为 一 致 收敛 的 定理 : 
定理 16.5.3 设 feC(R/Z;C), 并 设 级 数 二 |f(n)| 绝对 收 化 .那么 级 数 


器 ftnjen 一 致 收 仇 到 f. 也 就 是 说 


n== 


N 
dm lf— DD fenle =0. 
n=-N 

证 明 ”根据 Weierstrass M 判别 法 (定理 14.5.7)， > Ln)en 一 致 收敛 到 某 
函数 ,而 且 根据 引 理 16.1.5(ii)，F 也 是 连续 的 并 且 是 Z 周期 的 ， (严格 地 说 ， 
Weierstrass M 判别 法 说 的 是 从 n= 1 到 n= oo 的 级 数 , 但 它 对 于 从 n 二 -oo 到 
n= co 的 级 数 也 成 立 , 只 要 把 双向 无 限 的 级 数 分 成 两 段 就 可 看 出 此 事 .) 于 是 


N 
IE- > Fenle =0, 


这 斑 合 


™ 
dulF- 3 finenls=0, 
n=-N 


因为 72 范 数 总 是 小 于 或 等 于 Lee 范 数 的 . 但 根据 Fourier 定理 , 序列 三 和 网 
已 然 依 Z 度量 收敛 到 六 所 以 只 有 在 = f 的 情况 下 它 才 能 依 L? 度量 收敛 到 下 
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( 见 命题 12.1.20). 于 是 五 = f, 从 而 


mlf— 3 fln)enlls = 0. 站 


作为 Fourier 定理 的 一 个 推论 , 我 们 得 到 i 
定理 16.5.4(Plancherel 定理 ) ”对 于 任意 的 eC(R/Z;C), 级 数 |fln)l? 
是 绝对 收 化 的 ， 并 且 4 
B= >》 |Ao)B 


这 个 定理 也 叫 作 Parseval 定理 . 
证 明 ” 设 = > 0. 根据 Fourier 定理 , 当 NW 充分 大 (依赖 于 6) 时 ， 
N 
If- > fln)enlla < a. 
n=—N 
由 三 角形 不 等 式 , 这 薄 含 着 
1 
lyla-es<l 3 fen)enlz < fl2+e. 
n=-N 


另 一 方面 , 根据 推论 16.3.6, 我 们 有 


N 


> Fn)en 


从 而 
(lfl2—e)? < pa Flr) < (fl + e)?. 
取 上 极限 得 py 
(fl2—e)? < limsup > [f(r)E < (fz +e)?. 
No ns N 
由 于 e 是 任意 的 , 所 以 根据 挤 压 判别 法 得 
N 
limsup > If(n)? = 7 人， 
人 一 oo ni 


从 而 证 得 所 要 的 结 
Fourier es, 但 此 处 我 们 不 再 继续 讨论 了 . 
将 看 到 Fourier 定理 和 Plancherel 定理 的 一 点 应 用 . 
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16.5.1 


16.5.2 


16.5.3 


16.5.4 


16.5.5 


习 题 16.5 


设 了 是 C (R/Z;C) 中 的 函数 , 定义 f 的 三 角 Fourier 系数 an 和 bn(n = 1,2,3,…) 
为 


em / f(g) eos(2rng)dz, bn := 2 / f(z) sin(2rne)dz. 
[0.1 [0,1] 


(a) 证 明 级 数 
jo + 5 (on cos(2mmz) + bn sin(2rnz)) 
依 L? 度量 收 全 到 /. (提示 : 使 用 Fourier 定理 , 并 把 指数 函数 分 成 正弦 和 余弦 丙 
部 分 , 把 正 n 的 项 与 负 n 的 项 合 起 来 ) 
(b) 证 明 : 如 果 污 a 和 器 bp 是 绝对 收敛 的 , 那么 上 面 的 级 数 不 仅 依 L? 度量 收 
i 
敛 , 而 且 实际 上 是 一 致 收敛 到 f 的 . (提示 : 使 用 定理 16.5.3.) 
设 当 z e [0,1) 时 / 是 函数 f(z) = (1 一 2z)?, 并 以 Z 周期 延 拓 至 全 实 轴 . 
(a) 使 用 习题 16.5.1, 证 明 : 级 数 


1 包 4 
3 后 艺 元 cos(2zmz) 
一 致 收 仇 到 . 
(b) 证 明 : 学 坟 = 车. (提示 : 计算 上 面 的 级 数 在 = = 0 处 的 值 .) 
() 证 明 : DE = 蘑 . (提示 : 把 余弦 写成 指数 形式 , 然后 使 用 Plancherel 定理 .) 
设 fe C(R/Z;C), P 是 三 角 多 项 式 . 证 明 : 对 一 切 整 数 nn 
fr P(n) = fln)en = fln)P(n). 

更 一 般 地 , 如 果 j,g e C (R/Z;C), 那么 对 一 切 整数 n， 

Fx 9(n) = Fln)d(n). 


(表述 此 事 的 奇特 说 法 是 , Fourier 变换 把 卷 积 与 乘积 缠 结 在 一 起 .) 
设 f e C(R/Z;C) 是 可 微 的 , 而 且 它 的 导数 f' 还 是 连续 的 ， 证明: /也 属于 
C (R/Z; C), 并 且 对 于 一 切 整 数 n, 也 (n) = inf(n). 
设 f,g e C(R/Z; C). 证 明 Parseval 等 式 
& { (od = RD Fg. 
2 nez 


(提示 : 对 于 f+g 和 了- 9 使 用 Plancherel 定理 , 然后 把 两 者 相 减 .) 从 而 断定 , 式 中 
的 实 部 可 以 去 掉 , 也 就 是 说 


[sorar = YF. 


nez 
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16.5.6 


(提示 : 把 了 换 为 iy 后 使 用 第 一 个 恒等式 ) 
此 习题 中 , 我 们 对 于 以 任意 的 固定 的 工 为 周期 的 函数 建立 Fourier 级 数 的 理论 . 
设 工 > 0, 并 设 f :及 一 C 是 连续 的 、 周期 的 复 值 函数 . 对 于 每 个 整数 m, 定义 
数 2rina} 
Cn := a f(z)e 工 dz. 
(a) 证 明 : 级 数 


ba erringt 


依 L? 度量 收敛 到 f. 更 准确 地 说 , 证 明 : 


N 2 
f(2)— 》 cnet| dr =0. 


n=—N 


lim 
AN 一 sj 加 


(提示 : 对 函数 f(Lz) 使 用 Fourier 定理 .) 
(b) 证 明 : 如 果 级 数 ” 沁 |en| 绝对 收敛 那么 


crnet 
一 致 收敛 到 f. 
(ce) 证明 


1 2 2 
Pa JrzjPaz= 和 lo 


n=—o0 


(提示 : 对 函数 f(Lz) 使 用 Plancherel 定理 .) 


第 17 章 ”多 元 微分 学 


817.1 线性 变换 


我 们 现在 转换 到 另 一 个 主题 , 即 多 元 微 积分 中 的 微分 学 . 更 准确 地 说 , 我 们 要 
处 理 从 一 个 欧 几 里 得 空间 到 另 一 个 欧 几 里 得 空间 的 映射 了: R" 一 R™, 并 试图 理 
解 , 这 种 映射 的 导数 (derivative) 是 什么 

但 在 开始 之 前 , 我 们 需要 线性 代数 中 的 一 些 概念 , 其 中 最 重要 的 是 线性 变换 以 
及 和 矩阵 的 概念 . 此 处 我 们 做 相当 简要 的 叙述 , 详细 的 处 理 可 在 任何 一 本 线性 代数 的 
教材 中 找到 . 

定义 17.1.1( 行 向 量 ) 设 n>1 是 整数 . 我 们 把 R" 的 元 素 叫 作 n 维 行 向 量 . 
一 个 典型 的 mn 维 行 向 量 的 写法 是 


一 (21 ,Tn), 


并 可 简写 作 (zi)1gisn， 量 z1,… ,zn 当然 都 是 实数 ， 如 果 (zi)i<i<n 和 (ojisi<n 
都 是 n 维 行 向 量 , 定义 它们 的 向 量 和 为 


(Zi)igign + (yi)1gign := (Ti + Yi)lgign; 
而 如 果 ce R 是 标量 , 定义 标量 积 ( scalar product) c(Zi)1<ign 为 
ce(zi)1<ign := (czi)l<i<n- 


当然 , 在 Rw 中 也 有 类 似 的 运算 . 但 是 当 n 关 m 时 , 我 们 不 定义 R" 中 的 向 量 与 R™ 
中 的 向 量 的 加 法 运算 (例如 , (2,3,4) + (5,5) 是 无 定义 的 ). 我 们 还 把 R" 中 的 向 量 
(0,… ,0) 叫 作 零 向 量 , 并 且 仍 用 0 来 表示 . (严格 地 说 , 我 们 应 该 把 R" 的 零 向 量 记 
作 0g", 因为 对 于 不 同 的 mw, 它们 当然 是 彼此 不 同 的 , 而 且 它们 也 与 数 零 不 同 , 但 我 
们 不 在 意 这 种 区 别 ). 我 们 把 (1)z 简写 作 一 z. 

向 量 加 法 和 标量 乘法 的 运算 遵从 一 系列 算 律 : 

引 理 17.1.2(R" 是 向 量 空间 ) 设 z,z, 是 R" 中 的 向 量 , 并 设 c,d 是 实数 . 那 
么 有 

加 法 交换 律 : 2 十 Y 一 2 十 7， 

加 法 结合 律 : (Z 十 y) 十 z 二 十 (y 十 之 )， 
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加 法 恒 等 性 : +0=0+z=z， 

加 法 逆 元 性 : 了 十 (-zZ) = (-z) 十 了 = 0， 

数 科 结合 律 : (cd)jz = c(dz)， 

分 配 律 : c(T+Y) = 二 ct+cy， (c+d)z= cr+dz, 

数 乘 恒等式 : 17 = 7. 

证 明 见习 题 17.1.1. nm 

定义 17.1.3( 转 置 (transpose)) 设 (zi)i<i<n = (ZT1,… ,zn) 为 n 维 行 向 量 . 定 
义 它 的 转 置 (zi)T<i<n 为 


T1 
(zign= (21 ,7n) =| :| 
Tn 


我 们 把 形 如 (zi)Tcicn 的 对 象 叫 作 n 维 列 向 量 . 

注 17.1.4 行 向 量 和 列 向 量 之 间 完全 没有 功能 上 的 差别 (例如 , 加 法 和 标量 乘 
法 等 , 对 于 列 向 量 完全 可 类 似 行 向 量 那样 定义 ), 但 是 (相当 让 人 烦恼), 为 了 与 矩阵 
乘法 的 规定 相 协 调 , 我 们 需要 把 行 向 量 进行 转 置 , 关于 矩阵 的 乘法 我 们 下 面 会 看 到 . 
注意 , 我 们 把 行 向 量 和 列 向 量 看 作 是 属于 不 同 的 空间 的 元 素 , 所 以 , 譬如 说 , 我 们 不 
定义 行 向 量 与 列 向 量 的 和 , 即使 它们 有 同样 的 维 数 . 

定义 17.1.5( 标 准 基 行 向 量 ) 我 们 把 R* 中 的 ” 个 特别 的 向 量 e1,… ,en 叫 
作 标 准 基 行 向 量 , 其 中 对 于 每 个 1 < ; < n, e; 是 第 j 个 分 量 为 1, 其 他 分 量 为 0 的 
向 量 . 

例如 , 在 R3 中 , el = (1,0,0), ez = (0,1,0), es = (0,0,1). 注意 , 如 果 z = 
(zj)1<j<n 是 R” 的 一 个 向 量 , 那么 


n 
巴 一 zlel 十 … 十 Znen = > we 
I=1 


所 以 R" 中 的 每 个 向 量 都 是 标准 基 向 量 el,… ,en 的 线性 组 合 . (记号 2 zje; 的 


意思 是 明确 的 , 因为 向 量 加 法 运算 既是 交换 的 也 是 结合 的 ). 当然 ， 恰 如 每 个 行 向 量 
都 是 标准 基 行 向 量 的 线性 组 合 一 样 , 每 个 列 向 量 也 都 是 标准 基 列 向 量 的 线性 组 合 : 


2T 一 ie “+rnel = zjey 
1 ne 3 


有 (许多 ) 不 同 构 作 R" 的 基 的 方法 ， ee 此 处 不 予 讨 
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定义 17.1.6( 线 性 变换 ) 从 欧 几 里 得 空间 R" 到 欧 几 里 得 空间 Rm 的 函数 了 ， 
如 果 满 足下 述 两 公理 , 就 叫 作 线性 变换 . 

(a) (加 性 ) 对 于 每 两 个 =,z' e R", 有 T(z +z) = Tz Ta/ 

(b) ( 齐 性 ) 对 于 每 个 re R" 和 每 个 ce 及 有 T(ez) = crz. 

例 17.1.7 由 Tz := 5z 定义 的 膨胀 算 子 全 : R3 一 及 3 〈 即 它 把 每 个 向 量 = 
膨胀 5 倍 ) 是 线性 变换 , 因为 

对 于 一 切 zw, zz!'€ R3, 5(z + 2/) = 5 + Se’; 

对 于 一 切 ze 有 3 和 一 切 ce R, 5(cz) = c(52). 

例 17.1.8 R? 绕 原 点 顺 时 针 旋 转 弧度 的 旋转 变换 T2 : R? 一 R? (那么 
Tz2(1,0) = (0, 1), T2(0, 1) = (一 1,0), 等 等 ) 是 线性 变换 . 最 好 从 几何 而 不 从 分 析 上 来 
考察 此 变换 . 

例 17.1.9 由 Ts(z,y,z) = (z,y) 定义 的 投影 算 子 及 : 了 3 一 R? 是 线性 变换 
(为 什么 ? ) 由 Ta(z,y) := (z,y,0) 定义 的 嵌入 算 子 Ts : 及 ? 一 R3 也 是 线性 变换 
(为 什么 ? ). 最 后 , 对 于 任意 n, 由 fz := z 定义 的 恒 等 算 子 五 : Rn 一 R" 也 是 线 
性 变换 (为 什么 ? ). 

我 们 就 要 看 到 线性 变换 与 矩阵 之 间 的 联系 . 

定义 17.1.10 (和 矩阵 ) 形 如 


al Ql2 … an 

a21 022 … ao2n 
A= 

Qml Gm2 Qmn 


的 对 象 4 叫 作 m x n 矩阵 , 简写 为 


A= (Qi)icicmigien: 


当然 , n 维 行 向 量 是 1 x n 和 矩阵 , 而 n 维 列 向 量 是 nx 1 和 矩阵. 
定义 17.1.11 (矩阵 乘积 ) 给 定 m xm 矩阵 4 和 n x p 矩阵 B, 定义 矩阵 乘 
积 AB 为 如 下 的 m xz 矩阵 


n 
(od rere er (Dik) eae ng (Se) 
j=1 


lSigm;lSkgp 


当然 , 如 果 2 了 = (zi)T<j<n 是 n 维 列 向 量 , 而 4 = (oz)i<icwiacjcn 是 mxn 甜 
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阵 , 那么 4zz 是 m 维 列 向 量 : 


4zT = 全 < 
I=1 1&igm 
现在 来 把 矩阵 与 线性 变换 联系 起 来 . 设 4 是 m x n 矩阵 , 我 们 用 公式 


(IazjT := 4mT. 


来 定义 变换 LA : Rn 一 有 mm， 
例 17.1.12 设 4 是 矩阵 


人 
45 6 


而 z = (zuz2,zs) 是 三 维 行 向 量 . 那么 Law 是 由 下 式 定义 的 二 维 行 向 量 


2Z1 
(acjr= 1 2 3 | ZT1 十 272 十 373 
45 6 421 + 522 十 67a 
3 


即 
LA(T1, 72, 73) = (T1 + 272 十 3ra 4T1 + 572 + 673). 
更 一 般 地 , 如 果 
ml aa2 Qln 
A= Q21 2 Q2n 
Qml QUm2 Omn 
那么 有 


n 
LA(Ti)i<i<n = 全 “| - 
1&igm 


j=1 


对 于 任意 的 m x n 矩阵 4, 变换 LA 自动 地 是 线性 的 . 可 以 容易 地 验证 , 对 于 任意 
的 nn 维 行 向 量 z,y 和 任意 的 标量 c， 


La(z+y)=Lart+Lay, LAa(lcr)= c(LAaz), 


(为 什么 ? ) 
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或 许 令 人 惊奇 的 是 , 反 过 来 也 是 对 的 . 也 就 是 说 , 从 及" 到 Rm 的 每 个 线性 变 
换 都 是 由 一 个 m x n 矩阵 给 出 的 : 

引 理 17.1.13 设 T: "一 民 m 是 线性 变换 , 那么 恰 存 在 一 个 m xn 短 阵 A， 
使 得 T= 工 A. 

证 明 设 T: RR" 一 Rm 是 线性 变换 . 设 e1,… ,en 是 R" 的 标准 基 行 向 量 . 那 
么 Te,… ,Ten 是 Rw 中 的 向 量 . 对 于 每 个 1 < j < mw 我 们 把 Te; 写成 坐标 形式 


Tej = (Qi1y,°** ,amj) = (Qij)1<igm, 


即 , 定义 aij 为 Tei 的 第 i 分 量 . 那么 对 于 任意 的 n 维 行 向 量 = = (z1,… ,zn), 有 
Tos=T 全 
j=1 
由 于 了 是 线性 的 , 那么 
Tw = > T(zye;) = > ziT(ej) 
j=1 j=1 
= Dri(aw)icigm = 》 (ozj)i<i<m = (D0) 
1 和 气 


如 果 我 们 让 A 是 矩阵 


Isi<m 


A= (aijjisismil<i<m 


那么 上 述 向 量 就 是 了 az. 于 是 对 于 一 切 n 维 向 量 rz，Tz = [4z, 从 而 T= 工 4. 
现在 我 们 证 明 A 是 唯一 的 , 即 不 存在 任何 与 4 不 同 的 矩阵 


bi bi2 Din 

bo bo bon 
= 4 

bm1 bm2 bmn 


使 得 T= 工 B. 假设 不 然 , 那么 LA = LB. 当然 ,对 于 每 个 1<j<n,Lae; = LBej. 
但 从 KA 和 LB 的 定义 我 们 看 到 


LAEi = (Qi)i<igm, 


LBe; = (biy)i<igm, 


于 是 对 于 每 个 1<i<m 和 1<j<n, oij= bi, 于 是 A 和 B 相等 . 画 
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注 17.1.14 引 理 17.1.13 建立 了 线性 变换 与 矩阵 之 间 的 一 一 对 应 , 这 也 是 矩 
阵 在 线性 代数 中 是 如 此 重要 的 一 个 基本 原因 . 那么 可 能 会 问 , 为 什么 我 们 不 只 是 处 
理 矩 阵 就 行 了 , 干吗 不 嫌 麻 烦 地 还 要 处 理 线性 变换 昵 ? 理由 是 这 样 的 , 有 时 人 们 并 
不 想 在 标准 基 e1,… ,en 上 工作 , 代 之 而 使 用 其 他 的 基 . 这 时 , 矩阵 与 线性 变换 之 间 
的 对 应 关系 就 要 改变 . 所 以 保持 线性 变换 的 概念 与 矩阵 的 概念 相 区 别 还 是 重要 的 . 
关于 此 种 有 点 微妙 的 事项 的 更 详细 的 讨论 可 在 任何 一 本 线性 代数 课本 中 找到 . 

注 17.1.15 当 了 T= LA 时 , 也 把 4 叫 作 了 的 矩阵 表示 , 有 时 记 4 = 四. 但 
我 们 避免 使 用 这 个 记号 . 

两 个 线性 变换 的 复合 仍 是 线性 变换 (习题 17.1.2). 下 面 的 引 理 表明 线性 变换 的 

合 运算 对 应 于 矩阵 的 乘法 . 
引 理 17.1.16 设 A 是 mxn 矩阵 , 并 设 电 是 nxp 焉 阵 . 那么 


LaLp = LAB. 


证 明 见习 题 17.1.3. 病 


习 题 17.1 


17.1.1 ”证 明 引 理 17.1.2. 

17.1.2 设 T: R" 一 Rm 是 线性 变换 , 而 且 S : RP 一 R" 是 线性 变换 . 证 明 : 由 TS(z) :一 
了 T(S(z)) 定义 的 复合 TS : R? 一 Rw 也 是 线性 变换 . (提示 : 细心 地 把 TS(z + y) 
TS(cz) 展开 , 适当 地 使 用 括号 . ) 

17.1.3 ”证 明 引 理 17.1.16. 

17.1.4 设 了 : BR" 一 及 ”是 线性 变换 . 证 明 ， 存在 数 M > 0, 使 得 对 于 一 切 2 € Rn， 
Tzll < Mllzll. (提示 : 用 引 理 17.1.13 把 了 写成 矩阵 形式 , 然后 令 M 是 此 和 矩阵 的 
一 切 元 素 的 绝对 值 之 和 . 多 用 三 角形 不 等 式 , 它 比 估计 平方 根 之 类 的 数 要 容易 . ) 由 此 
断定 , 从 及 ”到 Rm 的 每 个 线性 变换 都 是 连续 的 . 


817.2 ”多 元 微分 学 中 的 导数 
复习 了 线性 代数 的 一 些 知识 之 后 , 我 们 现在 转向 本 章 的 主题 , 即 理解 从 欧 几 里 
得 空间 及 "到 欧 几 里 得 空间 有 Rm 的 函数 ] : R" 一 Rm 的 微分 . 
例如 , 如 何 对 于 由 
f(T,Yy,2) = (TY,Yz, Zz, TYz) 
定义 的 函数 f : R3 一 了 4 进行 微分 . 
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在 单 变量 微 积分 理论 中 , 设 有 函数 : 忆 一 R, 其 中 .已 是 R 的 一 个 子 集 , 而 点 
Zo & 忆 , 要 对 f 在 zo 处 微分 , 意思 是 求 导数 
f(z) 二 flzo) 


f(zo) 过 ZzoTEE\{zo} 立 一 Z0 

可 能 会 想 在 多 变 元 情形 模仿 这 个 定义 , 此 时 f : 一 R™, 其 中 已 是 Rn" 的 子 集合 . 
但 这 时 我 们 遭遇 到 一 个 困难 : 量 f(z) - f(zo) 属于 Rm, 而 z 一 zo 属于 R", 而 我 们 
不 知道 如 何 用 一 个 n 维 向 量 去 除 一 个 mm 维 向 量 . 

为 解决 这 个 问题 , 我 们 先 重 写 (一 维 情形 的 ) 导数 的 概念 , 使 得 不 合 向 量 除 法 
办 法 是 把 在 一 点 zo 处 可 微 看 作 是 断言 函数 f 在 zo 附近 是 “近似 线性 ” 的. 

引 理 17.2.1 设 妃 是 限 的 子 集 , 了 : 瑟 一 月 是 函数, roE 瑟 并且 工 e 了 下 . 那么 
下 述 两 命题 是 等 价 的 . 

(a) f 在 zo 处 可 微 且 j(zo) = 

(b) Lo 一 ay + L(w ~ 0)| Mw 
一 ZoirE 忆 NM{zo} lz 一 zol 

证 明 见习 题 17.2.1. 国 

从 上 述 引 理 我 们 看 到 , 导数 ‘(zo) 可 以 被 理解 为 数 二 它 使 得 当 z 趋 于 zo 时 ， 
即使 我 们 用 很 小 的 数 |z - zoj > 0 去 除 量 |f(z) - (j(zo] + Z(z - zo))}, 所 得 结果 依 
然 很 小 . 更 不 正式 地 说 , 导数 是 量 声 它 使 得 有 近似 式 


f(z) — f(z0) ~ L(z — zo). 


这 好 像 与 通常 的 微分 概念 并 没有 多 大 差别 , 但 要 点 是 , 我 们 不 再 明确 地 用 2 一 zo 
去 除 . (我 们 依然 用 |z - zo| 去 除 , 但 这 是 可 行 的 . ) 当 我 们 转向 多 变 元 情形 f : BE 一 
RR™, 其 中 互 S R" 时 , 应 该 仍然 使 导数 是 某 个 量 二 它 使 得 f(z) 一 f(z0) = Z(z 一 zo). 
但 由 于 f(z) - f(zo) 现在 是 m 维 向 量 而 = - ze 是 n 维 向 量 , 再 也 不 能 指望 工 是 
一 个 标量 (scarlar), 我 们 要 求 工 是 一 个 线性 变换 . 精确 地 说 : 

定义 17.2.2( 可 微 性 ) 设 是 R" 的 子 集合 , :一 Rm 是 函数 , zo e E, 并 
设 工 : R" 一 Rm 是 线性 变换 . 如 果 

If(z)— f(zo) -Le wo _ 
TZ—PoPEE\{mo} lz — zoll 
那么 就 说 f 在 zo 处 可 微 (differentiable), 具有 导数 (derivative) L. 这 里 |lz|| 是 z (以 
2 度量 测量 ) 的 长 度 : 


[ee son) = (2 + + 2). 


例 17.2.3 设 f:R? 一 R? 是 映射 f(z,y) := (z?, 妨 ), 设 ro 是 点 zo := (1,2)， 
并 设 工 : R? 一 R? 是 映射 Z(z,y) := (2z, 4y). ) 我 们 呈 训 在 点 zo 处 可 微 , 具有 导 
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数 工 . 要 证 明 此 事 , 我 们 计算 


jim If(z, 0) = (fF(1,2) + Lz) = (1,2))) 
Co) =(152);(m) #12) lw) — (2 


作 变 量 蔡 换 (zx,y) = (1,2) + (a,5), 此 式 成 为 


N24 + | 
(ab) (0,0);Ca,b)#(0,0) la, ON 


把 f 和 工 的 表达 式 代 进去 , 这 就 成 为 


lim (G+ a)?, (2+6)2) — (1,4) — (20, 45)l 
{ab)—(0,0);(asb)#(0,0) a, 


它 化 简 为 


; la, 中 

Co-o 吕 ozxoo Cas Dl 
我 们 使 用 挤 压 判别 法 .表达 式 上 从 时 计 显然 不 是 负 的 . 另 一 方面 , 根据 三 角形 不 等 
式 ,有 


le?, 的) < 1(a2, 9) 二 IO, 6D) = 0 十 如 ， 
从 而 


en 
Ne] < V+ 


由 于 当 (a,b) 一 0 时 Voz 十 到 一 0, 所 以 根据 挤 压 判别 法 , 上 述 极限 存在 并 等 于 0. 
于 是 f 在 zo 处 可 微 , 导数 为 L. 

你 已 看 到 , 由 定义 验证 函数 的 可 微 性 可 能 是 相当 宛 烦 的 事 . 后 面 我 们 将 找 出 验 
证 可 微 性 和 计算 导数 的 更 好 的 方法 . 

在 继续 进行 之 前 , 我 们 必须 证 明 一 个 基本 的 事实 , 那 就 是 一 个 函数 在 它 的 定义 
域 的 任何 内 点 处 , 最 多 可 以 有 一 个 导数 : 

引 理 17.2.4( 导 数 的 唯一 性 ) 设 召 是 下 ”的 子 集合 , 了 : 媚 一 及 m 是 函数 ， 
TO0E 马 是 媚 的 内 点 ,并 设 ZI :Rn" 一 Rm 和 L2:R" 一 RR" 都 是 线性 变换 , 假设 了 
在 zo 处 可 微 , 有 导数 L1, 并 且 也 有 导数 L2, 那么 Ti = L2. 

证 明 见习 题 17.2.2. 

根据 引 理 17.2.4, 我 们 现在 可 以 谈论 f 在 内 点 zo 处 的 导数 (the derivative), 并 
记 之 为 f(z0). 于 是 /(zo) 是 从 R" 到 Rm 的 满足 下 式 的 唯一 的 线性 变换 


jn MD- +tr zo) _ 


ZT—Po;P#Po lm — zoll 


0. 
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非 正 式 地 说 , 这 表示 导数 (zo) 是 满足 下 式 的 线性 变换 
f(z) — f(z0) ~ f (wo)(z — wo), 


也 就 是 
f(z) s f(z0) + f (zo) — zo) 

(这 就 是 著名 的 Newton 近似 , 与 命题 10.1.7 比照 ). 

引 理 17.2.4 的 另 一 个 结果 是 , 如 果 你 知道 对 于 一 切 ze E, f(z) = g(z), 并 且 
fg 都 在 wo 处 可 微 , 那么 你 也 就 知道 当 zo 是 内 点 时 P(zo) = g'(zo). 但 当 mo 不 
是 内 点 时 此 事 未 必 成 立 . 例如 , 当 是 单 点 集 {x0} 时 , 只 知道 f(zo) = g(zo) 并 不 
蕴含 /(zo) = g'(wo). 我 们 不 考虑 这 种 边界 情形 , 而 只 计算 在 定义 域 的 内 点 处 的 导 
数 . 


有 时 我 们 也 把 了 叫 作 7 的 全 导数 , 以 区 别 于 下 面 介绍 的 偏 导数 和 方向 导数 . 
全 导数 f' 也 与 下 一 节 介 绍 的 导数 矩 阵 Df 有 紧密 的 联系 . 


习 题 17.2 


17.2.1 ”证 明 引 理 17.2.1. 

17.2.2 ”证 明 引 理 17.2.4. (提示 : 用 反 证 法 证 . 如 果 Li 关 Lo, 那么 存在 向 量 使 Liv 尖 Lav， 
这 个 向 量 必定 不 是 零 向 量 (为 什么 ? ). 再 使 用 导数 的 定义 , 并 专门 用 于 z = zo 十 如 
的 情形 , 其 中 t 是 某 个 数 , 来 得 出 矛盾 . ) 


817.3 ” 偏 导数 和 方向 导数 
我 们 现在 来 介绍 偏 导数 和 方向 导数 的 概念 , 并 将 它们 与 可 微 性 的 概念 联系 起 


定义 17.3.1( 方 向 导数 ) 设 马 是 Rn 的 子 集合 , f : 已 一 Rm 是 函数 , 设 wo 是 
已 的 内 点 . 并 设 是 R" 中 的 非 零 向 量 . 如 果 极限 
f(zo+tv) — f(z0) 
t 


tewes 
存在 , 则 说 f 在 zo 处 沿 方向 v 可 微 , 并 把 上 面 的 极限 记 作 DD,f(z0): 
f(zo +tv) — f(xo) 
ee 


Duvf(z0) := , lim 


i 
注 17.3.2 应 把 此 定义 与 定义 17.2.2 进行 比较 . 注意 , 我 们 是 用 一 个 标量 1 来 
除 而 不 是 用 向 量 来 除 , 所 以 这 个 定义 是 有 意义 的 , 而 Dwf(zo) 是 Rm 中 的 向 量 . 有 
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时 也 可 能 在 已 的 边界 点 处 定义 方向 导数 , 当然 向 量 要 指向 “向 内 ”的 方向 (这 推广 
了 单 变 元 微分 学 中 的 左 导数 和 右 导 数 的 概念 ), 但 此 处 我 们 不 探讨 这 些 事情 . 
例 17.3.3 若 太 :及 一 下 是 函数 , 则 D+if(z) 与 f 在 zx 处 的 右 导 数 (如 果 存 
在 的 话 ) 是 一 样 的 , 而 D_1f(z) 与 f 在 z 处 的 左 导数 (如 果 存 在 的 话 ) 是 一 样 的 . 
例 17.3.4 设 了:R? 一 R? 是 前 面 定义 过 的 函数 f(z,y) := (z2,92). 设 z0 := 
(1,2), 2 := (3,4). 那么 


Duflso) = im 全 +342+ 约 —f(1,2) 
(1+6t+9t2,4+16t+16t2) — (1,4) 
t 一 0it>0 t 
= ,lm,(6+9t 16+16) = (6,16). 

方向 导数 与 全 导数 的 联系 如 下 : 

引 理 17.3.5 设 媚 是 了 Rn" 的 子 集合 , 了 : 马 一 有 Rm 是 函数 , To 是 马 的 内 点 , 并 
设 是 了 "中 的 非 零 向 量 . 如 果 了 在 zo 处 可 微 , 则 了 在 ro 由 D0 也 可 微 ， 
并 且 


| 
有 


(Duf(eo))7 = (ao)o7 

证 明 见习 题 17.3.1. 

注 17.3.6 此 引 理 的 一 个 结果 是 全 可 微 性 蕴含 方向 可 微 性 ， 但 反 过 来 是 不 对 
的 , 见习 题 17.3.3. 

偏 导数 的 概念 是 与 方向 导数 的 概念 紧密 相关 的 . 

定义 17.3.7( 偏 导数 ) 设 马 是 R" 的 子 集合 , j :已 一 Rm 是 函数 , 设 zo 是 瑟 
的 内 点 , 并 设 1< j < m. 那么 在 zo 处 关于 变 元 xz; 的 偏 导 数 记 作 首 (zo), 它 
的 定义 是 


| te;) — am 
纪 docs A) 
当然 , 前 提 是 此 极限 存在 . (如 果 此 极限 不 存在 , 就 说 就 (xo) 不 存在 . ) 
非 正式 地 说 , 关于 变 元 x; 的 偏 导数 可 以 用 这 样 的 办 法 得 到 : 保持 除 zj 以 外 
的 各 变 元 固定 ,然后 把 函数 看 成 是 关于 zj; 的 单 变 元 函数 ， 而 求 其 导数 ， 注 意 , 如 
果 f 在 Rw 中 取 值 , 则 絮 也 在 Rm 中 取 值 . 确实 , 如 果 我 们 用 分 量 的 形式 写 出 
f= (fi, fm), 那么 容易 着 到 (为 什么 ? ) 


d 
二 re + te;) lt=0, 


A Ofm 
基 eo=( 尖 co…, 绝 oo)， 


也 就 是 说 , 对 于 一 个 向 量 值 函数 求 导数 , 恰恰 就 是 分 别 对 于 每 个 分 量 求 导数 . 
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有 时 我 们 用 其 他 的 符号 代替 六 中 的 变 元 zi: 例如 , 当 我 们 处 理 函 数 f(z,y) = 
(z2,32) 时 , 可 以 用 妹 代替 六 ,用 臂 代 替 影 . (在 这 种 情况 下 , 跳 (z,y) = (2z,0)， 
味 (z,g) = (0,2y)). 但 是 必须 注意 ， 只 家 在 绝对 清楚 哪个 符号 代表 第 一 个 变 元 , 哪个 
符号 代表 第 二 个 变 元 ……… 时 , 才 可 以 重新 标 写 各 变 元 , 否则 很 可 能 引起 意外 的 混 
淆 . 例如 , 在 上 面 的 例 中 , 表达 式 钴 (z,z) 恰恰 是 (2z,0), 但 是 很 可 能 误 算 为 


Wf (0 0) = 2 (e227) = Cai2aj; 


这 里 ,问题 在 于 符号 z 不 仅仅 表示 了 的 第 一 个 变 元 ，( 另 一 方面 , 总 f(z,z) 等 于 
(2z, 2z) 确实 成 立 , 所 以 全 微分 运算 时 与 偏 微分 运算 总 不 是 一 回 事 . ) 

从 引 理 17.3.5 我 们 知道 ， 如 果 函 数 了 在 一 点 zo 处 可 微 那么 在 zo 处 一 切 偏 
导数 如 都 存在 , 并 且 


六) = yeoje 


还 有 , 如 果 v= (v1,… ,0n) = | 必 ei, 那么 (由 于 f(zo) 是 线性 的 ) 


Duf(zo) = f(z0) 2 Dore ey 


从 而 
Duyj(zo) 2 5L 和 


于 是 , 只 要 函数 在 zo 点 处 确实 可 微 ， 就 可 以 把 方向 导数 通过 仿 导 数 表 达 出 来 

只 知道 在 点 zo 处 偏 导数 存在 , 还 不 能 断定 函数 在 此 点 可 微 (习题 17.3.3). 但 
是 , 如 果 知 道 偏 导数 不 仅 存在 而 且 连 续 , 那么 我 们 确实 就 可 以 断定 可 微 性 , 这 是 根 
据 下 面 的 很 灵 的 定理 . 

定理 17.3.8 设 己 是 RR" 的 子 集 合 ,了 : 马 一 Rw 是 函数 ,下 是 孔 的 子 集合 ， 
并 且 mo 是 情 的 内 点 . 如 果 在 已 上 一 切 偏 导 教 让 都 存在 并 且 在 zo 处 连续 , 那么 
了 在 zo 处 可 微 , 而 且 线性 变换 1(z0) : R" 一 Rm 由 下 式 确定 : 


f(zo)(v)gsen = Dw-(eo) 


证 明 设 工 : Rn 一 了 m+ 是 线性 变换 


6 
ZL(wjjasjisn = > 可 eA 
j=1 
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我 们 必须 证 明 
-deo+ze 一 so) 


moimE 有 fao} le — zoll 
设 e > 0. 只 要 能 找到 半径 5 > 0, 使 得 对 于 一 切 re B(zo,6)\ {zo} 有 
lf(z) — (f(zo) + L(z— zo)) < 


lz 一 zol 


就 可 以 了 . 等 价 地 , 我 们 希望 证 明 , 对 于 一 切 = < B(zo, 5) \ {zo} 


一 0. 


f(z)— f(z0) — Lz — xo) < ellz ~ zoll. 


由 于 zo 是 FF 的 内 点 , 所 以 存在 球 B(zo,7) 完全 包含 在 FP 内 . 由 于 每 个 偏 
导数 如 都 在 上 存在 并 且 在 zo 处 连续 , 所 以 存在 0 < 6; < r 使 得 对 于 一 切 
ZEB(zo0,6;) 有 


| 


| 芝 @- 豆 oo| < 翅 . 


如 果 我 们 取 5 = min(61,… ,6n), 那么 对 任何 ze B(zo,6) 和 任何 1<j<m 有 


)- 站 co 二 


设 me B(zo,5). 写 z= mo +aonel 十 …+unen 其 中 v1,… ,vn 是 实数 . 注意 


Ie-zol= Ve+ 和 + 吻 


从 而 对 于 一 切 1 < j < n，lw| < lm - zol, 我 们 的 任务 是 证 明 


Wzot mer tt onen) - f(20) — DBL (zo < elle zoll. 
jl “和 


把 了 写成 分 量 形式 了 = (及 ,… , fm) (于 是 每 个 fi 是 从 到 RR 的 函数 ). 根据 关于 
71 的 中 值 定理 , 我 们 看 到 


fi(wo + vie1) — fi(wo) = te + tie)u, 


其 中 如是 介 于 0 和 wi 之 间 的 实数 . 但 是 
| 着 Of pa 


E 


ep 


(zo 二 tiel) 一 a 


上 | 族 @otaey- 训 (ol < 
从 而 


E|V: 
Ji(zo + viel) — fi(a < | 


a 
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将 此 式 对 于 一 切 1 < i < m 相 加 (并 注意 , 根据 三 角形 不 等 式 , 有 (4,… ,nj < 
lnl+…+lyml) 得 
lf(zo + vie1) — f(z0) 一 eol < & ll 
又 因为 | < lz 一 zoll, 所 以 
f(so tmey) = f(z0) = FL (ool < Bele zol. 
类 似 的 论证 给 出 
(ot mer + en) ~ Heo t mo) = BL (eo)all < tells — oll 
继续 下 去 , 直到 
Hes+wei+ -tomen) fvot met. unten 1) 2 (wo)onll < el-zol, 
把 这 个 不 等 式 加 起 来 并 使 用 三 角形 不 等 式 lz + | < zl + yl 就 得 到 一 个 误 套 
级 数 , 可 化 简 成 


lp(zo +wel 十 … 十 onen) 一 ro) 一 > (ool < ellz — zoll. 
j=1 了 


从 定理 17.3.8 和 引 理 17.3.5 我 们 看 到 , 如 果 函 数 了 : 已 一 Rm 在 BE 的 某 子 集 
合 了 上 有 连续 的 偏 导数 , 那么 在 的 每 个 内 点 zo 处 , 一 切 方向 导数 都 存在 , 并 且 
有 公式 
Dl(w,... un)f (20) -区 (zo0). 


在 m = 1 的 特殊 情形 , 若 了 : 已 一 及 是 实 信 阔 我们 定义 / 在 zo 处 的 入 

度 Vf(zo) = 〔 艾 (za ， 妹 (zao)), 它 是 n 维 行 向 量 . 那么 只 要 zo 是 定义 域 的 

内 点 , 而 且 在 wo 附近 偏 导数 都 存在 并 且 在 zo 处 连续 9, 我 们 就 有 熟知 的 公式 
Dowf (20) = v .Vf (Lo). 


更 一 般 地 , 如 果 f : EE 一 Rm 是 在 Rm 中 取 值 的 函数 , 具有 分 量 形式 f = 
(及,… ,fm), 而 zo 是 五 的 内 点 ,在 zo 的 一 个 邻 域 中 f 的 偏 导数 都 存在 并 且 连 续 ， 
那么 根据 定理 17.3.8, 有 9 


, 0 o 
F(zo) (vi)1<<n | = (2% 站 (eo) 


1<igm 


图 这 时 Vf(wo) 就 是 站 (zo0). 一 一 
加 按 定 理 17.3.8, f'(wo) a i 的 式 了 不要 炙 为 和 了 条 法 一 一 译 者 注 
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我 们 可 以 把 此 式 重 写 为 


工 Drtzo)[(wjji<ism 


其 中 Df(zo)( 就 是 jlzo)) 是 m x n 甜 阵 


Of 

也 := 

Ta) (并 可 
a | 
(m0) .0) 


于 是 我 们 有 9 
(Duf(20)T = (Jeojoj = Df (wo)vT™. 


甜 阵 Df(zo) 也 叫 作 f 在 zo 处 的 导数 矩阵 或 微分 矩阵 , 它 紧密 联系 于 全 导数 


f(zo). 也 可 以 把 Df 写成 


Djteo) = (人 本 (总 9) ) 


即 , Df(zo) 的 每 一 列 是 f 的 一 个 表示 成 列 向 量 的 仿 导 数 , 或 者 也 可 以 写 


Vfi(zo) 
Df(z0) = 2 ， 
VjJm(zo) 


即 , Df(zxo) 的 行 是 f 的 各 分 量 的 梯度 . 当然 , 如 果 / 是 标量 值 函 数 ( 即 m= 1), 则 


Df 与 Vf 为 同 物 . 
例 17.3.9 设 f:R? 一 及 2 是 函数 f(z,y) = (z2 + zy, 92). 那么 
= e+% ), HY = 2) 


由 于 这 些 偏 导数 都 在 R? 上 连续 , 我 们 看 到 f 在 整个 R? 上 可 微 , 而 且 


Df(z,y) = ( vl a 


于 是 , 作为 例子 , 沿 (v,w) 方向 的 方向 导数 是 


Ds) f(z,y) = ((27 + Wo + Zw, 2yw). 


@ 下 (wo)v 中 的 f'(zo) 看 作 线性 变换 , 而 不 看 作 和 矩阵. 一 一 译 者 注 
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习 题 17.3 


17.3.1 ”证 明 引 理 17.3.5. (这 与 习题 17.1.3 类 似 ). 

17:3.2 ” 设 马 是 R" 的 子 集合 ,7 : 刀 一 R” 是 函数 ,wo 是 妃 的 内 点 ,1 < j < n 证 明 高 (w0) 
存在 的 充分 必要 条 件 是 D。, f(zo) 和 DD-。, f(zo) 存在 并 且 相 反 ( 即 D。, f(z0) = 
一 DD- f(zo)), 而 此 时 就 (zo) = Dey f(z0)- 

17.3.3 设 f:R? 一 及 是 函数 ,如 下 定义 


ze (zy) # (0,0), 


f(z,Y) -{ 0 (zy) = (0,0). 


证 明 : 尽管 f 在 (0,0) 处 沿 每 个 方向 we R? (v 头 0) 都 是 可 微 的 , 它 在 (0,0) 处 却 不 
是 可 微 的 . 解释 为 何 此 事 与 定理 17.3.8 并 不 矛盾 . 

17.3.4 设 了 :Rn" 一 Rm 是 可 微 函数 , 而 且 对 于 一 切 z < R", f'(z) = 0. 证 明 f 是 常数 .( 提 
示 : 可 以 使 用 单 变 元 函数 的 中 值 定理 或 微 积分 基本 定理 , 但 要 记 住 , 不 存在 这 些 定理 对 
于 多 元 函数 的 直接 类 比 . 我 不 建议 从 定义 开始 .) 作为 一 个 更 酷 的 挑战 , 把 定义 域 R”" 
换 为 R* 的 开 的 连通 子 集合 9. 
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现在 我 们 来 叙述 多 元 微分 链 法 则 . 回忆 一 下 , 如 果 了 :X 一 Y,，g:Y 一 2 是 两 
个 函数 , 那么 复合 go f : X 一 2 的 定义 是 


9° f(z) := g(f(7)), zr EX. 


定理 17.4.1( 多 元 微分 链 法 则 ) 设 马 是 Rr 的 子 集合 , 是 民 ” 的 子 集合 . 设 
了 :五 一 已 是 函数 ,g :已 一 RP 是 另 一 个 函数 . 设 zo 是 媚 的 内 点 . 假设 了 在 点 zo 
处 可 微 , 并 且 fj(zo) 是 已 的 内 点 还 假设 9 在 点 f(zo) 处 可 微 . 那么 gof :一 R? 
也 在 zo 处 可 微 , 并 且 有 公式 


(go f) (wo) = g (f(z0)) fF (wo). 


证 明 见习 题 17.4.3. 图 

应 该 把 这 个 定理 与 单 变 元 的 链 法 则 (定理 10.1.15) 进行 比较 , 确实 可 以 容易 地 
把 单 变 元 法 则 归结 为 多 变 元 法 则 的 一 个 结果 . 

直观 上 , 可 以 如 下 来 想象 多 元 链 法 则 . 让 z 接近 zo, 那么 Newton 近似 断言 


f(z) — f(z0) ~ f(zo)(z — ro), 
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从 而 f(z) 接近 f(zo). 由 于 9 在 f(zo) 处 可 微 , 再 次 根据 Newton 近似 , 得 
3(f(m)) — 9(f (20)) ~ g (F(z0)) (Fe) — F(z0)). 

把 两 式 合 起 来 就 得 到 
go f(2) — go flwo) sg fco)feo)(z ~ wo), 


这 就 给 出 (go f)'(z0) = g (Feo))P(zo). 但 是 , 这 个 论述 是 非常 不 精确 的 . 要 使 这 
个 论证 成 为 精确 的 证 明 , 必须 严格 地 进行 极限 操作 , 见习 题 17.4.3. 
作为 链 法 则 和 引 理 17.1.16( 及 引 理 17.1.13) 的 推论 , 我 们 看 到 


Dl(go f)(z0) = Dg(f (20)). Df(wo), 


即 , 可 以 把 链 法 则 用 矩阵 和 和 矩阵 乘法 的 语言 写 出 来 , 取代 线性 变换 和 复合 变换 的 语 


例 17.4.2 设 f:R" 一 民 ,g :RR" 一 民 都 是 可 微 函数 . 我 们 定义 
hm) := (f(z), g(2)) 
来 构成 一 个 联合 的 函数 h : R" 一 R?. 现在 设 k: R? 一 及 是 乘法 函数 k(a,b) := ab. 


注意 到 
_{ Vf(zo) 
he) ( Vg(z0) ) 


而 且 
Dk(a,b) = (b,a) 
(为 什么 ? ). 根据 链 法 则 , 有 


Deleo) = tev tian) ( Won ) 


= g(zo)Vf(z0) + f(zojVo(zo). 
然而 koh = fg( 为 什么 ? ), 而 且 D(fg) = V(fg). 于 是 我 们 证 明了 乘积 法 则 


V(f9) = gVf + fVg. 


类 似 的 论述 给 出 和 法 则 


Vf +9)= Vf+ Vg, 
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差 法 则 
VvV(f -9) = Vf - Vg, 

还 有 商法 则 (习题 17.4.4). 你 可 以 看 到 , 多 元 链 法 则 是 相当 强 有 力 的 , 可 以 用 来 归 
结 出 微分 学 的 许多 其 他 的 法 则 . 

我 们 再 写 一 个 链 法 则 的 有 用 的 结果 . 设 了 : Rn" 一 Rm 是 线性 变换 . 从 习题 
17.4.1 我 们 看 到 在 每 点 都 是 连续 可 微 的 , 实际 上 对 于 每 个 z, T'(z) = T，( 这 个 
等 式 可 能 看 上 去 有 点 奇怪 , 但 如 果 把 它 写成 丫 (Tz) = 7 的 形式 , 也 许 就 比较 容易 
消化 了 .) 于 是 , 对 于 任意 的 可 微 函数 f :一 R", Tf : 一 Rm 还 是 可 微 的 , 从 而 
根据 链 法 则 


TH) (zo0) = 了 TU (0)). 
这 是 对 于 常数 c 的 单 变 元 法 则 (cj)' = c(f") 的 推广 . 
链 法 则 的 另 一 个 非常 有 用 的 特殊 情形 如 下 . 
设 f : Rn 一 Rm 是 可 微 函数 , 而 zj : 及 一 及 对 于 每 个 j = 1,… ,n 都 是 可 微 
函数 , 那么 


一 (ea eR 30 ,nt)). 


(为 什么 这 是 链 法 则 的 一 个 特殊 情形 ? ) 


习 题 17.4 


17.4.1 ” 设 人 :RR" 一 及 m 是 线性 变换 . 证 明 了 在 每 点 都 是 连续 可 微 的 , 而 且 事 实 上 对 于 每 个 
Zz T'(z) = T， DT 是 什么 ? 

17.4.2 设 忆 是 及 "的 子 集合 . 证 明 : 如 果 f: 巨 一 Rw 在 忆 的 内 点 ze 处 可 微 ,那么 f 在 
zo 处 连续 . (提示 : 使 用 习题 17.1.4.) 

17.4.3 ”证 明定 理 17.4.1. (提示 : 也 许 你 要 复习 一 下 原始 的 单 变 元 链 法 则 (定理 10.1.5) 的 证 
明 .最 简单 易 行 的 办 法 是 使 用 极限 的 序列 式 的 定义 ，( 见 命题 14.1.5(b), 并 使 用 习题 
17.1.4) 

17.4.4 ”叙述 并 证 明 多 元 函数 的 某 种 形式 的 商法 则 (这 里 的 多 元 函数 指 形 如 f : BE 一 及 的 函 
数 , 其 中 已 是 了 ”的 子 集合 ). 也 就 是 说 , 叙述 一 个 法 则 , 它 对 于 商 二 给 出 一 个 公式 ， 
把 你 的 答案 与 定理 10.1.3(h) 进行 比较 . 把 你 的 全 部 假定 条 件 说 清楚 . 

17.4.5 设 台 :区 一 ?是 可 微 函数 , 并 设 r :下 一 及 是 函数 (人 :=| 公 (小 其 中 | 到 | 表 
示 台 依 通 常 的 [? 度量 测量 的 长 度 . 设 to 是 实数 . 证 明 : 如 果 r(to) 关 0, 那么 r 在 
如 处 可 微 , 并 且 


1 (to) .也 (to). 


7'(to) = FJ 


(提示 : 使 用 定理 17.4.1.) 
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8317.5 ”二 重 导数 与 Clairaut 定理 


现在 我 们 来 研究 当 微 分 函数 两 次 时 会 发 生 什么 . 

定义 17.5.1( 二 次 连续 可 微 ) 设 已 是 R 的 开 子 集 , 并 设 f : 一 Rm 是 函 
数 . 如 果 偏 导 数 首 ,… , 首 - 都 在 B 上 存在 并 且 连 续 , 就 说 是 连续 可 微 的 . 如 
果 / 是 连续 可 微 的 而 且 偏 导数 铸 ，… ,让 本 身 也 都 是 连续 可 微 的 , 就 说 f 是 二 
次 连续 可 微 的 . 

注 17.5.2 ”连续 可 微 函数 也 叫 作 C1 函数 , 二 次 连续 可 微 函数 也 叫 作 C2 函数 . 
也 可 以 定义 C3,C4 等 . 但 此 处 我 们 不 做 此 事 . 

例 17.5.3 设 / : R? 一 R? 是 函数 f(z,y) = (z? + zy, 如 ), 那么 ,由 于 
(zy) = (27 + y, 0), 如 (zy) = (z, 2y) 都 在 R? 上 连续 , 所 以 是 连续 可 微 
的 。 由 于 二 重 偏 导数 如 处 (ca = (2,0), 襄 头 (z,9) = (1,0), 蝎 锅 (zy) = (0,2)， 
正如 (2,y) = (1,0) 都 在 R? 上 连续 , 所 以 /还 是 二 次 连续 可 微 的 . 

在 上 例 中 如 时 与 如 于 是 一 样 的 . 这 事实 上 是 一 个 普遍 现象: 

定理 17.5.4(Clairaut 定理 ) 设 瑟 是 慌 " 的 开 子 集合 , 并 设 : 瑟 一 及 是 古 - 
上 的 二 次 连续 可 微 浮 数 . 那么 对 于 一 切 zo E 已 和 1 区划 扫 兄 

9 of 0 of 
Bay Bei (°°) 一 Br Bo 0) 

证 明 当 i=j 时 , 结论 是 平庸 的 , 所 以 我 们 假定 i 头 j. 我 们 将 对 zo = 0 证 明 
定理 , 一 般 情 况 是 类 似 的 . (实际 上 , 一 旦 对 于 zo = 0 证 明了 Clairaut 定理 , 对 于 一 
般 的 zo 可 将 已 证 结果 用 于 f(z + zo) 而 立即 得 到 结论 .) 

设 4 是 数 4a := 襄 医 (0), 而 of 代表 af := 刀 ; 妖 (0) 我们 的 任务 是 证 明 
a=a’. 


设 。>0. 由 于 f 的 二 重 导数 连续 , 可 以 找到 5 > 0 使 得 当 |z| < 25 时 ， 


0 of 

De) zi )—al se 
0 of , 
Bn Be <e. 


现在 考虑 量 
X:= f(bc + de;)— floei) — f(6e;)— f(0). 
由 关于 变 元 zi 的 微 积分 基本 定理 , 有 


6 
fl5es+ 5ej) 一 (5ej) -/ 9 oie 十 5ej)dzi， 


i 
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5 
fei) — f(0)= [ HC ic) 


X= (e+ oo) - He dri. 
[ (gt Ge) 


而 根据 中 值 定理 , 对 于 每 个 zi € [0,d], 都 存在 某 0 < zj < 4 使 得 


0 of 
Or; OT: 


从 而 


A (uot so) BL (ed) = 2 BL (mer + a70), 


于 是 
of of 
| 总 @e +60) — Brie) ~ 50 < 65 
根据 此 估计 式 , 从 0 到 5 求 积 分 就 得 到 
|X— 62a| < e682. 


调换 i 与 7 的 位 置 作 同 样 的 论证 (注意 X 关于 i 和 7 是 对 称 的 ), 就 得 到 


IX -62a < 62, 
于 是 由 三 角形 不 等 式 , 得 
162a - 62a < 2s62， 
从 而 
la—a'l<2e. 


由 于 此 式 对 于 一 切 s > 0 成 立 , 而 a 和 a’ 是 与 e 无 关 的 , 所 以 必 有 a = a'. 图 
应 该 注意 , 如 果 我 们 不 假定 二 重 导 数 是 连续 的 , 则 Clairaut 定理 不 成 立 ; 见习 
题 17.5.1. 


习 题 17.5 


17.5.1 设 f:R? 一 及 是 函数 


{Be ,9) # (0,0) 
i =-{ 0 (zy) = (0,0). 


证 明 : j 是 连续 可 微 的 , 而 且 高 兰 和 如 名 存在 , 但 是 


CR 9909f 
本 本 (0 ,0) 夫 本 本 0 , 0). 


解释 为 什么 这 并 不 与 Clairaut 定理 相 矛 盾 . 
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817.6 ”压缩 映射 定理 


在 转向 下 一 个 议题 一 一 即 反 函数 定理 之 前 , 我 们 需要 建立 完备 度量 空间 理论 
中 的 一 个 有 用 的 事实 , 即 压 缩 映射 定理 . 

定义 17.6.1( 压 缩 ) 设 (X,d) 是 度量 空间 , 并 设 站: X 一 X 是 映射 . 如 果 对 于 
一 切 z,y € X 有 d(f(z), f(y)) < dz,y), 就 称 f 是 压缩 (contraction). 如 果 存 在 常 
数 c,0 <c<1, 使 得 对 于 一 切 z,yeX 


QU(zh FN) S cd(z,y), 


就 称 f 是 严格 压缩 , 称 c 为 f 的 压缩 常数 (contraction constant). 

例 17.6.2 由 f(z) :=z+l 定义 的 映射 :下 一 R 是 压缩 , 但 不 是 严格 压缩 . 
由 f(x) := 于 定义 的 映射 f : 及 一 了 是 严格 压缩 ,由 f(z) := z - z2 定义 的 映射 
f :及 一 RR 也 是 压缩 , 但 也 不 是 严格 压缩 . (为 证 实 这 些 命题 , 见习 题 17.6.5.) 

定义 17.6.3 (不 动 点 ) 设 :XX 一 XX 是 映射 , 并且 re X. 如 果 f(z) = 7, 就 
说 zx 是 了 的 不 动 点 . 

压缩 不 必 有 不 动 点 . 例如 由 f(z) = z + 1 定义 的 映射 了 :及 一 R 就 没有 不 动 
点 . 但 是 , 严格 压缩 总 有 不 动 点 , 至 少 当 X 完备 时 如 此 . 

定理 17.6.4( 压 缩 映 射 定理 ) 设 (X,d) 是 度量 空间 , 并 设 :和 一 X 是 严格 
压缩 . 那么 最 多 只 能 有 一 个 不 动 点 . 还 有 , 如 果 还 假定 克 不 是 空 的 并 且 是 完备 
的 , 那么 矿 恰 有 一 个 不 动 点 . 

证 明 见习 题 17.6.7. 加 

注 17.6.5 压缩 映射 定理 是 不 动 点 定理 的 一 个 例子 ， 所 谓 不 动 点 定理 ， 就 是 
在 一 定 条 件 下 , 保证 一 个 映射 有 不 动 点 的 定理 . 有 一 系列 有 用 的 不 动 点 定理 ， 有 
一 个 叫 作 毛 球 定理 ?的 有 趣 的 不 动 点 定理 说 , 任何 从 球面 52 := {(z,y,2) e R? : 
zZ? 十 只 十 妈 = 1} 到 自身 的 连续 映射 有 : 82 一 5? 必 有 一 个 不 动 点 或 一 个 反 不 动 点 
(anti-fixed point)( 就 是 使 f(z) = -z 的 点 z & 3S2). 此 定理 的 证 明 可 在 任何 拓扑 课 
本 中 找到 , 但 超出 本 书 的 范围 . 

我 们 将 给 出 压缩 映射 定理 的 一 个 结果 , 它 在 证 明 反 函数 定理 时 起 重要 作用 . 这 
个 结果 基本 上 是 说 , 如 果 球 上 的 一 个 映射 只 是 对 于 恒 等 映 射 的 “小 小 的 ”扰动 , 那 
么 它 依然 是 一 对 一 的 , 并 且 在 球 的 内 部 不 会 留 下 任何 洞 . 

引 理 17.6.6 设 B(0,7) 是 及" 中 的 球 , 中心 是 原点 , 半径 是 7. 设 0: B(0,7) 一 


四 毛 球 定理 (Hairy Ball Theorem): 设 球面 52 上 长 满 头发 , 用 梳子 连续 地 梳理 , 总 有 一 根 头 发 依然 直 
立 , 定理 由 此 得 名 . 一 一 译 者 注 
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R" 是 映射 , 使 得 g(0) = 0 并 且 对 于 一 切 2,y € B(0,7) 
lg(w) = gD) < ie 一 
(这 里 llz| 代表 R" 中 的 z 的 长 度 )， 那么 由 
He) 一 =+ga) 


定义 的 函数 f : B(0,7) 一 R" 是 一 对 一 的 ， 并 且 此 映射 的 象 f(B(0,7)) 包含 球 
B(0, 5). 

证 明 先 证 f 是 一 对 一 的 . 假设 有 两 个 不 同 的 点 z,y e B(0,7) 使 得 f(z) = 
f(y), 那么 将 有 2 +g(z) =y +g(y), 从 而 


lg(z) = g(W = llz — yl. 


此 事 与 我 们 的 假设 |Ig(z) - g(y) < 志 = -yl 相 容 的 唯一 可 能 是 lz 一 yl| = 0, 即 
= 外 这 是 一 个 矛盾 . 所 以 了 是 一 对 一 的 . 
现在 证 明 f(B(0,7)) 包含 B(0,5). 设 y 是 B(0,5) 的 任意 一 点 . 我 们 的 目标 
是 找 一 个 点 zs B(0,7), 使 得 f(z) = y, 也 就 是 z 一- 9g(z). 于 是 问题 转化 为 找 
映射 z 一 一 g(z) 的 不 动 点 . 
令 下 :5(0,r) 一 B(0,7) 是 函数 F(z) := y 一 g(z). 注意 , 当 zs B(o,r) 时 ， 


Il < llyll + llg(a)ll < yr +lg(z) —g(O < 条 下 ol < 
所 以 下 确实 把 B(0,7) 映 入 B(0,7). 还 有 , 对 于 任意 的 rz,z' s B(0,7), 有 
IF(o) — F(z)| = lg(z) ~ g(r) < Bl zl, 


所 以 巨 是 严格 压缩 . 根据 压缩 映射 定理 ?”, FP 有 不 动 点 , 即 存在 z 使 得 x = y 一 g(z). 
这 意味 着 f(z) = y. 加 


习 题 17.6 


17.6.1 设 j: [a, 一 民 是 单 变 元 可 微 函数 ,对 于 一 切 z € [中 满足 |f'(z)| < 1. 证 明 
了 是 压缩 2，( 提 示 : 使 用 中 值 定理 (推论 10.2.9).) 证 明 : 如 果 附 加 条 件 , 对 于 一 切 
ze 四 中 Ifzjl < 1 那么 了 是 严格 压缩 

17.6.2 证明: 如 果 了 : [a, 避 一 及 是 可 微 的 并 且 是 压缩 , 那么 对 于 一 切 re [a,9, |F(z)| < 1. 


@ 使 用 这 个 定理 的 一 个 条 件 是 : 空间 是 完备 的 ， 所 以 应 在 闭 球 上 讨论 . 一 一 译 者 注 
@ 这 里 说 的 压缩 不 要 求 定义 域 和 值 域 一 致 . 一 一 译 者 注 
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17.6.3 ” 举 一 个 函数 的 例子 1 : [4,4] 一 R, 使 / 连续 可 微 并 且 是 严格 压缩 , 但 至 少 有 一 个 
ZE [e,4 使 得 |f(z)| = 1 

17.6.4 。” 举 一 个 函数 的 例子 /: [a,] 及, 使 是 严格 压缩 , 但 至 少 在 [a, 相 中 的 一 个 点 z 处 
不 可 微 . 

17.6.5 ”验证 例 17.6.2 中 的 结论 . 

17.6.6 ”证 明度 量 空 间 X 上 的 每 个 压缩 都 必定 是 连续 的 . 

17.6.7 ”证 明定 理 17.6.4，[ 提 示 : 用 反 证 法 证 明 最 多 有 一 个 不 动 点 . 为 证 至 少 有 一 个 不 动 点 ， 
任 取 zo E X 并 递归 地 定义 z1 = f(zo)，za = f(z1), za = f(x2), 等 等 . 归纳 地 证 明 
dzn+lzn) < Cc"d(z1, zo), 然后 (使 用 几何 级 数 公 式 ( 引 理 7.3.3)) 断定 序列 (zn) 科 0 
是 Cauchy 序列 . 最 后 证 明 此 序列 的 极限 是 f 的 不 动 点 ] 

17.6.8 ” 设 (X, d) 是 完备 的 度量 空间 , 并 设 f : X 一 X,，9 :和 一 X 都 是 X 上 的 严格 压缩 ， 
压缩 常数 分 别 为 c 和 c'， 从 定理 17.6.4 知 , f 有 某 不 动 点 zo, 9 有 某 不 动 点 yo. 假设 
有 一 个 。 > 0 使 得 对 于 一 切 ze X, d(f(z),g(z)) < e (也 就 是 说 f 和 g 依 一 致 度 
量 相距 不 超过 <). 证 明 d(zo, yo) < Tmastaery* 于 是 , 相近 的 压缩 有 相近 的 不 动 点 . 


817.7 ”多 元 反 函 数 定理 


我 们 回想 一 下 单 变 元 反 函 数 定理 (定理 10.4.2), 它 断 言 : 如 果 f :RR 一 RR 是 可 
逆 的 , 可 微 的 , 并 且 1j(zo) 六 0, 那么 f-! 在 f(zo) 处 可 微 , 并 且 


UU) = PE 


事实 上 , 即使 f 不 是 可 逆 的 , 只 要 我 们 知道 是 连续 可 微 的 , 也 还 是 可 以 说 点 
什么 . 如 果 f(z0) 关 0, 那么 f(z0) 必定 要 么 是 正 的 要 么 是 负 的 , 由 于 我 们 知道 了 
是 连续 的 , 那么 对 于 zo 附近 的 z, f(z) 必 与 了/(zo) 有 同样 的 符号 . 那么 , f 必 在 
zo 附近 是 严格 单调 的 . 于 是 , 只 要 我 们 把 f 的 定义 域 限制 在 zo 附近 , 相应 的 值 域 
限制 在 f(zo) 附近 , f 就 成 为 可 逆 的 . (描述 此 事 的 技术 术语 是 f 在 zo 附近 局 部 可 
逆 .) 

对 于 f 连续 可 微 的 要 求 是 重要 的 , 见习 题 17.7.1. 

类 似 的 定理 对 于 从 欧 几 里 得 空间 R" 到 自身 的 函数 f: R" 一 R" 也 成 立 . 但 是 
jzo) 了 0 的 条 件 必须 换 成 稍 许 不 同 的 形式 , 即 了 (zo) 可 首 . 我 们 首先 证 明 , 线性 
变换 的 逆 变 换 仍 是 线性 变换 ; 

引 理 17.7.1 设 人 TT: Rn 一 Rn 是 可 弟 线 性 变换 . 那么 北 变 换 了 -1 : Rn 一 RR" 
也 是 线性 的 . 

证 明 见习 题 17.7.2. [ 

现在 我 们 可 以 证 明 一 个 重要 的 有 用 的 定理 , 完全 有 理由 说 , 它 是 多 元 微分 学 
最 重要 的 定理 之 一 . 


t 
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定理 17.7.2( 反 函数 定理 ) 设 马 是 有 R" 的 开 集合 , 并 设 卫 :已 一 Rn 是 在 已 上 
连续 可 微 的 函数 . 假设 zo E 马 使 得 线性 变换 户 (zo) : Rn -了 Rn 是 可 逆 的 ， 那么 在 
在 含有 zo 的 开 集 U e 已 以 及 含有 F(zo) 的 开 集 六 Ee Rn, 使 得 是 从 也 到 了 的 
双 射 . 而 且 逆 映 射 六 :Y 一 U 在 点 f(z0) 处 可 微 , 而且 

(DF (80)) = (F(z0)) 1. 
证 明 首先 注意 到 , 一 旦 知道 逆 映 射 J-! 是 可 微 的 , 那么 公式 
(Fv0)) = (fF'(20)) 
就 是 自动 成 立 的 . 这 可 以 从 U 上 的 恒 等 映 身 
I=/-!lof 


出 发 而 得 到 , 其 中 了: R" 一 R" 是 恒 等 映 射 Tz := z, 由 此 式微 分 两 边 , 在 zo 处 使 
用 链 法 则 , 就 得 到 


T(zo) = (F771) (F(z0) fF (vo). 


由 于 7(zo) = 7 我 们 就 得 到 (f-1)'(f(w0)) = (f(z0))-1 

注意 , 这 个 论述 表明 , 如 果 "(zo) 不 是 可 逆 的 , 那么 就 没 法 存在 在 flzo) 处 可 
微 的 道 映 射 -1. 

接 下 来 , 我 们 注意 到 只 要 对 于 f(xo) = 0 的 情形 证 明定 理 就 够 了 , 一 般 情 形 可 
从 代替 y 而 考虑 f(z) := f(z) - f(zo) 得 出 (注意 V 将 必须 平移 flzo)) 注意 
1(y) = 广 !(y + f(z0))( 为 什么 ? ) 因此 我 们 将 永远 假设 f(z0) = 0. 

类 似 地 , 我 们 还 可 以 假定 wo = 0 一般 情形 可 从 代替 f 而 考虑 函数 fz) :二 
f(z 十 m0) 而 得 出 (注意 马 和 U 将 必须 平移 zo). 注意 -1(y) = 扩 1(y) + zo( 为 什 
么 ? ). 因此 我 们 将 永远 假定 ro = 0. 

于 是 我 们 现在 有 f(0) = 0 以 及 f'(0) 是 可 逆 的 . 

最 后 , 我 们 可 以 假定 1'(0) = 了 其 中 工 : Rn 一 Rn 是 恒 等 变换 Jz = zw. 一 般 
情形 可 代替 f 以 六 z) := (1'(0))-1f(z) 而 用 已 得 结果 推出 . 注意 , 根据 引 理 17.7.1， 
(f'(0))-! 是 线性 变换 . 当然 , 我 们 注意 到 f(0) = 0 以 及 


F(0) = (0) "+7"(0) = 让 


所 以 , 根据 特殊 情形 的 反 函数 定理 知 , 存在 一 个 含 原点 的 开 集 ,以 及 含 原点 的 开 
集 VV, 使 得 下 是 从 UV' 到 V' 的 双 射 , 而 且 产 :1 : V' 一 UV' 在 0 处 可 微 , 导数 为 了 
但 我 们 有 f(z) = "(0)Fz), 于 是 f 是 从 U' 到 (0)(WV') 的 双 射 (注意 (0) 也 是 
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双 射 ) 由 于 (0) 和 它 的 逆 都 是 连续 的 , 所 以 (0)(V') 是 开 集 , 并 且 它 肯定 含有 0. 
现在 考虑 反 函 数 广 ! : 了 (0)(V') 一 7 由 于 f(x) = f'(0)f(z), 我 们 看 到 


Ty) = (0) yy), ye FOV') 


(为 什么 ? 使 用 了 是 从 UV' 到 V' 的 双 射 这 一 事实 ) 当然 , 我 们 看 到 广 :! 在 0 处 可 微 . 
于 是 , 现在 我 们 所 要 做 的 一 切 就 是 对 特殊 情形 zo = 0，f(z0) = 0 以 及 (0) = 
了 来 证 明 反 函 数 定理 . 
设 9 :五 一 Rn" 是 函数 g(z) = f(z) - z. 那么 g(0) = 0，g'(0) = 0. 当然 ,对 于 
了 三 1 
Og 
BDz} 
由 于 9 是 连续 可 微 的 , 所 以 存在 BB 中 的 球 B(0,7) 使 得 


(0)=0. 


1 
< Bn rEB(0,r). 


蝇 四 
(关于 zz 并 没有 什么 特别 的 意思 , 此 处 我 们 只 是 需要 一 个 小 的 数 而 已 . ) 那么 , 对 
于 任何 zs B(0,7) 以 及 Vv 二 (wi,… ,vn), 有 

09 
| 


2 
< Dh 
j=1 


IDvg(o)l = 


匣 oj 
< 守 ml 吉 < El. 
对 于 任何 zy e B(0,7), 根据 微 积分 基本 定理 , 有 
eg- = holet yo) 


所 人 Dy-zeg(z+t — 2))dt. 
0 


根据 前 面 对 于 Dg 的 估计 , 向 量 Duy-z=g(z + ta - z)) 的 大 小 至 多 为 去 ly 一 zl 
于 是 这 些 向 量 的 每 个 分 量 的 大 小 也 不 超过 去 |ly - zll, 从 而 g(y) 一 g(z) 本 身 的 大 
小 不 超过 ly 一 zl( 实 际 上 , 它 真 正 小 于 此 量 , 但 这 个 界 对 于 我 们 的 目的 已 经 足够 
了 ). 于 是 , 9 是 压缩 ， 根 据 引 理 17.6.6, 映射 f= g++ 了 是 B(0,r) 上 的 一 对 一 
映射 , 而 且 象 1(B(0,7)) 包含 B(0,5)， 当 然 , 我 们 有 定义 在 B(0,3) 上 的 逆 映 射 
f°:B(0,5) — B(0,7). 
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对 于 y =0 应 用 压缩 界 得 
lol= log — g(a) < $1y ~ zl = 中 zl，>s BCO,7). 
于 是 , 根据 三 角形 不 等 式 
$al < eolls Blsl, se Bo, 让 


现在 设 V := B(0,3), U := f-1(V). 那么 f 是 从 UV 到 VV 的 双 射 . V 显然 是 
开 集 , 而 由 于 f 是 连续 的 , U = f-1(V) 也 是 开 集 ， (注意 , 如 果 一 个 集合 是 相对 于 
B(0,7) 的 开 集 , 它 也 必 是 R” 的 开 集 .) 现在 我 们 要 证 明 f-1 :Y 一 了 在 0 处 可 微 ， 
且 导 数 为 1-! = 了. 也 就 是 说 , 我 们 要 证 明 


|f-1(z) — f-1(0) — I(z — O) 


lim 一 =0. 
zw—0imeV\{0} 加 
由 于 f(0) = 0, 所 以 /-!(0) = 0%, 从 而 上 式 简化 为 
Ww) -ol _ 0 
m 一 0;izEV\{O} lzll , 
设 (zw)%4 是 VA\ {0} 中 的 任意 的 一 个 收敛 到 0 的 序列 . 根据 命题 141.5(b), 只 要 
证 
Jim (on) ~ onll _ 0 
no0 lz 
就 可 以 了 . 记 yn := 广 1(zn). 那么 yn e B(0,7) 并 且 zn = f(yn). 当然 我 们 有 
Blyall < lonll < ay， 


由 于 |lwnll 收敛 到 0, 所 以 lyal| 也 收敛 到 0, 而 它们 的 比 保持 有 界 . 所 以 只 要 证 明 


jm yn fy)l _ 0 


yal 
就 可 以 了 . 但 由 于 y,, 收 伍 到 0 而 f 在 0 处 可 微 , 我 们 有 
im fv) 0) = FO) ya O_o 


no ly,ll 
由 于 f(0) = 0，f'(0) = 忆 上 式 就 是 所 要 的 . mn 
反 函数 定理 对 于 何 时 函数 在 一 点 zo 处 局 部 可 逆 给 出 了 一 个 有 用 的 准则 一 一 
我 们 所 需要 的 就 是 它 的 导数 f(zxo) 可 逆 ( 那 时 我 们 甚至 得 到 进一步 的 信息 , 例如 我 
们 可 以 计算 f7! 在 ffzo) 处 的 导数 ). 当然 , 这 就 要 问 , 怎样 判断 线性 变换 六 (zo) 是 
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可 逆 的 还 是 不 可 道 的 . 回忆 一 下 , 我 们 有 


(ro) = LDjy(wo)' 所 以 根据 引 理 17.1.13 


和 引 理 17.1.16 知 , 线性 变换 f(z0) 是 可 逆 的 当 且 仅 当 算 阵 DJ(zo) 是 可 逆 的 . 有 很 
多 办 法 验证 像 Df(zo) 这 样 的 矩阵 是 不 是 可 逆 的 . 例如 可 以 用 行列 式 , 或 用 Gauss 
消 元 法 . 此 处 我 们 不 讨论 这 件 事 , 只 是 建议 读者 去 读 线性 代数 教材 . 

如 果 A(zo) 存在 但 不 可 首 , 那么 反 函 数 定理 不 适用 . 在 这 种 情况 下 , 不 可 能 使 


广 : 存在 并 且 在 zo 处 可 微 , 此 事 已 在 上 


面 的 证 明 中 说 明 . 然而 , f 仍然 可 以 是 可 逆 


的 . 例如 由 f(z) = z3 定义 的 单 变 元 函数 / : 及 “及 是 可 递 的 , 尽管 1'(0) 不 是 可 


逆 的 . 


习 题 17.7 


17.7.1 设 了 :及 一 及 是 函数 


病 -{ z 二 sin( 吉 )， 当 = 天 0， 


0， 当 z =0. 


证 明 f 是 可 微 的 并 且 f'(0) = 1, 但 是 在 任何 含有 0 的 开 集中 f 都 不 是 单调 增 的 ，( 提 
示 : 证 明 不 管 > 多 么 接近 于 0，f(z) 都 可 能 取 负 值 . 画 出 f 的 图 像 可 能 有 助 于 你 的 直 


观 . ) 
17.7.2 ”证 明 引 理 17.7.1. 


17.7.3 ” 设 有 :R" 一 Rm 是 连续 可 微 函数 , 而 且 对 于 每 个 = < R"，f'(z) 都 是 可 逆 线 性 变换 . 


证 明 只 要 V 是 Rm 的 开 子 集合 , f(V) 


就 也 是 开 集 . (提示 : 使 用 反 函数 定理 . ) 
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回忆 一 下 (见习 题 3.5.10), 一 个 函数 


了 :及 一 及 给 出 一 个 图 像 


{(z,f(7)) :zeRh 


它 是 R? 的 一 个 子 集合 , 通常 看 上 去 像 一 条 曲线 . 但 并 不 是 一 切 曲线 都 是 函数 的 图 
像 , 图 像 必 须 遵从 垂 线 判别 法 , 即 对 于 每 个 z, 恰 有 一 个 y 使 (z,y) 在 曲线 上 . 例如 ， 


圆周 {(z,y) e R? : z2 十 22 = 1} 就 不 是 


图 像 , 但 是 当 限 制 于 半圆 周 {(z,y) < R? : 


2 十 j2 = 1,y > 0} 时 , 它 仍 是 图 像 . 于 是 , 整 条 曲线 不 是 图 像 时 , 它 的 一 定 的 局 部 
片断 可 能 是 图 像 (圆周 在 (1, 0) 附近 的 部 分 及 在 (1,0) 附近 的 部 分 都 不 是 关于 变 


元 z 的 图 像 , 但 却 是 关于 变 元 y 的 图 像 ). 


类 似 地 , 任何 函数 有 : R" 一 下 都 在 了 "+1 中 给 出 一 个 图 像 {(z, f(z)) : 2 E 了" 
它 看 上 去 一 般 像 是 R"+l 中 某 种 n 维 曲面 (技术 术语 是 超 曲 面 )， 反 过 来 , 可 以 问 ， 
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什么 样 的 超 曲面 实际 上 是 某 函 数 的 图 像 , 以 及 这 个 函数 是 不 是 连续 的 或 者 是 不 是 可 
微 的 . ; 
如 果 几 何 地 给 出 超 曲面 , 那么 仍然 可 以 援引 垂 线 判 别 法 来 鉴别 它 是 不 是 图 像 . 
但 若 超 曲 面 是 由 代数 的 方式 给 出 的 , 例如 曲面 {(z,y,z) Ra :zy+yz+27 = 一 1}， 
情况 又 将 如 何 呢 ? 或 者 更 一 般 地 , 一 个 形 如 {z < Rr" : f(z) = 0} 的 曲面 , 其 中 
f :Rn" 一 及 是 某 个 函数 , 能 不 能 是 一 个 函数 的 图 像 呢 ? 在 这 种 情况 下 , 根据 隐 函 数 
定理 , 仍然 可 以 判断 曲面 , 至 少 局 部 地 是 不 是 一 个 图 像 . 

定理 17.8.1( 隐 函数 定理 ) 设 忆 是 Rr 的 开 于 集合 (n>1) 而 1: 电 一 民 是 
连续 可 微 函 数 , 并 且 设 2 = (y1,… ,yn) 是 己 的 点 ,使 /(y) =0 融 () 关 0 那么 
存在 下 "1 的 开 于 集合 U, 它 含 有 点 ( 切 ，… ,Yn-1), 而 且 存 在 已 的 一 个 含有 3 的 
开 子 集 V, 及 函数 g : U 一 民 , 使 得 g(y1,… ,yn_1) 二 Vn, 并且 


{(zb ,Zn) EV : fz1,°. ,2n) = 0} 
= {(z1 ,Tn gL, Tn) : (T1, ,Tn1) EU}. 


也 就 是 说 集合 {z EV : f(z) =0} 是 UU 上 的 函数 g 的 图 像 . 还 有 ,9 在 (Yi，… ,yn_1) 
处 可 微 , 并 且 


a 0. 06. 
总 or0= -其 WW/ 吝 WW 1<jgn-l. (7.D) 


注 17.8.2 等 式 (17.1) 可 用 隐 式 微分 法 导出 . 基本 点 在 于 , 如 果 你 知道 
Jrn) =0, 


那么 (只 要 丸 关 0) 变 元 zw 就 “ 隐 含 地 ”被 其 他 n 一 1 个 变 元 所 确定 , 于 是 就 可 
沿 zj 方向 对 上 述 恒 等 式 使 用 链 法 则 求 微分 而 得 
Bf, Bf Orn 
Or;} Orn Or; 
这 就 是 (17.1) 的 隐 式 形式 (我 们 用 9 来 代表 由 z1,… , zn-1 确定 zn 的 隐 和 函数 ). 于 
是 , 隐 函 数 定理 使 我 们 隐 含 地 用 一 种 约束 的 方式 而 不 是 用 形 如 x, = g(xw1,…… ,zn_1) 
的 直接 的 公式 来 确定 一 个 依赖 关系 . 
证 明 ”这 个 定理 看 起 来 有 点 古人, 但 实际 上 它 是 反 函 数 定理 的 一 个 相当 快捷 的 
结果 . 设 已 :已 一 R" 是 函数 


=0, 


F(Z1,° 7 ,Tn) := (Ll nl f(T ,Tn1)). 
这 个 函数 是 连续 可 微 的 , 而 且 还 有 


F(Y) = (Yi Yn-1,0), 
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pr = (EW) (Ew) (Et) ,) 
1 0 0 
0 1 0 
本 二 
融融 W 天 妇 贡 轨 
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由 于 假定 就 (y) 不 为 零 , 这 个 矩阵 可 逆 , 其 可 道 性 可 由 计算 行列 式 看 出 , 也 可 用 行 


的 约 化 看 出 , 也 可 明确 算出 道 矩阵 刀 P(y) -1: 


1 0 a 0 
0 1 ss 0 
DF(y)-!= = y E 
0 0 i 1 0 
-8 -iY) :1 -ly) ; 
中 简 记 a = 剖 -(y). 二 是 可 用 反 函 数 定理 , 从 而 我 们 可 在 EE 中 找到 含 y 的 


f 集 


V 和 Rn 中 含 F(y) = (yi,… ,yn,0) 的 开 集 W, 使 得 是 从 V 到 三 的 双 射 , 而 


且 开 -在 点 (yi,… ,yn,0) 处 可 微 . 
把 FF-! 写成 分 量 形式 


Fi(z) = (hi(z), je 人 jn(o))， 
其 中 ze W. 由 于 F(F-1(z)) = z, 我 们 有 
jj(zt ,In)=7;, 1<jgn-l,zreW, 
以 及 
za 


还 有 , 由 于 PR-1 在 (W,… ,yn-1,0) 处 可 微 , 所 以 h。 也 是 如 此 . 


现在 令 U:= {(z1,… ,zn_1) ER"-1:(z1,… ,zn_110) E W}. 注意 U 是 R"-! 


中 的 开 集 并 且 含有 点 (m，… ,yn_1). 现在 定义 g:U 一 及 为 
月 
那么 g 在 (ww.… ,ww_1) 处 可 微 . 现在 我 们 来 证 明 


{(ca rm) EV :fc ,Tn) = 0} 
= {(ca…,zn-1lg(z Zn-1)) : (21,° ,Tn-1) EV}. 


(17.2) 
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首先 设 (z1,… ,zn) EV 并 且 f(z1,… ,zn) = 0. 那么 


FE(z ,Tn) = (31 Tn-10) € W. 
于 是 (z1,… ,zn-1) EU. 使 用 F-!, 我 们 看 到 
(pl, En) = P71(p1, ,Ln-1,0). 


那么 
Zn = hn(Z1, Zn-10) = g(21,°** ,Tn—1). 
我 们 证 得 (17.2) 左 端 集 合 中 的 元 都 属于 右 端 的 集合 . 反 过 来 的 包含 关系 只 要 把 上 
面 的 步骤 反 过 来 就 能 得 到 , 留 给 读者 去 完成 . 
最 后 , 我 们 证 明 9 的 偏 导 数 的 公式 . 从 上 面 的 讨论 得 到 


zt Zn-bg(Z Zn 一 0 


对 于 一 切 (z1,… ,zn-1) e UV 成 立 . 由 于 9 在 (wy,… ,yn-1) 处 可 微 , 而 且 f 在 
(人 gr-Dg9( om-1)) = 处 可 微 , 所 以 根据 链 法 则 , 对 zi; 微分 就 得 到 


of fa 党 有 本 
有 区 + 页 全 页 Jo Yn-1) 一 0， 了 一 1 


由 此 推出 (17.1). 国 
例 17.8.3 考虑 曲面 S := {(z,y,z) e 了 3 : zy 二 yz + zz = 一 1}, 把 它 重 写 为 
5 := {(2,y,2) € R? : f(z,y,z) = 0}, 其 中 


f(z,9,2) := TYy+Y2+ 2T+1, (rz,y,2) € R3. 
显然 , 可 微 并 且 


of 一 了 十 2 
于 是 对 于 使 zo 十 yo 关 0 的 (zo,yo,zo) es 5, 在 (zo,yo, 20) 附近 我 们 可 以 把 曲面 8 写 
成 形 如 
{(z,y, 9(2,)) : (7,y) € U} 

的 图 像 形式 , 其 中 U 是 含 (xo,yo) 的 开 集 , 而 g 是 在 (zo,yo) 处 可 微 ( 且 g(zo,yo) = 
z0) 的 一 个 函数 . 确实 , 我 们 可 经 隐 式 微分 求 得 
_Ww+20 _To+20 

Zz0+yo" zo+yo 

在 隐 函 数 定理 中 , 如 果 导数 族 - 在 某 点 处 为 零 , 那么 集合 {z < 了 R" : f(z) = 0} 

好 像 不 能 在 此 点 附近 写成 变量 z。 作为 其 他 n - 1 个 变量 的 函数 的 图 像 . 但 是 如 


Og Og 
0) = Bz (0%) = 
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果菜 个 其 他 的 导数 庆 不 是 零 , 那么 根据 隐 函 数 定理 就 可 以 把 变量 x; 表 成 其 他 
n 一 1 个 变量 的 函数 .于 是 , 只 要 梯度 Vf 不 整个 是 零 , 那 就 总 可 以 把 集合 {z < 


: f(z) = 0} 局 部 地 写成 某 变量 x; 作为 其 他 n 一 1 个 变量 的 函数 的 图 像 . (圆周 


总 避 € R? : z? + 太一 1 = 0} 就 是 这 样 的 一 个 很 好 的 例子 , 它 既 不 是 y 作为 = 的 函 


数 的 图 像 , 也 不 是 


z 作为 y 的 函数 的 图 像 , 但 在 每 一 点 


附近 , 局 部 地 它 必 是 两 者 之 


一 . 这 正 是 因为 z? + yy 一 1 的 梯度 在 圆周 上 永 不 为 零 . ) 但 是 , 如 果 Vf 在 某 点 zo 
处 消失 , 那么 我 们 说 zo 是 f 的 一 个 临界 点 (critical point), 在 这 种 点 处 的 性 状 要 复 
杂 得 多 . 例如 , 集合 {(z,y) e R? : z2 - y? = 0} 有 临界 点 (0, 0) (函数 z? - y2 的 临 


界 点 ), 在 (0, 0) 附近 此 集合 不 能 看 作 任何 一 种 函数 的 


像 ( 它 是 两 条 直线 的 并 集 ). 


注 17.8.4 在 每 点 附近 都 可 看 作 连续 函数 的 图 像 的 集合 有 一 个 名 字 , 叫 作 流 
形 (manifold). 如 果 集 合 {z € R" : f(z) = 0} 不 含 f 的 临界 点 , 它 就 是 一 个 流 形 . 流 


形 的 理论 在 近代 中 


处 我 们 不 拟 讨 论 ， 


为 这 是 研究 生 水 平 的 课题 . 


L 何 理论 中 (特别 是 微分 几何 和 代数 几何 中 ) 是 非常 重要 的 , 但 此 
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上 一 章 我 们 讨论 了 多 元 微分 , 现在 自然 要 考虑 多 元 积分 的 问题 . 我 们 希望 回答 
的 一 般 问题 是 : 给 定 R" 的 某 个 子 集合 9, 以 及 某 个 实 值 函数 f : 9 一 RR, 可 不 可 以 
在 Q 上 积分 f 而 得 到 某 个 数 几 j? (也 可 以 考虑 其 他 类 型 的 函数 , 如 复 值 的 或 向 
量 值 的 函数 , 但 是 一 旦 掌握 了 实 值 函 数 的 积分 就 容易 积分 这 类 函数 , 因为 可 以 通过 
分 别 积分 这 类 函数 的 每 个 实 值 分 量 来 完成 复 值 函数 或 向 量 值 函数 的 积分 . ) 

一 维 时 我 们 已 经 (在 第 11 章 ) 建立 了 Riemann 积分 joy 的 概念 , 它 对 于 Q 
是 区 间 Q = [oa 如, 并 且 f 是 Riemann 可 积 的 情形 回答 了 这 个 问题 . 这 里 , Riemann 
积分 到 底 是 什么 意思 并 不 重要 , 我 们 仅仅 指出 , 每 个 逐 段 连续 的 函数 是 Riemann 可 
积 的 ,当然 每 个 逐 段 常 值 的 函数 是 Riemann 可 积 的 . 但 是 , 并 不 是 一 切 函数 都 是 
Riemann 可 积 的 .Riemann 积分 的 概念 也 可 以 推广 到 高 维 情形 , 但 要 花 点 力气 , 而 且 
依然 只 能 积分 “Riemann 可 积 的 ”函数 , 这 些 函 数 构成 很 小 的 函数 类 , 相当 不 让 人 
满意 . (例如 Riemann 可 积 函数 序列 的 极限 不 必 是 Riemann 可 积 的 , 而 且 尽 管 我 们 
已 经 看 到 Riemann 可 积 函数 序列 的 一 致 极限 保持 Riemann 可 积 , 但 L? 极限 就 不 
一 定 了 , ) 

由 于 这 个 缘故 , 我 们 必须 在 Riemann 积分 之 外 去 寻求 真正 令 人 满意 的 积分 概 
念 , 一 个 可 以 处 理 即 便 是 很 不 连续 的 函数 的 概念 . 这 就 导致 Lebesgue 积分 的 概念 ， 
我 们 将 用 本 章 和 下 一 章 来 建立 这 个 概念 ，Lebesgue 积分 可 以 处 理 很 大 的 一 类 函数 . 
事实 上 , 可 以 说 本 质 上 它 能 积分 任何 在 数学 中 我 们 实际 需要 的 函数 , 至 少 当 我 们 与 
欧 几 里 得 空间 打交道 时 , 它 能 积分 我 们 实际 需要 的 任何 绝对 可 积 的 函数 (如 果 使 
用 选择 公理 , 那么 会 有 很 多 可 以 构 作 出 来 的 病态 函数 不 能 用 Lebesgue 积分 来 处 理 ， 
但 这 些 函数 决 不 会 在 实际 生活 的 应 用 中 出 现 . ) 

在 转 入 细节 之 前 , 先 作 一 个 非 正式 的 讨论 . 为 了 明白 如 何 计算 一 个 积分 Jo 7， 
必须 首先 明白 一 个 更 基础 的 和 更 根本 的 问题 : 如 何 计算 Q 的 长 度 , 或 面积 , 或 体积 ? 
要 想 看 到 为 什么 这 个 问题 联系 着 积分 法 , 只 要 注意 在 集合 Q 上 积分 常 值 函数 1, 就 
得 到 Q 的 长 度 (如 果 ,Q 是 一 维 的 ), 或 9 的 面积 (如 果 Q 是 二 维 的 ), 或 8 的 体积 
(如 果 9 是 三 维 的 ). 为 了 避免 划分 依赖 于 维 数 的 多 种 情形 , 我 们 把 9 的 长 度 、 面 
积 、 体 积 (或 超 体积 等 ) 这 些 依赖 于 我 们 所 研究 的 欧 几 里 得 空间 及" 的 维 数 的 名 称 
统一 称 作 Q 的 测度 . 

理想 的 情况 是 , 对 于 R" 的 每 个 子 集合 Q, 我 们 都 能 指派 一 个 非 负 的 数 m(Q)， 
它 能 作为 9 的 测度 ( 即 长 度 、 面 积 、 体 积 等 ), 允许 m(Q) 取 值 零 (例如 9 恰 是 一 
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个 单 点 的 集合 或 者 是 空 集 ), 也 允许 m(9) 取 值 无 限 (co) (例如 当 Q 是 整个 R" 时 ). 
测度 应 该 具备 一 定 的 合理 的 性 质 . 例如 , 单位 立方 体 (0,1)” := {(z1,… ,zn) :0 < 
zi 之 1,i = 1,… ,n} 的 测度 应 该 等 于 1, 当 4 和 B 不 相交 时 应 该 有 m(4UB) = 
m(4) 十 m(B), 当 4 Cc B 时 应 该 有 m(4) < m(B), 并 且 对 于 任意 的 ze R", 应 该 有 
mt(z+4) =m(4)( 即 , 如 果 4 平移 向 量 =, 测度 应 该 不 变 ) 
值得 注意 的 是 , 这 样 的 测度 是 不 存在 的 , 无 法 对 于 了 R" 的 每 个 子 集合 都 指派 一 
个 非 负 的 数 (包括 oo), 使 得 上 述 性 质 成 立 . 这 是 一 个 相当 令 人 惊奇 的 事实 , 因为 它 
与 人 们 关于 体积 概念 的 直觉 不 符 , 我 们 后 面 将 证 明 此 事 ，( 这 种 直觉 发 生 错误 的 一 
个 更 为 戏剧 性 的 例子 是 Banach-Tarski 悖 论 , 它 说 的 是 R3 中 的 一 个 单位 球 被 分 
成 5 块 , 然后 这 5 块 经 平移 和 旋转 重新 诊 合 成 两 个 完全 不 相交 的 单位 球 , 这 违背 了 
体积 守恒 的 概念 . 此 处 我 们 不 讨论 这 个 悖 论 .) 
上 述 事实 表明 , 不 可 能 用 一 个 合理 的 方式 对 于 R” 的 每 个 子 集合 都 指派 一 个 测 
度 . 但 是 我 们 可 以 补救 的 是 , 只 测量 R* 中 的 一 类 特定 的 集合 一 一 可 测 集合 . 我 们 
只 在 这 些 集合 人 上 定义 测度 m(Q), 一 旦 我 们 把 注意 力 限制 在 可 测 集 上 时 , 我 们 就 
重新 获得 上 述 的 一 切 性 质 . 更 进一步 , 几乎 我 们 在 实际 生活 中 能 遇 到 的 一 切 集合 都 
是 可 测 的 (例如 一 切 开 集 和 闭 集 都 是 可 测 的 ), 所 以 这 对 于 分 析 学 已 经 足够 好 了 . 
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设 R" 是 欧 几 里 得 空间 . 本章 的 目标 是 定义 可 测 集 . 可 测 集 是 Rn 的 一 类 特殊 
的 集合 , 对 于 每 个 可 测 集 Q e R", 我 们 将 定义 Lebesgue 测度 m(Q) 为 [0,oo] 中 的 
一 个 特定 的 数 . 可 测 集 的 概念 遵从 下 述 性 质 . 

(i) (Borel 性 质 ) R" 中 的 每 个 开 集 都 是 可 测 集 , 每 个 闭 集 也 都 是 可 测 集 . 

(i ( 补 性 质 ) 如 果 9 是 可 测 的 , 那么 R"\ Q 也 是 可 测 的 . 

(iit) (Boole 代数 性 质 ) 如 果 (Q;);ey 是 可 测 集 的 有 限 族 ( 即 J 是 有 限 的 ), 那 
么 并 集 Uj;ey 9; 和 交集 站 er 9; 都 是 可 测 集 . 

(iv) (c 代数 性 质 ) 如 果 (9;);ey 是 可 测 集 的 可 数 族 ( 即 J 是 可 数 的 ), 那么 并 
集 U;ey 8; 和 交集 门 je 2; 都 是 可 测 集 . 

注意 , 这 些 性 质 中 的 某 些 是 多 余 的 . 例如 , (iv) 蕴含 ( 疝 ), 而 且 一 旦 知道 开 集 是 
可 测 的 , (ii) 就 殖 含 一 切 闭 集 都 是 可 测 的 . 性 质 (i)~(iv) 保证 本 质 上 我 们 遇 到 的 每 
个 集合 都 是 可 测 的 , 虽然 在 引言 中 已 指出 , 的 确 存 在 不 可 测 的 集合 . 

对 于 每 个 可 测 集 9, 我 们 指派 给 它 Lebesgue 测度 m(9)，m 必须 遵循 下 述 性 
质 . 

(v) ( 空 集 零 性 ) 空 集 的 测度 是 m(@) = 0. 

(vi) ( 正 性 ) 对 于 每 个 可 测 集 Q, 0 < m(0) < oo. 
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(vii) (单调 性 ) 如 果 4, B 都 是 可 测 集 并 且 4 G 已 , 那么 m(A) < m(B). 

fvil) (有 限 次 加 性 ) 若 (43)se 是 可 测 集 的 有 限 族 , 则 m(Uey A) < 允 m(4). 

(ix) (有 限 加 性 ) 车 (4j)jey 是 互 不 相交 的 可 测 集 的 有 限 族 , 则 

ml 4)= mh)). 
jeJ 了 ET 
(x) (可 数 次 加 性 ) 若 (4j)iev 是 可 测 集 的 可 数 族 , 则 m(Uijcy 4;) < DD") 
(i) (可 数 加 性 ) 车 (4y)yeJ 是 互 不 相交 的 可 测 集 的 可 数 族 , 则 。“ 
ml 4) = ms). 
JEJ jeJ 

(xii) (正规 化 性 质 ) 单位 立方 体 [0,1]" = {(z1,… ,zn) eR"*:0<zi<1j= 
1,… ,n} 的 测度 m([0,1]") = 1. 

人 xiii) (平移 不 变性 ) 如 果 Q 是 可 测 集 而 > e R", 那么 z+Q := {z+y:yeQ} 
也 是 可 测 的 , 并 且 m(z + 9) = mm(Q). 

同样 , 这 些 性 质 中 有 些 是 多 余 的 , 例如 可 数 加 性 可 用 来 导出 有 限 加 性 , 有 限 加 
性 又 可 用 来 导出 单调 性 (与 正 性 联合 使 用 )， 还 可 以 从 加 性 导出 次 加 性 . 注意 m(9) 
可 以 是 oo, 所 以 上 述 诸 性 质 中 的 某 些 和 可 以 等 于 coo. (由 于 一 切 都 是 正 的 , 我 们 绝 
对 不 会 遇 到 -oo + oo 这 样 的 不 确定 的 形式 .) 

本 章 的 目的 可 叙述 如 下 : 

定理 18.1.1(Lebesgue 测度 的 存在 性 ) 存在 可 测 集 的 概念 , 以 及 对 每 个 可 测 集 
QC R" 指派 一 个 数 m() 的 方法 , 使 得 全 部 性 质 (让 ~(xiii) 都 成 立 . 

研究 的 结果 是 Lebesgue 测度 在 很 大 程度 上 是 唯一 的 , 任何 其 他 可 测 的 概念 及 
测度 的 概念 只 要 遵从 公理 (D)~.(xiii), 将 极 大 地 与 我 们 给 出 的 结构 重合 . 但 是 也 有 其 
他 的 测度 , 只 服从 上 述 公理 中 的 一 部 分 .另外 , 我 们 也 可 能 对 于 欧 几 里 得 空间 R" 
之 外 的 其 他 区 域 上 的 测度 产生 兴趣 . 这 导致 测度 论 , 其 本 身 是 一 个 完整 的 课题 , 此 
处 不 拟 讨论 . 但 我 们 要 说 明 , 测度 的 概念 在 现代 概率 中 以 及 在 分 析 的 更 深入 的 研究 
中 (例如 在 广义 函数 论 中 ) 是 很 重要 的 . 
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在 构建 Lebesgue 测度 之 前 , 我 们 先 来 讨论 寻找 一 个 集合 的 测度 的 一 种 相当 村 
素 的 办 法 一 一 那 就 是 我 们 试图 用 一 些 盒子 来 覆盖 集合 , 然后 把 每 个 盒子 的 体积 都 
加 起 来 . 这 个 办 法 几乎 总 能 奏效 , 它 给 我 们 提供 一 个 叫 作 外 测度 的 概念 , 外 测度 适 
用 于 每 个 集合 并 且 具 有 性 质 (v)~ (xiii), 但 除了 加 性 (ix) 和 (xi) 之 外 . 后 面 我 们 将 
必须 稍稍 修正 外 测度 , 使 其 获得 加 性 . 
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我 们 从 开 念 子 的 概念 开始 . 
定义 18.2.1( 开 僵 子 ) 把 R" 中 如 下 形状 的 集合 


B= Tu0) = {or son) ER" :are (oub)1 <i<W 


et 


叫 作 开 盒子 (简称 为 盒子) 其 中 a; < & 都 是 实数 .定义 这 个 盒子 的 体积 vol() 为 
vol(B) := LG: — 0) = (01 = 01) .C6 — an). 


i=1 

例如 , 单位 立方 体 (0,1)"” 是 盒子 , 其 体积 为 1. 在 一 维 情形 , 即 n = 1 时 , 盒子 
就 是 开 区 间 (当然 是 有 界 的 )， 容 易 验 证 , 在 一 般 的 维 数 下 , 开 盒子 确实 是 开 集 . 注 
意 , 如 果 对 于 某 i 有 ai = bi 那么 盒子 变 成 空 集 , 体积 为 0, 然而 我 们 依然 认为 它 是 
盒子 (即使 是 个 相当 无 聊 的 盒子 ) 有 时 , 用 vol,(B) 来 代替 vol(B) 以 强调 我 们 是 
在 处 理 n 维 体积 . 于 是 , 作为 例子 , voli(B) 是 一 维 盒子 B 的 长 度 , volz(B) 是 二 维 
盒子 的 面积 , 等 等 . 

注 18.2.2 ”我 们 当然 希望 盒子 的 测度 m(B) 与 它 的 体积 vol(B) 一 样 . 事实 上 
这 是 公理 (i)~(xiii) 的 必然 结果 (见习 题 18.2.5). 

定义 18.2.3( 开 盒 改 盖 ) 设 是 R" 的 子 集合 . 如 果 一 个 开 盒 族 (Bj);eJ 满足 
Q Cc Uiey Bj;, 就 说 它 覆 盖 0. 

设 Q S R" 可 被 开 盒 的 有 限 族 或 可 数 族 (B;);ey 所 覆盖 . 如 果 我 们 希望 人 是 
可 测 的 , 并 且 希 望 测度 m 遵从 单调 性 和 次 加 性 ((vii), (viii), (x)), 如 果 我 们 还 希望 
m(B;) = vol(B;) 对 于 每 个 ; 都 成 立 , 那么 必须 有 


m(O) < m( UB;) < m(Bi)= vol(B;). 
TI jE jeJ 


于 是 我 们 断定 
m(Q) < inffy "vol(Bi): (Bj)jey 是 人 9 的 开 盒 覆盖 ,J 至 多 可 数 }. 


je 
受 此 启发 , 我 们 定义 
定义 18.2.4( 外 测度 ) 如 果 只 是 集合 , 我 们 定义 它 的 外 测度 m*(9) 为 量 


m*(D) := mr Ya Bj) : (Bj) 只 1 覆盖}. 


由 于 总 vol( Bi) 不 取 负 值 , 我 们 知道 对 于 一 切 Q，m*(9) > 0. 然而 m*(O) 完 
全 可 能 等 于 oc. 注意 由 于 我 们 许可 使 用 可 数 开 盒 镍 盖 , 那么 R" 的 每 个 子 集 应 该 至 
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少 有 一 个 可 数 开 盒 履 盖 . 事实 上 , R* 本 身 就 可 以 被 单位 立方 体 (0, D” 的 可 数 个 平 
移 所 覆盖 (怎样 覆盖 ? ). 有 时 也 把 m*(Q) 写成 mx (Q) 以 强调 我 们 使 用 的 是 n 维 外 
测度 . 

注意 , 外 测度 对 于 每 个 集合 (不 只 是 可 测 集 ) 都 有 定义 , 因为 我 们 可 以 对 任何 非 
空 集合 取 infimum. 外 测度 遵从 测度 所 需 的 一 些 性 质 : 

引 理 18.2.5( 外 测度 的 性 质 ) 外 测度 具有 下 述 6 条 性 质 . 

(v) ( 空 集 零 性 ) 空 集 纪 的 外 测度 是 m*(@) = 0. 

(vi) ( 正 性 ) 对 于 每 个 集合 0 有 0 < m*(Q) < oo. 

(vii) (单调 性 ) 如 果 A4CBCR", 那么 mr*(4) < m*(B). 

人 viii) (有 限 次 加 性 ) 如 果 (4j)jey 是 R” 的 子 集 合 的 有 限 族 , 那么 
m (4;) < > m4y). 

jEJ 


jey 


(X) (可 数 次 加 性 ) 如 果 (Aj)jeJ 是 及" 的 子 集合 的 可 数 族 , 那么 
m (Uh) < Dm (a;). 


jEJ jeJ 


(xiii) (平移 不 变性 ) 如 果 人 Il 是 及 " 的 子 集 合 , 并 且 工 ERR", 那么 
mz +N)= mm" (0). 


证 明 见习 题 18.2.1. 国 
闭 盒子 的 外 测度 也 是 我 们 所 期 待 的 那样 . 
命题 18.2.6( 闭 盒子 的 外 测度 ) 对 于 每 个 闭 金 子 


B= TI 器 = {zl ,Tn) ER :TiE [ibi),l <ign), 


i=1l 
我 们 有 
m*(B) = 1 -ob 
i=1 


证 阴 显然 , 对 于 每 个 es > 0, 都 可 以 用 开 盒子 TI”:(ai - ,bi +e) 覆盖 B. 于 


m*(B) < vol (fe 一 所 下 十 9 = TIre， —ait+2e), e>0. 


i=l 1 
令 。 一 0 取 极 限 , 得 
m*(B)< IIew， — ai). 


il 
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为 了 完成 证 明 , 我 们 需要 证 明 
me(B) > TI — a). 


放 1 


根据 m*(B) 的 定义 , 只 要 证 明 当 (Bj);ey 是 B 的 有 限 或 可 数 覆 盖 时 必 有 
Dj vol(B;) > TY -a) 


jE€J 4 
就 可 以 了 . 
由 于 B 是 有 界 闭 集 , 它 是 紧 臻 的 (根据 Heine-Borel 定理 (定理 12.5.7)), 从 而 
每 个 开 覆 盖 都 含有 有 限 的 于 覆盖 (定理 12.5.8). 于 是 , 要 对 于 可 数 覆 盖 证 明 上 面 的 
不 等 式 , 只 需 对 于 有 限 覆 盖 证 明 这 个 不 等 式 就 可 以 了 (这 是 因为 , 如 果 (Bj)jyey, 是 
(Bj)jeJ 的 有 限 子 覆盖 , 那么 2 vol(B;) 必 将 小 于 或 等 于 总 vol(B))). 


总 而 言 之 , 现在 的 目标 是 证 明 : 只 要 (5 中 )jey 是 TS as bj] 的 有 限于 者 六 
就 有 


> val(BO)) > He 一 ai)， (18.1) 


JE 了 
把 下 标 B; 换 成 上 标 BG) 是 因为 我 们 将 用 下 标 表示 分 量 . 

我 们 使 用 对 维 数 ” 进行 归纳 的 方法 来 证 明 (18.0D)， 首先 考虑 n = 1 的 基础 
情形 ， 这 时 B 恰 是 一 个 闭 区 间 B = [o, 中 而 且 每 个 盒子 BV) 恰 是 一 个 开 区 间 
BQ) = (aj,bj). 我 们 要 证 的 是 

2 -0) > (0). 
jeJ 
为 做 此 事 , 我 们 使 用 Riemann 积分 . 对 于 每 个 je J, 设 /0): 民 一 民 是 (aj,4) 的 
特征 函数 , 即 和 
EN 和 YE (a;,b;), 
四 { 0,， yz ¢ (03,0)). 
那么 1G) 是 Riemann 可 积 的 (因为 它 是 逐 段 常 值 的 , 并 且 是 紧 支 撑 的 ), 而 且 


= 
把 此 式 对 于 一 切 7 e J 加 起 来 , 并 交换 积分 与 有 限 和 的 次 序 , 我 们 得 到 
广 2 10 = Db; -a 


yer jeJ 


然而 由 于 区 间 族 {(a;,b;) :Je 几 覆盖 [ob 我 们 有 
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> 10( >1, zela,b] 


je 


(为 什么 ? ). 对 于 [a,4| 外 的 其 他 z, 有 Cf) > 0. 于 是 
je 


“ow Se 
太史/ > 人 6 
从 而 所 要 的 结果 由 此 不 等 式 联合 前 面 的 等 式 而 得 出 . 这 证 明了 (18.1) 当 n=1 时 
成 立 . 

现 假设 n> 1, 并 且 已 经 对 于 维 数 n 一 1 证 明了 不 等 式 (18.1). 使 用 与 前 面 类 似 
的 论述 . 每 个 盒子 BG) 具有 形状 


0 = 下 ep) 


i=: 


我 们 可 以 把 它 重 新 写成 
BO = 40) x (ol), 60)), 


其 中 40) := [TCD,b2)) 是 n 一 1 维 盒子 . 注意 
vol(BG)) = voln_1(A0 )(68) ~ a ), 
其 中 我 们 用 带 下 标的 voln_1 来 强调 这 是 n 一 1 维 体积 . 我 们 类 似 地 写 
B = Ax [ost 
其 中 4 := TI? ais, 而 且 还 有 
vol(B) = voln_1(A)(bn — an). 
对 于 每 个 je 小 设 f0) 是 函数 


0 yf vol4G)， 当 zn € (aol), 6k)), 
人 | 0 en g(a, 5). 


那么 1G) 是 Riemann 可 积 的 , 并 且 


00 
/ JO = voln_1(AD) GH ~ a) = vol( BH), 
oo 


从 而 
并 volBo)= / 10. 


JEJ jes 
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现在 让 ze [au 加] 而 且 (zi1,… ,zn_1) e 4. 那么 (z1,… ,zn) e B, 从 而 属于 某 
个 BG9). 很 清楚 ,我们 有 zn e (o 包 ， 史 )， 并 且 (z1,… ,zn-_1) < 40). 那么 , 我 们 看 
到 , 对 于 每 个 rs e [aw,b,]，n 一 1 维 盒子 的 集合 


{A :j € J; zn € (a , 50))} 
都 覆盖 A. 使 用 归纳 假设 , 即 n 一 1 维 时 的 (18.1), 我 们 看 到 


> voln_1(AO)) > voln_1(4), 
JEVirnE(ag) 65) 
也 就 是 
DD (en) > von-l(4)，mm € [an, bn]. 
jeJ 


在 [en, bn] 上 积分 此 不 等 式 两 边 , 就 得 到 
/ Df > voln_1(A)(bn ~ an) = vol(B), 
[an,bn} 


JE 了 


当然 , 因为 10 永 不 取 负 值 ， 


广 7 > val(B). 
Tjey 
把 此 式 与 前 面 关 于 /人 % 1 的 等 式 联合 起 来 , 我 们 就 得 到 (18.1), 从 而 完成 了 
ET 
归纳 . 国 
一 旦 我 们 得 到 了 闭 盒子 的 测度 , 对 于 开 盒子 的 相应 结果 就 容易 了 . 
推论 18.2.7 对 于 任意 的 开 盒子 


全 
B= | | (esp := {(z ,zn) € R" :zi € (oi,bi),1 < i < n), 


我 们 有 


n 


m*(B) = [co -ob 


从 而 外 测度 具有 规范 化 性 质 (xii). 
证 明 假设 对 于 一 切 i,b; > ai, 因为 如 果 b; = ai, 结论 从 引 理 18.2.5(v) 得 出 . 
现在 注意 , 对 于 一 切 使 请-s>ai+sG=1 ,nm 的 a>0 成 立 


n 


Hee -a Te Trt 
i=1 


i=1 i=l 
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使 用 命题 18.2.6 以 及 引 理 18.2.5(vii), 得 


Tre —ai—2e) < m*(B) < vol(B). 
i=1 
令 = 一 0 并 用 挤 压 判别 法 (推论 6.4.14), 就 得 到 所 要 的 结果 . 国 
我 们 现在 举 一 些 实 直 线 R 上 的 集合 的 外 测度 的 例子 . 
例 18.2.8 我 们 来 计算 R 的 一 维 外 测度 . 由 于 对 于 一 切 R > 0，(R, R) ES R, 
根据 推论 18.2.7, 有 


m*(R) > m’*((—R, R)) = 2R 
令 已 一 oo, 就 得 到 m*(R) = co. 
例 18.2.9 现在 我 们 来 算 @ 的 一 维 外 测度 . 从 命题 18.2.6 我 们 看 到 , 对 于 每 
个 比例 数 g, 单 点 集 {q} 有 外 测度 m*({g}) = 0. 由 于 Q@ 显然 是 并 集 Q = Useo{q}, 
而 且 Q 是 可 数 集 , 所 以 


mO) < mo) = D0=0, 
aeQ 


9qE@Q 


从 而 m*(Q) 必 等 于 零 . 事实 上 , 同样 的 论述 表明 每 个 可 数 集 的 外 测度 都 是 零 . (这 
附带 给 出 了 实数 集 不 可 数 结论 (推论 8.3.4) 的 一 个 另外 的 证 明 .) 

注 18.2.10 m*(Q) = 0 这 一 事实 的 一 个 结果 是 , 给 定 任意 的 < > 0, 可 以 用 总 
长 度 小 于 e 的 可 数 个 开 区 间 覆 盖 比 例 数 集 Q. 此 事 有 点 不 那么 直观 , 你 能 以 更 直观 
的 方式 构造 Q 的 这 样 的 短 区 间 的 可 数 覆 盖 吗 ? 

例 18.2.11 现在 来 计算 非 比例 数 集 民 \ @ 的 一 维 外 测度 . 从 有 限 次 加 性 我 们 
得 到 


™R) < m(R\Q)+m'(Q). 
由 于 Q 的 外 测度 是 0, m*(R) = oo, 所 以 非 比例 数 集合 R\Q 的 外 测度 是 co. 一 个 
类 似 的 论述 表明 [0, 1] 中 的 非 比例 数 的 集合 [0,1]\ @ 的 外 测度 是 1( 为 什么 ? ). 
例 18.2.12 根据 命题 18.2.6，R 中 的 单位 区 间 [0, 1] 的 一 维 外 测度 是 1, 但 R2 
中 的 单位 区 间 {(z,0) : 0 < z < 1} 的 二 维 外 测度 是 0. 可 见 , 一 维 外 测度 和 二 维 外 
测度 是 相当 不 同 的 . 注意 , 上 面 的 说 明 及 可 数 次 加 性 蕴含 R? 的 整个 z 轴 虽 然 有 无 
限 的 一 维 外 测度 , 但 其 二 维 外 测度 却 是 0. 


习 题 18.2 


18.2.1 ”证 明 引 理 18.2.5. (提示 : 必须 使 用 inf 的 定义 , 大 概要 引入 一 个 参数 <. 可 能 要 把 某 些 ， 


外 测度 等 于 oo 的 情形 分 开 来 处 理 .(viii) 可 从 (x) 和 (v) 导出 . 对 于 (x), 把 指标 集 记 成 
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18.2.2 


18.2.3 


18.2.4 


18.2.5 


18.2.6 


了 一 { 记 , 加 ,js，…】} 并 对 每 个 hy 取 其 开 盒 覆 盖 使 盒子 的 总 体积 不 比 m* (4;) + 2-7e 
大 ) 

设 4 是 Rn 的 子 集 , B 是 Rm 的 子 集 . 注意 笛 卡 儿 乘积 Ax B:= {(a,5) :ae A,be 
也] 是 Rn+m 的 子 集 . 证 明 


mat+m(A x B) < ma(A)mm(B). 


(事实 上 mx+m(4 x B) = m*(A)m(B), 但 证 明 此 等 式 本 质 上 更 为 困难 .) 
在 习题 18.2.3~18.2.5 中 , 我 们 假定 R” 是 欧 几 里 得 空间 , 而 且 假 定 在 有 R* 中 还 具 
有 可 测 集 的 概念 (可 与 Lebesgue 可 测 集 的 概念 重合 , 也 可 以 不 重合 ), 还 假定 具有 测 
度 的 概念 (可 与 Lebesgue 测度 的 概念 重合 , 也 可 以 不 重合 ) 服从 公理 (i)~(xiii). 
(a) 证 明 : 如 果 4: C 42 S 43 GE … 是 可 测 集 的 增 序列 ( 即 对 于 每 个 正 整数 j 
Aj ES hj+1), 那么 我 们 有 


"(Ds) = lim m(Ay). 

j=1 人 

(b) 证 明 , 如 果 A1 2 42 2 4s 2 … 是 可 测 集 的 减 序列 ( 即 对 于 每 个 正 整数 j， 
2 .45+D, 并 且 m(A1) < oo, 那么 我 们 有 


"(Bs) = Jim, mh 让 
证 明 : 对 于 任意 的 正 整数 g > 1, 开 盒子 
(0,1/g)” := {(z1,°*' ,Tn) ER :0<2;<1/g j=1,..,n} 
与 闭 盒子 
[0,1/q" := {(z1°** ,2n) ER":0< 2; <1/g =1 ,n} 


的 测度 都 是 9-”， (提示 : 先 证 明 对 于 每 个 9 > 1，m((0, 1/g)”) < q-”, 方法 是 用 
(0, 1/q)” 的 某 些 平移 来 覆盖 (0, 1)"， 用 类 似 的 方法 证 明 m([0, 1/9]") > q-". 然后 
证 明 , 对 于 每 个 e > 0，m([0,1/qj*\ (0,3)") < 6, 方法 是 用 某 些 很 小 的 盒子 覆盖 
[o, 1/g]* 的 边界 .) 

证 明 : 对 于 任意 的 盒子 B，m(B) = vol(B). (提示 : 先 对 于 坐标 aj,b; 都 是 比例 数 的 
情形 证 明 这 个 结论 , 使 用 习题 18.2.4、 然 后 想 办 法 (或 许 使 用 习题 18.2.3(a)) 取 极限 ， 
对 于 坐标 都 是 实数 的 一 般 情 形 得 到 结果 .) 

使 用 引 理 18.2.5 和 命题 18.2.6 给 实数 集 不 是 可 数 集 一 个 另 样 的 证 明 ( 即 重 证 推论 
8.3.4). 
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818.3 ”外 测度 不 是 加 性 的 


从 引 理 18.2.5 来 看 , 好 像 现在 只 要 验证 了 加 性 (ix), (xi), 我 们 就 为 拥有 一 个 可 
用 的 测度 做 完了 所 需 做 的 一 切 事项 . 不 幸 的 是 , 外 测度 不 具有 加 性 , 即使 在 一 维 时 
也 是 如 此 . 

命题 18.3.1( 可 数 加 性 不 成 立 ) 存在 民 的 可 数 的 互 不 相交 的 子 集 族 (Aj)jey， 
使 得 


mr(U A) mh). 
jEJ je 


证 明 ”我 们 需要 一 些 记 号 . 设 Q 是 比例 数 集 , R 是 实数 集 . 如 果 对 于 某 实数 z， 
4=z+Q, 就 称 4 为 @ 的 陪 集 (coset), 这 里 4 Cc RR. 例如 , Vi + Q@ 是 Q@ 的 陪 集 ， 
Q@ 自身 也 是 , 因为 Q = 0+Q. 注意 , 一 个 陪 集 4 可 能 对 应 于 几 个 z 的 值 , 例如 
2+Q 与 0+Q@ 完全 是 同一 个 陪 集 . 还 有 , 两 个 陪 集 不 可 能 彼此 重 迭 . 如 果 =+ Q 
与 y+ Q 相交 , z 是 它们 的 公共 点 , 那么 z -vy 必 是 比例 数 (为 什么 ? 使 用 恒等式 
Zz 一 y=(z 一 z) 一 (y 一 习 ), 从 而 z+Q 和 y+Q 必 相同 (为 什么 ? ). 所 以 任何 两 个 
陪 集 要 么 相同 , 要 么 不 相交 . 

注意 到 , Q 的 每 个 陪 集 4 都 与 [0,1] 有 非 空 的 交 . 实际 上 , 如 果 4 是 陪 集 , 那么 
对 于 某 实数 z，4 = z+Q. 如 果 从 [zx,1 一 zj 中 取 一 个 比例 数 q, 就 有 z+ae [0,1]， 
于 是 4 站 io,1 包含 z+q. 

设 R/Q 代表 Q 的 全 体 陪 集 所 成 的 集合 , 注意 这 是 一 个 元 素 为 (实数 的 ) 集合 
的 族 . 对 于 每 个 陪 集 4 <s R/Q, 我 们 取 一 个 z4 & 4 站 0,1]. (这 要 用 到 选择 公理 , 见 
88.4.) 设 忆 是 这 样 的 za 的 集合 , 即 巨 := {z4 : 4 e R/Q}. 注意 , 根据 这 个 作法 ， 
E Cl,. 

现在 考虑 集合 


X= U (e+ 万 ). 
se 站 I-13 
很 清楚 ,这 个 集合 含 在 [-1,2] 之 中 (因为 , 只 要 gq € [-1,1], z € BC [0,1], 就 有 
4+ze[-12). 我 们 说 这 个 集合 包含 区 间 [0,1]. 实际 上 , 对 于 任意 的 ye [0,1],y 
必定 属于 某 个 陪 集 4( 例 如 , 它 属于 陪 集 y+ Q@). 但 z4 属于 同一 陪 集 , 于 是 y - z4 
等 于 某 比例 数 g. 由 于 y 和 ra4 都 在 [0,1] 中 , 所 以 ge [-11. 由 于 y=a+zA 所 
以 ye q+ 世 , 从 而 ye XX. 
我 们 断言 


mA YD mq+E), 
asq 站 -29 
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从 而 得 到 命题 的 结论 . 为 了 证 实 此 不 等 式 , 注意 到 
(0,J EX c [1,9, 
从 而 根据 单调 性 及 命题 18.2.6， 
1gm(X)<3. 
对 于 不 等 式 的 右边 , 从 平移 不 变性 得 
> m+tE)= >》 ml(E). 


aeQN[-1,1] zeQN\[-u1] 
合 Q 门 [-1,1] 是 可 数 无 限 集 (为 什么 ? ), 所 以 右边 或 为 0( 若 m*(E) = 0), 或 为 
ee m*(E) > 0). 不 管 哪 种 情形 , 它 都 不 能 介 于 1 和 3 之 间 , 这 就 完成 了 证 明 ， 国 

注 18.3.2 上面 的 证 明 用 到 了 选择 公理 , 这 是 绝对 必要 的 . 可 以 使 用 数理 逻辑 
中 的 某 些 技巧 证 明 , 如 果 不 假定 选择 公理 , 那么 就 可 能 有 一 个 数学 模型 , 其 中 外 测 
度 是 可 数 加 性 的 . 

可 以 把 上 述 论证 加 以 精炼 而 证 明 : 事实 上 m* 也 不 是 有 限 加 性 的 . 

命题 18.3.3( 有 限 加 性 不 成 立 ) 存在 民 的 有 限 的 互 不 相交 的 子 集 族 (Aj)jeJ 
(J 是 有 限 集 ), 使 得 


m(U 4) #2 m’ (A). 
JE 了 JE7 


证 明 这 是 用 非 直接 的 论述 来 证 明 的 . 设 m* 是 有 限 加 性 的 . 设 已 和 X 是 命 
题 18.3.1 中 引入 的 集合 . 从 可 数 次 加 性 及 平移 不 变性 得 


mxX)s > mq+E)= >》 mp). 
eq 门 一 1 oeo 门 -1 
由 于 我 们 知道 1 < m*(X) < 3, 所 以 有 m*(E) 关 0, 否则 的 话 将 有 m*(X) < 0, 这 是 
一 个 矛盾 . 
由 于 m*(E) 尖 0, 所 以 存在 整数 n > 0, 使 得 m*(B) > 二 现在 设 了 是 
Qnr-l3 的 一 个 基数 为 3n 的 有 限 子 集 ， 如 果 m* 是 有 限 加 性 的 , 那么 我 们 将 
会 得 到 


Wa (q+E)= Dm'(E) )>3n = 
ge 9EJ 
但 我 们 知道 Uveyr(4+ 瑟 ) 是 X 的 子 集合 , 它 的 外 测度 最 多 为 3. 这 就 与 单调 性 相 矛 
盾 . 所 以 m* 不 能 是 有 限 加 性 的 . 国 
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注 18.3.4 这 里 的 例子 与 Banach-Tarski 悖 论 有 联系 , 这 个 悖 论 表 明 , (使 用 选 
择 公 理 ) 可 以 把 R? 的 单位 球 划分 成 五 份 , 这 五 份 经 旋转 和 平移 可 以 重新 构成 两 个 
完整 的 单位 球 ! 当然 , 这 个 分 法 必定 含有 不 可 测 集合 . 这 里 我 们 不 提供 这 个 悖 论 ， 
为 它 要 求 群 论 的 一 些 知识 , 超出 本 书 的 范围 . 


818.4 可 测 集 


上 一 节 中 我 们 看 到 , 有 一 类 集合 的 外 测度 的 性 状 很 糟糕 , 以 至 于 可 以 用 来 作成 
违背 有 限 加 性 和 可 数 加 性 的 例子 . 但 这 些 集合 是 相当 病态 的 , 它们 是 借助 于 选择 公 
理 构 成 , 看 上 去 完全 是 人 造 的 . 人 们 会 希望 把 这 些 集合 排除 出 去 , 而 仍 保持 有 限 加 性 
和 可 数 加 性 . 很 幸运 , 这 是 可 以 实现 的 , 这 要 感谢 Constantin Carathéodory(1873 一 
1950) 的 一 个 聪明 的 定义 : 

定义 18.4.1(Lebesgue 可 测 ) 设 忆 是 R" 的 子 集合 . 如 果 对 于 R" 的 每 个 子 集 
合 4 都 成 立 

m*(A) = mr(4mE) + m’'(A\E), 
就 称 已 是 Lebesgue 可 测 的 或 简称 为 可 测 的 . 如 果 巨 是 可 测 的 , 我 们 就 定义 巨 的 
Lebesgue 测度 为 m(E) = m*(); 如 果 互 不 是 可 测 的 , 我 们 说 m() 无 定义 . 

换 名 话说, 是 可 测 的 指 的 是 , 当 我 们 用 已 把 任意 的 集合 4 划分 成 两 部 分 时 ， 
加 性 保持 . 当然 , 如 果 m* 是 有 限 加 性 的 话 , 那么 每 个 集合 忆 都 将 是 可 测 的 ; 但 从 命 
题 18.3.3 知道 , 外 测度 并 不 是 有 限 加 性 的 . 可 以 把 可 测 集 看 作 是 使 有 限 加 性 成 立 的 
集合 . 有 时 我 们 把 m(E) 标 以 下 标记 作 mn 人 已) 以 强调 我 们 使 用 的 是 n 维 Lebesgue 
测度 . 

上 述 定义 有 点 难于 使 用 , 在 实践 中 没 法 直接 从 这 个 定义 来 验证 一 个 集合 是 可 测 
的 . 所 以 我 们 先 用 这 个 定义 来 证 明 可 测 集 的 一 系列 有 用 的 性 质 ( 引 理 18.4.2 至 引 理 
18.4.11), 然后 我 们 将 或 多 或 少 地 仅 只 依靠 引 理 中 的 性 质 去 判断 一 个 集合 的 可 测 性 ， 
而 不 再 使 用 上 面 的 定义 . 

我 们 从 证 明 一 大 类 集合 确实 是 可 测 的 开始 空 集 妃 = 儿 和 全 空间 = R" 显 
然 是 可 测 的 (为 什么 ? ). 还 有 另 一 个 可 测 集 的 例子 : 

引 理 18.4.2( 半 空间 是 可 测 的 ) 半空 间 


{f(zi ,Zn) € R" :zn > 0} 


是 可 测 的 . 
证 明 见习 题 18.4.3. mn 
注 18.4.3 类似 的 论述 还 表明 , 任何 形 如 


{(z1,:… ,2n) €E R" :zx; > 0} 
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或 者 
{(zi ,Tn) € R" :zi < 0} 


的 半空 间 也 是 可 测 的 , 其 中 1 < j < n. 

现在 给 出 可 测 集 的 更 多 的 性 质 . 

引 理 18.4.4( 可 测 集 的 性 质 ) 

(a) 如 果 马 可 测 , 那么 R"\ 忆 也 可 测 . 

(b) (平移 不 变性 ) 如 果 马 是 可 测 的 , 而 且 TE Rn, 那么 7 十 马 也 是 可 测 的 , 并 
且 m(zT+E)=m(BE). 

(@) 如 果 已 和 Bs 都 是 可 测 的 , 那么 i 门 Ez 和 羽 . Bo 也 是 可 测 的 . 

(d) (Boole 代数 性 质 ) 如 果 瑟 ，,… ,EN 是 可 测 的 , 那么 U1 Bi; 和 门 六 1 世 ) 
是 可 测 的 . 

(e) 每 个 开 侈 于 和 每 个 闭合 于 都 是 可 测 的 . 

(f) 任何 外 测度 为 零 的 集合 忆 ( 即 m*(E) = 0) 都 是 可 测 的 . 

证 明 见习 题 18.4.4. 图 

由 引 理 18.4.4, 我 们 已 经 证 明了 , 在 我 们 所 希望 的 可 测 集 的 性 质 的 清单 上 的 (ii)， 
(i), (xiii), 而 且 还 正在 向 (i) 前 进 . 我 们 还 有 有 限 加 性 (在 我 们 的 希望 清单 上 的 (ix)). 

引 理 18.4.5( 有 限 加 性 ) 设 ( 刀 ;)jey 是 互 不 相交 的 可 测 集 的 有 限 族 , 而 A 是 
任意 的 一 个 集合 (不 必 是 可 测 的 ), 那么 


m’* (AN(U Ei)) = Dm (ANE,). 
j€J 7E7 


还 有 
mB)= Dm(B;). 
了 TE 了 
证 明 见习 题 18.4.6. 
注 18.4.6 车 把 引 理 18.4.5 和 命题 18.3.3 合 起 来 , 就 推出 存在 不 可 测 集 , 冲 
题 18.4.5. 
推论 18.4.7 若 A4CB 是 两 个 可 测 集 , 则 BB\ A 也 是 可 测 集 , 并 且 


m(B\A)=m(B)—m(A)，( 当 m(A4) < oo 时 ). 


证 明 见习 题 18.4.7. 国 

现在 证 明 可 数 加 性 . 

引 理 18.4.8( 可 数 加 性 ) 设 ( 轧 )jey 是 互 不 相交 的 可 测 集 的 可 数 族 , 那么 集合 
Ujey Bi 是 可 测 的 , 而 且 m(Ujey Bj) = m(B;). 


398 第 18 章 Lebesgue 测度 


证 明 令 已 := U;ey BB;. 我 们 先 证 明 E 是 可 测 的 . 设 4 是 任意 的 集合 , 我 们 
要 证 明 
m*(A) =m*(ANE) +m"(A\ B). 
由 于 J 是 可 数 集 , 我 们 可 以 写 J = { 族 ,jo,js,…}. 注意 


Ne= UaNs;,) 
(为 什么 ? ), 从 而 根据 可 数 次 加 性 ， 


mm (ANE) < Tm:(ANE;,), 


k=1 
把 此 式 重 写 为 本 
m*(ANE) < sp 2 MNEs). 


设 Fy 是 集合 Fy := UN B;. 由 于 各 4 门 B;, 都 是 互 不 相交 的 , 并 且 它 们 的 
并 集 是 4 门 Fy, 我 们 从 引 理 18.4.5 看 到 


N 

Dm ANB;) =m* (ANFN), 

k=1 
从 而 

m*(ANE) < sup m*(ANFw). 

NZ>1 
现在 来 看 集合 4\ 已 . 由 于 Fv C (为 什么 ? ), 所 以 A\ 巨 C A\ Fw( 为 什么 ? ). 根 
据 单调 性 得 , 对 于 一 切 N， 
m'(A\E) gm’'(A\Fy). 
那么 
mANE)+m(A\E) < sp m*(ANFN) + m*(A\ BE) 
< ED (m*(ANFN) +m*(A\ FN)). 
但 由 引 理 18.4.5 得 知 Fy 是 可 测 的 , 从 而 
m"(ANFw) + m’(A\ Fry) = m"(A). 
把 这 些 式 子 合 起 来 , 得 
m"(ANE)+m’(A\ E) < m*(A). 
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但 由 有 限 次 加 性 , 我 们 有 
mx(4mE) + m'(A\E) > mr*(4)， 
于 是 推出 所 要 的 等 式 . 这 证 明了 已 是 可 测 的 . 
为 完成 引 理 的 证 明 , 还 需要 证 m(E) 等 于 m(B;). 先 从 可 数 次 加 性 看 到 
JE 


m(B) < Dm(B) = 》m(Bj 
k=1 


je 


另 一 方面 , 根据 有 限 加 性 和 单调 性 , 我 们 有 


N 
m(E) > m(FN) = Dm(B;). 
k=1 


令 N 一 00 取 极限 , 就 得 到 


m(B) > Dm(B;,), 


k=1 
从 而 得 到 
m(E)= > mB) = Ym(E)). 
k=1 jeJ 


这 证 明了 我 们 的 希望 清单 上 的 性 质 (xi). 接 下 来 我 们 处 理 可 数 并 和 可 数 交 . 

引 理 18.4.9(o 代数 性 质 ) 若 (Qj;)jeJ 是 可 测 集 的 可 数 族 (那么 J 是 可 数 集 )， 
那么 并 Uiey Qi 与 交 门 jey 0; 都 是 可 测 集 . 

证 明 见习 题 18.4.8. mn 

我 们 的 希望 清单 上 最 后 需要 验证 的 就 是 (i). 我 们 需要 一 个 预备 引 理 . 

引 理 18.4.10 每 个 开 集 可 以 写成 可 数 个 或 有 限 个 开 金 子 的 并 . 

证 明 我 们 需要 一 个 记号 . 设 B= 了 Iti1(0i,5i) 是 开 盒子 , 如 果 所 有 的 分 量 ai,b; 
都 是 比例 数 , 就 称 B 为 比例 盒子 (rational box). 注意 , 总 共 只 有 可 数 个 比例 盒子 (这 
是 因为 比例 盒子 由 2n 个 比例 数 确定 , 从 而 与 Q2* 有 同样 的 基数 . 但 @ 是 可 数 集 ， 
而 有 限 个 可 数 集 的 笛 卡 儿 乘积 是 可 数 集 , 见 推论 8.1.14 和 推论 8.1.15). 

我 们 作出 下 述 断 言 : 给 定 任何 开 球 B(z, 7), 都 存在 一 个 比例 例子 如 含 在 B(z,7) 
中 并 且 含有 点 z. 为 证 明 此 断言 , 记 z = (z1,… ,zn). 对 于 每 个 1<i<n, 让 a 和 
bi 是 满足 如 下 条 件 的 比例 数 


六 
Ri—— <ao<ri<bhi<rit—. 
n n 
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显然 [Ji(ei,bi) 是 含有 点 x 的 比例 盒子 ， 用 毕 达 哥 拉 斯 定理 (或 三 角形 不 等 式 ) 
i 此 盒子 包含 在 B(z,7) 中 , 我 们 把 证 明 此 事 的 细节 留 给 读者 . 


现在 设 书 是 开 集 


f 设 并 是 全 体 含 在 B 中 的 比例 盒子 的 集合 , 考虑 半 中 的 全 


体 盒子 的 并 集 此 已. 显然 , 因为 2 中 的 每 个 盒子 都 含 在 妃 中 , 所 以 避 刁 含 在 


已 中 . 另 一 方面 由 于 五 是 开 集 , 我 们 看 到 , 对 于 每 个 ze 已 都 存在 一 个 球 B(2,7) 
含 在 巨 中 . 而 根据 前 面 的 断言 , 这 个 球 包含 一 个 含 = 点 的 比例 盒子 , 从 而 z 含 在 


UB 


BEZ 


bh. 于 是 有 


五 = UB. 
吾 E 了 


注意 , 2 是 可 数 的 或 者 有 限 的 , 因为 它 是 全 体 比例 盒子 的 集合 的 一 个 子 集合 , 而 全 
体 比例 盒子 的 集合 是 可 数 集 . 国 

引 理 18.4.11(Borel 性 质 ) 每 个 开 集 及 每 个 闭 集 都 是 Lebesgue 可 测 集 

证 明 只 需 对 于 开 集 进 行 证 明 , 因为 对 于 闭 集 的 结果 可 从 对 于 开 集 的 结果 借助 
于 引 理 18.4.4(a)( 即 性 质 (ii)) 推出 . 设 五 是 开 集 . 根据 引 理 18.4.10， 刀 是 盒子 的 可 
数 并 . 由 于 我 们 已 经 知道 盒子 是 可 测 的 , 而 可 测 集 的 可 数 并 是 可 测 的 , 所 以 我 们 就 
知道 五 是 可 测 的 . mn 

Lebesgue 测度 的 构造 及 其 基本 性 质 , 现在 已 经 研究 完了 . 现在 我 们 要 进入 构建 
Lebesgue 积分 的 下 一 步骤 一 一 刻画 我 们 可 以 进行 积分 的 函数 . 


18.4.1 
18.4.2 


18.4.3 
18.4.4 


18.4.5 
18.4.6 
18.4.7 


习 题 18.4 


设 4 是 及 中 的 开 区 间 . 证 明 m*(4) = m*(A 门 (0, 00)) +m*(A\ (0, 00)). 
设 A 是 R" 中 的 开 念 子 , 已 是 半空 间 := {(z1,… ,zn) e Rn" : zn > 0}. 证 明 
m*(4)=m*(ANB)+m*(A\). (提示 : 用 习题 18.4.1.) 
证 明 引 理 18.4.2. (提示 : 用 习题 18.4.2.) 
证 明 引 理 18.4.4. (提示 : 对 于 (c), 先 证 明 
m'(A)=m"(ANBNBE2) + m’(ANB \ E2) 
+m’*(ANEs \ BE) +m*(A\ (EUE2)). 


Venn 图 (Venn diagram@) 或 许 有 用 . 还 有 , 可 能 需要 有 限 次 加 性 . 用 (c) 证 (d), 并 
用 (b) 和 (d) 以 及 引 理 18.4.2 的 各 种 不 同形 式 去 证 (e)). 

证 明 : 在 命题 18.3.1 和 命题 18.3.3 的 证 明 中 使 用 的 集合 已 是 不 可 测 集 . 

证 明 引 理 18.4.5. 

用 引 理 18.4.5 证 明 推 论 18.4.7. 
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18.4.8 证明 引 理 18.4.9. (提示 : 对 于 可 数 并 问题 , 写 ] = { 放 ,为 ,以 及 Fy :一 USiOa， 
En := Fw \ Fw-1, 其 中 Fo 理解 为 空 集 . 然后 用 引 理 18.4.8. 对 于 可 数 交 问题 , 使 用 
刚 做 的 一 切 及 引 理 18.4.4(a).) 
18.4.9 设 4CR2 是 集合 4 := [012\Q2, 即 4 是 [0,1]? 中 的 坐标 r,y 不 全 为 比例 数 的 
点 (z,y) 的 全 体 所 成 的 集合 , 证 明 : 4 是 可 测 的 , 并 且 m(4) = 1, 但 4 没有 内 点 .( 提 
示 : 比较 容易 的 作法 是 使 用 外 测度 和 测度 的 性 质 , 包括 上 面 的 习题 中 的 结果 , 要 是 想 从 
定义 出 发 直接 证 明 , 就 困难 得 多 .) 
18.4.10 设 4CcBcR" 证 明 , 如 果 B 是 Lebesgue 可 测 集 并 且 测 度 为 等 ,那么 4 也 是 
Lebesgue 可 测 集 , 且 测 度 为 零 . 
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在 Riemann 积分 理论 中 , 我 们 只 能 对 一 类 特定 的 函数 一 一 Riemann 可 积 函数 
进行 积分 . 现在 我 们 可 以 对 大 得 多 的 一 类 函数 一 一 可 测 函 数 进行 积分 . 更 准确 地 
说 , 我 们 只 能 积分 那些 绝对 可 积 的 可 测 函 数 . 详情 见 后 . 

定义 18.5.1( 可 测 函 数 ) 设 9 是 Rm 的 可 测 子 集 , 并 设 f : 9 一 Rm 是 函数 . 
如 果 每 个 开 集 VC Rm 的 逆 象 -1(V) 都 是 可 测 的 , 则 说 f 是 可 测 的 . 

正如 早先 讨论 过 的 , 我 们 在 现实 生活 中 过 到 的 集合 绝 大 多 数 都 是 可 测 的 , 所 以 
很 自然 的 是 , 我 们 在 现实 生活 中 处 理 的 绝 大 多 数 函数 也 都 是 可 测 的 . 例如, 连续 函 
数 自动 是 可 测 的 . 

引 理 18.5.2( 连 续 函 数 是 可 测 的) 设 09 是 了" 的 可 测 子 集 , 并 设 了 :9 一 Rm 
是 连续 的 . 那么 也 是 可 测 的 . 

证 明 设 V 是 Rm 的 任意 的 开 子 集合 . 由 于 f 是 连续 的 , 广 !(V) 相对 于 Q 是 
开 集 ( 见 定理 13.1.5(c)), 也 就 是 说 f-:(V) = W 门 9, 其 中 W 是 Rm 中 的 某 个 开 
集 ( 见 命题 12.3.4(a)). 由 于 W 是 开 集 , 所 以 它 是 可 测 集 ; 由 于 9 是 可 测 集 , 所 以 
WW 站 8 也 是 可 测 集 . 图 

根据 引 理 18.4.10, 我 们 得 到 一 个 容易 判断 函数 是 否 可 测 的 准则 . 

引 理 18.5.3 设 Q 是 Rr 的 可 测 集 , 并 设 了 :0 一 Rm 是 函数 . 了 可 测 的 充分 
必要 条 件 是 对 于 每 个 开 金 子 已 ERm， 广 1(B) 都 是 可 测 集 . 

证 阴 见习 题 18.5.1. 国 

推论 18.5.4 设 是 了 Rr 的 可 测 子 集 ， 并 设 f : 0 一 Rm 是 函数 ， 假 设 
了 = (万 ,fm), 其 中 万 :9 一 了 "是 三 的 第 ] 个 坐标 . 那么 是 可 测 的 当 且 仅 当 
每 个 方 单独 都 是 可 测 的 . 

证 明 见习 题 18.5.2. 

不 幸 的 是 , 并 非 两 个 可 测 函 数 的 复合 自动 是 可 测 的 ， 人 看 RE 
一 个 连续 函数 作用 在 一 个 可 测 函 数 上 的 结果 仍 是 可 测 的 . 
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引 理 18.5.5 设 是 R" 的 可 测 子 集 , 并 设 W 是 民 w 的 开 子 集 . 如 果 f :一 
本 是 可 测 的 而 g:W 一 R? 是 连续 的 , 那么 gof :0 一 及 是 可 测 的 . 

证 明 见习 题 18.5.3. 图 

此 引 理 的 一 个 直接 推论 是 : 

推论 18.5.6 设 Q 是 R" 的 可 测 子 集 . 如 果 了 :一 民 是 可 测 函 数 ,那么 | 有 
max(f,0)，min(f,0) 都 是 可 测 函 数 . 

证 明 ”把 引 理 18.5.5 应 用 于 函数 g(x) := |zl|，9g(z) := max(z,0)，9(z) := 
min(z,0) 即 可 . 于 

一 个 稍微 不 太 直接 的 推论 是 : 

推论 18.5.7 设 是 Rr 的 可 测 子 集 如 果 f:Q 一 民 以 及 g:0 一 民 都 
是 可 测 函 数 , 那么 了 十 g，fg9，max(J,9)，min(f,g) 都 是 可 测 函 数 . 如 果 对 于 一 切 
5 EQ，g(z) 关 0, 那么 了 也 是 可 测 函 数 . 

证 明 ”考虑 f+g. 我 们 可 以 把 它 写 成 koh, 其 中 及 :0 一 R2 是 函数 h(x) = 
(f(z),g(2z)), 而 大:R2 一 下 是 函数 k(a,4b) :=a+5b. 由 于 f,g 是 可 测 的 , 所 以 根据 推 
论 18.54, h 也 是 可 测 的 . 由 于 大 是 连续 的 , 于 是 , 从 引 理 18.5.5 我 们 看 到 koh 是 
可 测 的 . 可 用 类 似 的 论述 处 理 其 他 情形 ; 只 有 一 件 事 , 当 处 理 的 情形 时 , 应 该 用 
空间 {(a,5) < R? :5b 取 0} 来 代替 RR? 以 保持 映射 (a,b) 一 8 是 定义 成 功 的 并 且 是 
连续 的 . 站 

可 测 函数 的 另 一 个 刻画 方式 由 下 述 引 理 给 出 . 

引 理 18.5.8 设 风 是 及 " 的 可 测 子 集 , 并 设 :只 一 及 是 函数 . 那么 了 可 测 
当 且 仅 当 对 于 每 个 实数 a，f-!((a,o0)) 可 测 

证 明 ”见习 题 18.5.4. 图 

受 此 引 理 启发 , 下 面 我 们 把 可 测 函 数 的 概念 推广 到 广义 实数 系 


R" := RU{oo}U{—%}. 


定义 18.5.9( 广 义 实 数 系 中 的 可 测 函 数 ) ” 设 9 是 R" 的 可 测 子 集 . 函数 f: 
Q 一 及 * 叫 作 可 测 的 , 当 且 仅 当 对 于 每 个 实数 a，/f-!((a, co]) 是 可 测 的 . 

注意 , 引 理 18.5.8 保证 可 测 性 的 概念 对 于 取 值 于 广义 实数 集 及 * 的 函数 与 对 于 
仅 在 实数 集 R 中 取 值 的 函数 是 一 致 的 . 

可 测 性 关于 极限 具有 良好 的 性 状 ; 

引 理 18.5.10( 可 测 函 数 序列 的 极限 是 可 测 函 数 ) ” 设 2 是 R" 的 可 测 子 集 . 对 
于 每 个 正 整数 上 设 :一 民 * 是 可 测 函 数 . 那么 函数 


supfe, inf 大 ， limsupfe, liminf f. 
k>1 大 >1 大 一 oo 大 一 oo 
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都 是 可 测 函 数 , 当然 , 如 果 (及 ) 只 1 逐 点 收 化 到 了 :0 一 下, 则 矿 也 是 可 测 的 . 
证 明 ”我 们 先 证 明 关 于 supp>1 fi 的 结论 . 把 此 函数 叫 作 g. 我 们 要 证 对 于 每 
个 a,，g-1((a, oo0)) 是 可 测 的 . 但 根据 上 确 界 的 定义 , 我 们 有 


g 1((@,00)) = U fel((0, 00)) 
kl1 


t 


(为 什么 ? ). 由 于 可 测 集 的 可 数 并 仍 为 可 测 集 , 所 以 上 面 的 集合 可 测 , 得 到 所 要 的 结 
论 . 
类 似 的 论证 适用 于 infk>l fi. 对 于 上 极限 和 下 极限 的 结论 则 从 恒等式 


limsup 及 = infsup fk 
一 oo 


m>1k>m 
以 及 
liminf fi = supinf fi 
#00 m2>1k>m 
( 见 定义 6.4.6) 推出 . 


你 可 以 看 出 , 对 于 一 个 可 测 函 数 所 做 的 差不多 任何 事情 都 将 制造 出 另 一 个 可 测 
函数 来 . 这 基本 上 就 是 为 什么 我 们 在 数学 中 所 处 理 的 几乎 每 个 函数 都 是 可 测 函 数 
的 缘由 . (确实 , 构造 不 可 测 函 数 的 唯一 途径 是 使 用 人 造 的 手段 , 像 引 用 选择 公理 的 
办 法 .) 


习 题 


18.5.1 ”证 明 引 理 18.5.3. (提示 : 使 用 引 理 18.4.10 和 ce 代数 性 质 .) 

18.5.2 ”使 用 引 理 18.5.3 导出 推论 18.5.4. 

18.5.3 ”证 明 引 理 18.5.5. 

18.5.4 ”证 明 引 理 18.5.8，( 提 示 : 使 用 引 理 18.5.3， 作 为 准备 性 的 步骤 , 你 可 能 需要 证 明 : 如 
果 对 于 一 切 a，f-1((a, co)) 是 可 测 的 , 那么 对 于 一 切 a，f~1([a, oo)) 也 是 可 测 的 .) 

18.5.5 设 了 :有 R"” 一 民 是 Lebesgue 可 测 的 , 并 设 g : R" 一 及 在 一 个 测度 为 零 的 集合 之 
外 与 f 相同 , 即 , 存在 一 个 集合 4 C R"，m(A) = 0, 而 且 对 于 一 切 z € R"\ 4， 
f(z) = g(z). 证 明 : g 也 是 Lebesgue 可 测 的 . (提示 : 使 用 习题 18.4.10.) 
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在 第 11 章 中 , 我 们 建立 Riemann 积分 的 第 一 步 是 积分 一 类 特别 简单 的 函数 ， 
即 逐 段 常 值 函 数 , 逐 段 常 值 函 数 的 一 个 特点 是 , 它 只 取 有 限 个 值 (这 与 实际 生活 中 
的 绝 大 多 数 函 数 相反 , 绝 大 多 数 函 数 都 取 无 限 多 个 值 ). 一 旦 知道 如 何 积分 逐 段 常 值 
函数 , 就 可 以 使 用 类 似 的 手段 来 积分 其 他 Riemann 可 积 函 数 了 . 

我 们 将 使 用 类 似 的 体系 (philosophy) 来 构建 Lebesgue 积分 . 从 考虑 一 类 特殊 
的 可 测 函 数 一 一 简单 函数 开始 , 然后 叙述 如 何 积分 简单 函数 , 由 此 建立 对 于 一 切 可 
测 函 数 (或 至 少 是 绝对 可 积 的 函数 ) 的 积分 . 


$19.1 简单 函数 


定义 19.1.1( 简 单 函数 ) ” 设 Q 是 R" 的 可 测 子 集合 , 并 设 1 : 9 一 RR 是 可 测 
函数 . 如 果 象 F(Q) 是 有 限 集 , 就 说 f 是 简单 函数 . 也 就 是 说 , 如 果 存 在 有 限 个 实数 
cl … ,CN 使 得 对 于 每 个 ze Q, 必 有 某 1< 7 < N 使 f(z) = c, 那么 了 叫 作 简单 
函数 ， 
例 19.1.2 设 Q 是 R" 的 可 测 子 集合 , 并 设 忆 是 9 的 可 测 子 集合 . 我 们 定义 
特征 函数 xg(z) :Q 一 下 为 


加 二 1， 如 果 z EE 
生生 0， 如 果 z e Q\E. 


(在 某 些 教材 中 , Xe 也 写成 1g, 并 叫 作 指示 函数 (indicator function). 那么 Xe 是 可 
测 函 数 (为 什么 ?), 并 且 是 简单 函数 , 因为 象 xze(D) 是 {0,1} (或 者 , 当 忆 =&g 时 
Xa(9) 是 {0}, 当 已 =9 时 xz(O) 是 {1})). 

我 们 对 于 简单 函数 的 三 条 基本 性 质 作 一 注 记 : 它们 构成 线性 空间 , 它们 是 特征 
函数 的 线性 组 合 , 它们 逼近 可 测 函 数 . 更 准确 地 说 , 我 们 有 以 下 三 条 引 理 . 

引 理 19.1.3 设 介 是 Rr* 的 可 测 子 集 , 并 设 f:Q 一 民 以 及 g:Q 一 民 是 简 
单 函 数 , 那么 f+g 也 是 简单 函数 . 还 有 , 对 于 任意 的 数 ce 下 , 函数 cj 也 是 简单 函 
数 . 


证 明 ”见习 题 19.1.1. 国 
引 理 19.1.4 设 风 是 R" 的 可 测 子 集合 , 并 设 :9 一 民 是 简单 函数 . 那么 存 
在 有 限 个 实数 c1，,… ,cN, 和 Q 中 的 有 限 个 互 不 相交 的 可 测 集 已， 2,… ,EN, 使 
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得 f= ax 
证 明 ”见习 题 19.1.2. mn 
引 理 19.1.5 设 人 QQ 是 Rm 的 可 测 子 集合 , 并 设 :9 一 民 是 可 测 函 数 . 假设 
于 总 不 取 负 值 , 即 对 于 一 切 ze Q，f(z) > 0. 那么 存在 一 列 简单 函数 户 , 户 , 户 
大 :9 一 及 使 得 大 不 取 负 值 并 且 (大 ) 中 1 是 增 序 列 , 即 对 于 一 切 EQ 


0< f(z) < fo(z) < falz) < …, 
而 且 (大) 中 1 逐 点 收 化 到 f, 即 对 于 一 切 ZEQ 
im f(z) = f(z). 


证 明 ”见习 题 19.1.3. a 

我 们 现在 说 明 如 何 计算 简单 函数 的 积分 . 

定义 19.1.6( 简 单 函数 的 Lebesgue 积分 ) ” 设 0 是 R" 的 可 测 子 集 , 并 设 广 : 
一 民 是 简单 函数 , 它 不 取 负 值 , 于 是 f 是 可 测 的 , 并 且 象 (8) 是 [0, co) 中 的 有 
限 集 . 我 们 定义 f 在 9 上 的 Lebesgue 积分 为 


fe > Mm({zeQ: fz)=M). 
本 XEJ(O);X>0 

有 时 我 们 也 把 f/f 写成 所 fdm( 以 强调 Lebesgue 测度 m 的 作用 ) 或 使 用 例 
偶 变 元 , 例如 z, 记 作 /5 f(z)dz. 

例 19.1.7 设 /:R 一 吕 是 函数 , 它 在 [1 2] 上 等 于 3, 在 (2,4) 上 等 于 4 而 
在 其 他 地 方 都 等 于 零 . 那么 


[f=3x ma) ttx md) -3x1T4x2= 1 

Jn 

又 设 9 :及 一 了 及 是 函数 , 它 在 [0,oo) 上 等 于 1, 而 在 其 他 地 方 都 等 于 零 , 那么 
9=1x mo,00) =1x =o0. 
Q 


可 见 , 简单 函数 的 积分 可 以 等 于 oo. (我 们 限于 考虑 非 负 函 数 的 积分 为 的 是 避 
免 出 现形 如 se + (-co) 的 无 意义 的 式 子 .) 

注 19.1.8 ”注意 , 积分 的 这 个 定义 对 应 于 把 积分 (至 少 非 负 函 数 的 积分 ) 看 作 
函数 的 图 像 下 方 的 面积 (或 高 维 情形 下 的 体积 ) 的 直观 概念 . 

非 负 简单 函数 的 积分 的 另 一 种 表述 如 下 . 
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引 理 19.1.9 设 QQ 是 RR" 的 可 测 子 集 , 并 设 Bi,… ,En 是 Q 中 的 有 限 个 两 
两 不 交 的 可 测 子 集 . 设 c1,… ,CN 为 非 负 实数 (不 必 两 两 不 同 ). 那么 我 们 有 


N N 
人 > ox; = Deim(E;). 
Qj=1 j=1 


证 明 可 以 假定 没有 一 个 c; 是 零 , 因为 可 以 把 这 些 零 从 等 式 两 边 移 掉 . 设 
f= 生 cjXB;. 那么 f(z) 或 等 于 某 cj ( 当 ze 妃 )) 或 等 于 0 ( 当 z&U71 局 ). 于 
是 f 是 简单 本 数 ， 并 且 f(Q) Cc {0} Uf{e; : 1< 7 < N}. 那么 根据 定义 ， 


Ji- ms en: /= 


eta 


ll 


Xm(Uisssm:es=s Bi)- 
Xe{ci:1<<N} 


但 根据 Lebesgue 测度 的 有 限 加 性 , 这 等 于 
0 > m(E;) = > > cim(E;). 


和 efei:lgigN} 1<j<Nicj= 入 Aefci:lgigN ISTKNicj= 入 
由 于 每 个 cj 只 恰 等 于 一 个 和 值 , 所 以 每 个 ; 在 这 个 和 式 中 恰 出 现 一 次 . 从 而 上 面 
的 表达 式 等 于 om E;). 图 
= 


非 负 简 单 函 数 的 Lebesgue 积分 的 一 些 简单 性 质 : 

命题 19.1.10 设 QQ 是 可 测 集 , 并 设 f :一 民 以 及 g:Q 一 区 各 为 非 负 简 单 
函数 . 

(a) 我 人 有 0< jnf < oo. 还 有 fnf 一 0 当 且 仅 当 


m({z EQ: f(z) #0}) =0. 


hurs= /s+ hs 


(c) 对 于 任意 的 正教 c 有 
/5=e 人 /人 


(d) 如 果 对 于 一 切 z Ee Q，f(z) < g(z), 那么 


[ishs 


(b) 我 们 有 
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我 们 作 一 个 非常 方便 的 符号 约定 : 如 果 一 个 性 质 P(z) 对 于 Q 的 除去 一 个 零 
测度 集 外 的 一 切 点 都 成 立 , 就 说 P 对 于 9 的 几乎 每 点 (almost every point) 成 立 ， 
或 者 P 在 上 几乎 处 处 (almost everywhere) 成 立 . 

证 明 ”根据 引 理 19.1.4 或 由 公式 


f= > 入 X{zen:flz)=A}， 
2ef(M\{0} 


我 们 可 把 4 写成 特征 函数 的 线性 组 合 , 即 
其 中 i,… , En 是 Q 的 互 不 相交 的 子 集合 , 而 cj 是 正 数 . 类 似 地 我 们 可 写 
人 立 dkEX PF, 

和 1 


其 中 矿 ，… ,Fx 是 9 的 互 不 相交 的 子 集合 , 而 di 是 正 数 . 
(a) 由 于 


N 
[sr = Dom(B;), 
a pst 


所 以 这 个 积分 值 显然 介 于 0 和 oo 之 间 . 如 果 /几乎 处 处 等 于 零 , 则 已 的 测度 必 
为 零 (为 什么 ?), 从 而 了 =0. 反 过 来 , 如 果 太 了 = 0 那么 


N 
DemlE;) =0, 
j=1 
此 式 仅 当 全 部 m(;) 都 是 零 时 才能 成 立 (因为 全 部 c; 都 是 正 数 ). 那样 的 话 , UJ 六 ; 
的 测度 是 零 , 从 而 在 Q 上 几乎 处 处 为 零 . 
人) 写 即 :=Q\U) BB 以 及 co:=0, 那么 有 


HQ= EoUBU-…UBN， 


N 
f= axe 


j=0 


类 似 地 , 写 甩 := Q\UA1 Fi 以 及 do := 0, 那么 


M 
9= > dkxm. 
k=0 
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由 于 
Q = EUBIU: UE = EURU:UFu, 
所 以 
NM 
f= 2 2 cjXama， 
j=0 k=0 
MN 
2 一 D> Dj dexg, fe, 
k=0 j=0 
从 而 


f+g= (ey + dk)Xg,f re: 
osJ<NiosksM 


于 是 根据 引 理 19.1.9, 我 们 有 
hotn= 开 +omBney， 


0<ji<NiO0<k<M 


另 一 方面 , 我 们 有 
[1= Eomm)= TomBNm), 
2 og 


OSiISN;OSKSM 
以 及 类 似 地 
/5- Ne) 
由 此 推出 结论 (b). 
人 由 于 ef- 区 ceixa， 我 们 有 
村 
[Dm Dem er 


=1 


(d) 写 h:=g 一 了 . 那么 h 是 简单 的 、 非 负 的 , 并 且 g = 了 +h. 于 是 由 (b) 得 


1 


但 根据 (a))，/hh>0, 所 以 f%9 < 及 六 四 
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习 题 19.1 


19.1.1 ”证 明 引 理 19.1.3. 
19.1.2 ”证 明 引 理 19.1.4. 
19.1.3 ”证 明 引 理 19.1.5. (提示 : 令 


不 =p [去 je 总 <min (40))} 


i 


即 户 (z) 是 既 不 超过 f(z) 也 不 超过 2” 的 2-" 的 最 大 整数 倍 . 你 可 能 希望 画 个 图 看 
看 所 ,有 2, fa,…… 都 是 什么 . 然后 证 明 fn 具有 所 需要 的 性 质 .) 


819.2 ” 非 负 可 测 函 数 的 积分 


我 们 现在 从 非 负 简 单 函数 的 积分 过 渡 到 非 负 可 测 函 数 的 积分 .我 们 允许 可 测 
函数 有 时 取 值 oo. 

定义 19.2.1( 优 控 Majorization) ” 设 f:9 一 RR 和 yg :9 一 RR 都 是 函数 . 如 果 
对 于 一 切 z € Q 有 f(z)>g(z), 就 说 f 高 于 ( 即 上 方 控制 )g, 或 低 于 即 下 方 控制 了 . 

我 们 有 时 也 用 短语 “f 控制 (dominates) 9 代替 “/ 高 于 g”. 

定义 19.2.2( 非 负 函 数 的 Lebesgue 积分 ) ” 设 Q 是 R" 的 可 测 子 集 , 并 设 f : 
Q 一 [0, oo] 是 非 负 可 测 的 . 我 们 定义 f 在 人 上 的 Lebesgue 积分 hf 为 


人 7 一 sp{ 人。 -是 简单 的 非 负 的 ， 并 且 低 于 族 - 


注 19.2.3 ”读者 应 将 此 概念 与 定义 11.3.2 中 的 Riemann 下 积分 概念 进行 比 
较 . 有 趣 的 是 , 这 里 我 们 不 需要 用 上 积分 来 匹配 这 个 下 积分 . 
注 19.2.4 注意 , 如 果 9' 是 9 的 可 测 子 集合 , 则 我 们 可 以 把 / 限制 到 Q' 上 
面 来 定义 jn, f, 于 是 
r= hr 


我 们 必须 验证 这 个 定义 与 前 面 关 于 非 负 简单 函数 的 Lebesgue 积分 的 定义 是 相 
容 的 , 也 就 是 说 , 如 果 / : 9 一 R 是 不 取 负 值 的 简单 函数 , 那么 /了 由 此 定义 给 出 
的 值 必须 与 按 前 面 的 定义 给 出 的 值 一 样 . 但 这 是 明显 的 , 因为 f 肯定 低 于 它 自己 ， 
而 根据 命题 19.1.10(d), 任何 低 于 /的 非 负 简 单 函数 s 的 积分 ( 按 前 面 的 定义 ) 必 
定 小 于 或 等 于 /了 ( 按 前 面 的 定义 ). 

注 19.2.5 ”注意 , /4 了 永远 不 小 于 0, 因为 0 是 简单 的 、 非 负 的 、 低 于 了 的 . 
当然 /下 可 以 等 于 oo. 
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非 负 可 测 函 数 的 Lebesgue 积分 的 一 些 简单 性 质 (包含 命题 19.1.10): 

命题 19.2.6 ” 设 QI 是 可 测 集 , 并 设 了 :0 一 [0,col 和 9:Q 一 [0,co] 为 非 负 可 
测 函数 . 

(a) 我 人 有 0 < /4f < oo. 还 有 , /4f = 0 的 充分 必要 条 件 是 对 于 几乎 每 个 
zeg 都 有 jz)=0. 

(b) 对 于 任意 的 正 数 c 有 /4cf = cfof. 

(@) 如 果 对 于 一 切 ze Q, f(z) < g(z), 那么 我 们 有 Jnf < 全 9 

(d) 如 果 对 于 几乎 每 个 ze 9, f(z) = g(z), 那么 jaf = Jog: 

(e) 如 果 9 SEO 是 可 测 的 , 那么 [= JJjxo xs 有 1 

证 明 ”见习 题 19.2.1. 国 

注 19.2.7 ”命题 19.2.6(d) 是 相当 有 趣 的 , 它 说 的 是 可 以 改变 函数 在 任何 测度 
为 零 的 集合 上 的 值 (例如 , 可 以 改变 函数 在 每 个 比例 数 上 的 值 ) 而 完全 不 影响 它 的 
积分 . 也 就 是 说 , 任何 单个 点 , 甚至 点 的 零 测度 集合 , 对 于 函数 的 积分 值 是 什么 都 毫 
无 “贡献 ", 只 有 点 的 正 测 度 集 合 才 对 积分 发 生 影响 . 

注 19.2.8 ”注意 , 我 们 尚 不 曾 尝试 交换 求 和 与 积分 的 次 序 . 从 定义 可 相当 容易 
地 证 明 Ja(1 +9) > ja f+ ja9( 习 题 19.2.2), 但 证 明 相 等 却 要 费 些 力气 , 留待 后 面 
完成 . 

在 上 一 章 中 我 们 还 看 到 , 交换 积分 与 极限 (或 类 似 于 极限 的 运算 , 例如 上 确 界 ) 
的 次 序 并 不 总 是 可 行 的 . 但 是 对 于 Lebesgue 积分 , 如 果 函 数 序列 是 增 的 , 那么 交换 
次 序 就 是 可 能 的 . 

定理 19.2.9(Lebesgue 单调 收敛 定理 ) 设 Q 是 Rr 的 可 测 子 集 ,并 设 (fn)21 
是 从 人 到 区 的 非 负 可 测 通 数 的 单调 增 序列 , 即 对 于 一 切 ze 9， 


0 < fi(z) < fo(z) < falz) < + 


(注意 我 们 所 假定 的 是 炙 (Z) 关于 大 是 增 的 , 这 与 有 (5) 关于 z 是 增 的 是 两 个 不 同 


的 概念 ), 那么 我 们 有 
og fnsf ns ss. 


[spte=sup {1 
1 半 kn 


证 明 ”根据 命题 19.2.6(c), 第 一 个 结论 是 明显 的 . 现在 我 们 证 第 二 个 结论 . 还 
是 根据 命题 19.2.6(c), 我 们 有 , 对 于 每 个 m 


/sw > /im 


以 及 


819.2 非 负 可 测 函 教 的 积分 “411 


关于 m 取 上 确 界 , 我 们 得 到 


ep 大 >sup {fo 
这 是 所 要 的 结论 的 一 半 . 为 完成 证 明 , 我 们 必须 证 


/sp fm < sp 所 
由 /supm fm 的 定义 可 知 , 只 要 证 明 


hs:< sp 人 记 
对 于 一 切 低 于 supkx fi 的 简单 非 负 函数 s 成 立 . 
固定 s. 我 们 来 证 明 对 于 每 个 0 < es < 1， 
G- 昌 人 sap 人 hr 


然后 令 < 一 0 取 极限 就 得 到 所 要 的 结论 . 
固定 <. 根据 s 的 结构 , 对 于 每 个 Zen 


s(7) < sup fr(2). 
于 是 , 对 于 每 个 re 9 存在 N( 依 赖 于 z) 使 得 
fv(7) > (1 —e)s(z). 
由 于 内 是 增 的 , 这 表明 对 于 一 切 上 > N， 
灰 (z) > (1 一 e)s(z). 


定义 集合 EE 为 
Ex := {z € Q: f(r) > (1 —e)s(z)}, 
那么 我 们 有 
BC EC EC. 以 及 URE:=0. 


从 命题 19.2.6 的 (c)(d)(f) 我 们 得 到 


-9 人 -人 -oss 人 As 人 六 


于 是 为 完成 论证 , 只 要 证 明 
人 
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就 可 以 了 . 由 于 s 是 简单 函数 , 我 们 可 以 写 s = Saxe 其 中 f; 是 可 测 集 (F; 5 
产 
9)，ci 是 正 数 . 由 于 


N 
人 3 一 > cim(F;) 
n 把 
以 及 
N N 
[ “一 DoxiNe, = om(BNE:). 
Ex Er f=1 ye 
所 以 只 要 证 明 对 于 每 个 7 都 有 
supm(FNNEr) = mE) 


就 可 以 了 . 但 这 从 习题 18.2.3(a) 推出 . 
这 个 定理 是 特别 有 用 的 . 例如 , 使 用 这 个 定理 , 现在 我 们 可 以 交换 加 法 与 积分 
的 次 序 . 
引 理 19.2.10( 加 法 与 积分 换 序 ) ” 设 9 是 R" 的 可 测 子 集 , 并 设 卫 :一 [0,o0) 
以 及 9 :9 一 [0,co] 是 可 测 函数 . 那么 


orn= r+/s 


证 明 ”根据 引 理 19.1.5, 存在 简单 函数 序列 (sk) 疙 1, 使 得 
0gsigs2<.…<fU 有 sup sk = f 
也 存在 简单 函数 序列 (t) 叱 1, 使 得 
0g<tigto<.… gg 以 及 sup 妇 二 9 
由 于 (sk) 吕 1 是 增 的 , (tk) 窟 1 也 是 增 的 , 所 以 容易 验证 (sk 十 tk) 中 ; 也 是 增 的 , 并 且 
sup(sk +t) Sn 


根据 单调 收敛 定理 (定理 19.2.9), 我 们 得 到 


= 人 = 人 
E93 k JR a k Jn 


hurs = 人 十 姑 ) 
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但 根据 命题 19.1.9(b), 有 


fst = fst ha 


根据 命题 19.1.9(d)， 太 sx 和 /都 是 关于 单调 增 的 , 所 以 


ap( 人 + 人 人) = (sw or] 四 (apf a), 
从 而 推出 所 需 的 结论 . 
当然 , 一 旦 可 以 交换 积分 与 两 个 函数 的 和 的 次 序 ， 要 所 生病 法 就 可 以 宙 积分 
与 有 限 个 函数 的 和 的 次 序 . 更 令 人 惊异 的 是 , 可 以 同样 处 理 非 负 函 数 的 无 限 和 : 
推论 19.2.11 设 史 是 慌 " 的 可 测 子 集 ,而 gl,92，… 是 从 人 0 到 [0, co] 的 一 列 


非 负 可 测 函 数 , 那么 
Lo" he 


证 阴 ”见习 题 19.2.3. 

注 19.2.12 注意 , 我 们 不 必 对 于 上 面 的 和 式 的 收敛 性 作 任何 假设 ， 两 可 以 
同时 等 于 oo. 但 是 我 们 确实 必须 假定 非 负 性 , 见习 题 19.2.4. 

可 能 发 生 类 似 的 问题 , 问 是 不 是 可 以 交换 一 般 的 极限 与 积分 的 次 序 , 也 就 是 说 ， 
是 否 一 般 地 成 立 下 述 等 式 


人 lim f= im hn 
CT 

不 幸 的 是 , 这 并 不 成 立 , 下 述 “移动 颠 篮 ? 就是 一 个 例子 对 于 n= 1,2,3,…, 设 
肥 :及 一 及 是 函数 jn = Xnnty. 那么 对 于 每 个 2，,lim_ f(z) = 0, 但 对 于 每 个 
太太 = 二 所 以 


也 就 是 说 , 极限 函数 “lim fs 可 以 最 终 具有 比 初始 的 任何 积分 明显 更 小 的 积分 . 但 
下 面 
原始 的 积分 (的 极限 ) 更 大 . 

引 理 19.2.13(Fatou 引 理 ) ” 设 虽 是 区 * 的 可 测 子 集 , 并 设 用 ,f2,… 是 一 列 
从 上 Q 到 [0,co] 的 非 负 可 测 函数 . 那么 


人 < ma 人 fh: 
"一 ee n=% 如 


证 明 ”回顾 定义 
lminf f = sup( inf fm), 
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从 而 根据 单调 收敛 定理 
[mint fo = sup 人 (Gin, fm). 
根据 命题 19.2.6(c) 我 们 有 
/ig < [1 ff; > 
对 于 取 下 确 界 , 就 得 到 


[Wim) < 这 人 fi: 


lim inf f, < up mf :/ f= lim 中 
to 


0 no0 


注意 , 我 们 允许 函数 在 某 些 点 取 值 oo. 一 个 取 到 oo 值 的 函数 仍然 可 以 具有 有 
限 的 积分 . 例如 , 设 E 是 测度 为 零 的 集合 , 并 且 f :Q 一 了 在 已 上 等 于 co 而 在 其 
他 地 方 都 等 于 0, 那么 根据 命题 19.2.6(a)，/5f = 0. 然而 , 如 果 积 分 是 有 限 的 , 函 
数 必定 几乎 处 处 是 有 限 的 . 

引 理 19.2.14 设 则 是 RR" 的 可 测 子 集合 , 并 设 有: 9 一 [0,col 是 不 取 负 
值 的 可 测 函 数 ， 如果 f/f 是 有 限 的 , 那么 f 几乎 处 处 是 有 限 的 (也 就 是 说 集合 
{ZEQ:f(2) = 00} 的 测度 是 零 ). 

证 明 ”见习 题 19.2.5. 站 

从 推论 19.2.11 和 引 理 19.2.14 可 得 到 一 个 有 用 的 引 理 . 

引 理 19.2.15(Borel-Cantelli 引 理 ) 设 Q1,02,… 是 Rn 的 可 测 子 集 而 且 
阳 mMm(Qk) 是 有 限 的 . 那么 集合 


{fz € R" : 对 于 无 限 多 个 ji zeQpr} 
的 测度 是 零 . 换 句 话说 , 几乎 每 个 点 都 只 属于 有 限 多 个 Qk. 
证 明 见习 题 19.2.6. 国 
习 题 19.2 


19.2.1 ”证 明 命 题 19.2.6. (提示 : 不 要 企图 模仿 命题 19.1.10 的 证 明 , 倒 可 以 尝试 使 用 命题 
19.1.10 和 定义 19.2.2. 对 于 (a) 的 一 个 方向 , 从 所 7 = 0 开始 推断 对 于 每 个 n 一 
1,2,3,…，m({z € 0: f(z) > #}) = 0, 然后 使 用 可 数 次 加 性 . 为 证 明 (e) 先 证 明 它 
对 于 简单 函数 成 立 .) 


19.2.2 


19.2.3 
19.2.4 


19.2.5 
19.2.6 
19.2.7 


19.2.8 


19.2.9 


19.2.10 
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设 8 是 Rn 的 可 测 子 集 . 并 设 :2 一 [0, oo]，g : Q 一 [0, co] 都 是 可 测 函数 . 不 使 
用 定理 19.2.9 和 引 理 19.2.10, 证 明 


A eg 


证 明 推论 19.2.11. (提示 : 对 jw := So 使 用 单调 收敛 定理 .) 
对 于 每 个 n= 二 1,2,3,…, 设 把 : RR 记 R 是 函数 


fn = Xinn+D — XInt nt?) 


也 就 是 说 

1， 当 z € [n,n +1), 

页 (z) := -1, re n+lnt+2), 

0， rz ¢ [n,n +2). 

证 明 : 
[Enz 

解释 为 什么 这 并 不 与 推论 19.2.11 相 矛 盾 ' 
证 明 引 理 19.2.14. 


用 推论 19.2.11 和 引 理 19.2.14 证 明 引 理 19.2.15，( 提 示 : 使 用 指示 函数 xo,.) 
设 p > 2，c> 0. 用 Borel-Cantelli 引 理 证 明 集合 
{ze :jz 一 人 | < 总 对 于 无 限 多 个 正 整数 o, 9 成 立 } 
的 测度 是 零 .( 提 示 : 只 需 考 虑 满足 0 < a < gq 的 整数 a( 为 什么 ?). 使 用 推论 11.6.5 证 
明和 学 43 是 有 限 的 ) 


设 = E ER 如 果 存 在 实数 p > 0, C > 0, 使 得 对 于 一 切 非 零 整数 4 以 及 一 切 整数 都 
成 立 |z 引 > [第 ,那么 就 称 z 为 丢 鼻 图 (Diophantine) 数 . 使 用 习题 19.2.7, 证 
明 : 几乎 每 个 实数 都 是 丢 严 图 数 . (提示 : 先 在 [0,1] 中 考虑 . 证 明 可 以 取 p 和 C 为 比 
例 数 , 也 可 以 取 p > 2. 然后 使 用 测度 为 零 的 集合 的 可 数 并 仍然 是 测度 为 零 的 集合 .) 
对 于 每 个 正 整数 n, 设 户 : R 一 |0, oo) 是 不 取 负 值 的 可 测 函 数 , 并 且 


/< 六 : 
证 明 : 对 于 每 个 e > 0, 都 存在 Lebesgue 测度 小 于 等 于 e 的 集合 已 , 使 得 对 于 一 切 
ZT ERR\ BP，fn(z) 都 收敛 到 零 .( 提 示 : 先 证 明 对 于 一 切 n = 1,2,3,…- 
m({s eR: > 让】 < 二 
然后 考虑 一 切 集合 {z € 及: f(z) > 就 } 的 并 集 .) 
对 于 每 个 正 整数 n, 设 fn : R 一 [0,00) 为 非 负 可 测 函数 , 而 且 fn 逐 点 收敛 到 零 . 
证 明 ; 对 于 每 个 e > 0, 存在 一 个 可 测 集 EE, 使 得 m(E) < = 而 且 在 R\EL 上 ff 
一 致 收敛 到 零 ，[ 这 是 Egorof(1869 一 1931, 前 苏联 人 ) 定理 的 一 个 特殊 情形 ， 为 证 
此 定理 , 首先 证 明 , 对 于 任意 的 正 整数 m, 可 以 找到 N > 0, 使 得 对 于 一 切 n > N， 
m({z eR: f(rz)> 去 )) < 过 


人 @@ 把 定义 域 恨 换 为 [0,1] . 一 一 译 者 注 
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19.2.11 。 举 一 个 非 负 有 界 本 数 了 : N x N 一 R+ 的 例子, 使 得 对 于 每 个 mw， 时 (nm) 都 收 
化 ,并且 对 于 每 个 m，lim_f(n,m) 都 在 在 , 但 是 


Bm Dm) # Yim fu m). 
所 2 


(提示 : 修改 移动 颠 艇 例子 甚至 可 以 使 用 只 取 0 和 1 两 个 值 的 函数 f. ) 这 表明 交 
换 极限 与 无 限 和 的 顺序 是 危险 的 


819.3 ”绝对 可 积 函数 的 积分 


我 们 现在 已 经 完成 了 关于 非 负 函数 的 Lebesgue 积分 理论 . 现在 来 考虑 如 何 积 
分 一 个 可 以 同时 取 到 正 值 和 负 值 的 函数 . 无 论 如 何 , 我 们 都 希望 避免 没有 意义 的 表 
达 式 co + (-o0), 所 以 我 们 将 把 注意 力 限制 于 一 个 可 测 函 数 的 子 类 , 即 绝对 可 积 函 
数 类 


定义 19.3.1( 绝 对 可 积 函 数 ) 设 9 是 R" 的 可 测 子 集 . 可 测 函 数 f: 9 一 R* 
叫 作 是 绝对 可 积 的 , 如 果 积 分 /1f| 是 有 限 的 . 
当然 |f| 永远 不 取 负 值 , 所 以 这 个 定义 是 有 意义 的 , 即使 是 变 号 的 . 绝对 可 
积 函 数 也 叫 作 L1(Q) 函数 . 
设 了 :9 一 R* 是 函数 . 我 们 定义 它 的 正 部 f+ : 9 一 [0, col 和 负 部 广 :9 一 
fo, so] 为 
ft:= max(f,0), f° := — min(f,0). 
根据 推论 18.5.6, 如 果 f 是 可 测 函 数 , f+ 和 f- 就 都 是 可 测 函 数 . 我 们 还 注意 到 ， 
f+ 和 三 氏 为 非 负 函数 , 而 且 f= f+ 一 ,|f|= f++f- (为 什么 ?). 
定义 19.3.2(Lebesgue 积分 ) ” 设 f :9 一" 是 绝对 可 积 的 函数 . 我 们 定义 f 
的 Lebesgue 积分 为 
/= /rm 人/ 
a a a 


注意 , 由 于 f 是 绝对 可 积 的 , /f+ 和 上 及 广 都 小 于 或 等 于 [|f|, 从 而 都 是 有 
恨 的 . 于 是 ja 7 总 是 有 限 的 , 我 们 决 不 会 遇 到 不 确定 的 形式 co - oo. 
还 注意 , 这 个 定义 与 我 们 前 面 关于 非 负 函 数 的 Lebesgue 积分 的 定义 是 相 容 的 ， 
为 当 了 不 取 负 值 时 f+ = 了 并 且 f- = 0. 我 们 还 有 有 用 的 三 角形 不 等 式 


WR (19.D) 
(习题 19.3.1). 


Lebesgue 积分 的 其 他 一 些 性 质 如 下 . 
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命题 19.3.3 设 Q 是 可 测 集 , 并 设 :0 一 及 ,9g:0 一 及 是 绝对 可 积 函数 . 
(a) 对 于 任意 的 实数 c ( 正 的 、 零 或 负 的 ), cf 也 是 绝对 可 积 的 , 并 且 


w=efr 


(b) 函数 了 +9 是 绝对 可 积 的 , 并 且 


Lurn= /s+hs 


(c) 如 果 对 于 一 切 ZzeQ, f(z) < g(z), 那么 


Lr< hs 


(d) 如 果 对 于 几乎 每 个 Te, f(z) = g(z), 那么 


hh 


证 明 ”见习 题 19.3.2. 
上 节 提 到 , 不 能 随意 交换 极限 与 积分 的 次 序 而 得 到 


im [= / lim fn, 
n 一 oo jn no mn 一 oo 


正如 “移动 颠 笋 例子 ”所 表明 的 那样 . 但 是 如 果 我 们 知道 诸 函数 户 都 被 同一 个 绝 
对 可 积 函数 优 控 (majorized) 的 话 , 就 可 以 把 移动 颠 稀 例 子 排除 在 外 而 成 功 地 交换 
极限 和 积分 了 . 

定理 19.3.4(Lebesgue 控制 收敛 定理 ) 设 虽 是 妇 " 的 可 测 子 集 ,并 设 万 ,用 
是 一 列 从 QQ 到 RR* 的 可 测 函 数 ,它们 逐 点 收 你 假设 还 有 绝对 可 积 函数 下 :0 一 
[0,o0] 使 得 


对 于 一 切 zEQR 和 一 切 有 = 1 2…-，|Fk(z)j| < F(z), 


党 
入 


人 
证 明 设 / :0 一 R* 是 极限 函数 


1) = lim, hh(o), 
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根据 假定 , 这 个 函数 是 存在 的 . 根据 引 理 18.5.10, f 是 可 测 的 , 还 有 , 由 于 |fi(z)| < 
下 (z) 对 于 一 切 有 和 一 切 zs 9 成立 , 所 以 每 个 fi 都 是 绝对 可 积 的 , 取 极 限 就 得 到 ， 
对 于 一 切 ze Q, |f(z)| < F(z), 所 以 f 也 是 绝对 可 积 的 . 我 们 的 任务 是 证 明 


lm hr w /i 
函数 下 + fi 不 取 负 值 , 并 且 逐 点 收敛 到 已 + /所 以 根据 Fatou 引 理 ( 引 理 
19.2.13) 


/e+n < mnt [r+ 


/<smiar / J 
n ko jn 


然而 函数 已 i? 也 不 取 负 值 并 且 乏 点 收敛 到 万 .所 以 再 次 根据 Fatou 引 理 ， 
[rn < wit (Fr- i 


从 而 


由 于 右 端 是 /太一 lim sup 人 友 ( 为 什么 下 极限 变 成 了 上 极限 ?), 我 们 就 得 到 


fr 
n ko /nN 


于 是 /i 的 上 极限 和 下 极限 都 等 于 [了 . 国 
最 后 我 们 再 写 一 个 引 理 , 它 本 身 并 不 特别 有 趣 , 只 是 后 面 有 一 些 有 用 的 结果 . 
定义 19.3.5(Lebesgue 上 积分 与 Lcbesgue 下 积分 )” 设 Q 是 R" 的 可 测 子 集 ， 

并 设 f :0 一 R 是 函数 (不 必 可 测 ). 我 们 定义 Lebesgue 上 积分 Jof 为 


fi :inf{ /9:9 是 到 及 的 绝对 可 积 了 数 7< 中 


并 定义 Lebesgue 下 积分 /7 为 
/= sup {9:9 是 9 到 及 的 绝对 可 积 画 数 /29)- 
J n 


易 见 , fy < Jof( 为 什么 ? 使 用 命题 19.3.3(c)). 当 f 绝对 可 积 时 , 等 号 成 立 
(为 什么 ?). 道 命题 也 成 立 . 


@ 由 于 Ffi 都 允许 到 oo( 在 零 测度 集 上 ), F 一 fi 在 这 样 的 点 就 没有 定义 了 ，( 对 于 下 十 灵 也 有 类 似 
的 问题 .) 当然 这 不 影响 最 后 的 结果 . 一 一 译 者 注 
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引 理 19.3.6 设 Q 是 Rr 的 可 测 子 集 , 并 设 了 :QI 一 玉 是 函数 (不必 可 测 ). 
如 果 全 是 实数 并 且 [f= Jay = 4 那么 了 绝对 可 积 并 且 


Lb- 


证 阴 ”根据 Lebesgue 上 积分 的 定义 , 对 于 每 个 整数 上 > 1, 可 以 找到 一 个 绝对 
可 积 函 数 f+ : 0 一 RR, 使 得 /< 所 并 且 


[nt <A+l. 
a 大 
类 似 地 , 可 以 找到 一 个 绝对 可 积 函数 大 : 9 一 R, 使 得 大 < f 并 且 
六 大 >4- 区 
令 F+ := infi 凡 , F- := supi 友 . 那么 F+ 和民- 都 是 可 测 的 (根据 引 理 18.5.10) 


并 且 是 绝对 可 积 的 (因为 它们 都 夹 在 绝对 可 积 函 数 计 和 方 之 闻 ). 还 有 F- < 
f < F+. 最 后 , 对 于 每 个 久 


rr< fra 
人 a 大 


[rsa 
9 


1 
a 
但 是 F+ > FF-, 从 而 人 Fr+ > JhF-. 于 是 必 有 


r= /r=4 
a a 


(F+—F-)=0. 
0 
根据 命题 19.2.6(a), 我 们 断定 对 于 几乎 每 个 ?1，F+(z) = F(z). 然而 , 由 于 了 夹 在 
-和 Ft+ 之 间 , 所 以 对 于 几乎 每 个 ~， 
F(z) = F(z) = F(z). 


那么 , 了 与 绝对 可 积 函 数 F+ 只 在 一 个 测度 为 零 的 集合 上 不 同 , 所 以 它 是 可 测 的 ( 见 
习题 18.5.5), 并 且 是 绝对 可 积 的 , 并 且 


Ls= /r= /r=4 


从 而 


类 似 地 
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习 题 19.3 


19.3.1 ”证 明 : 当 Q 是 R" 的 可 测 子 集 , f : 一 R* 是 绝对 可 积 函 数 时 , 公式 (19.1) 成 立 . 

19.3.2 ”证 明 命题 19.3.3，( 提 示 : 对 于 (b), 把 f,g, f + 9 都 分 成 正 部 和 负 部 , 试 使 用 引 理 
19.2.10 把 一 切 都 用 非 负 函 数 的 积分 表示 出 来 .) 

19.3.8 设 丰 :及 一 及 与 g:R 一 下 都 是 绝对 可 积 的 可 测 函数 . 证 明 : 如 果 对 于 一 切 = e RR， 
Ja) < g(z), 而 且 及 f= 及 9; 那么 对 于 几乎 每 个 ze R，f(z) = g(z), ( 即 对 于 及 
中 除去 一 个 测度 为 零 的 集合 外 的 每 点 > 都 有 f(z) = g(z).) 


819.4 与 Riemann 积分 比较 


我 们 花 了 很 大 力气 来 构建 Lebesgue 积分 , 但 还 没有 讨论 如 何 实 际 计 算 Lebesgue 
积分 的 问题 , 也 没 讨论 Lebesgue 积分 与 Riemann 积分 (比如 在 一 维 情形 ) 有 什么 
不 同 . 现在 我 们 来 证 明 Lebesgue 积分 是 Riemann 积分 的 推广 . 为 了 使 下 面 的 讨论 
更 清晰 , 我 们 暂且 把 Riemann 积分 从 Lebesgue 积分 中 区 别 出 来 而 把 Riemann 积 
分 万 7 写成 及 几 让 

我 们 的 目标 是 证 明 : 

命题 19.4.1 设 TG 取 是 区 间 , 设 了 :了 一 了 及 是 Riemann 可 积 函 数 , 那么 了 
也 是 绝对 可 积 的 , 并 且 刻 J = R. if 

证 明 记 4 := R.Jif. 由 于 了 是 Riemann 可 积 的 , 我 们 知道 f 的 Riemann 
上 积分 与 Riemann 下 积分 都 等 于 4. 于 是 , 对 于 每 个 es > 0, 存在 了 的 一 个 分 法 P， 
把 工 划分 成 一 些小 区 间 J, 使 得 


-eso int f(z) < A< 3 supf(r) < At+e, 


人 


其 中 |J| 代表 J 的 长 度 . 注意 , 由 于 J 是 盒子 , |J| 与 m(J) 是 一 样 的 . 
设 亡 :T 一 及 以 及 凡 :T 一 及 是 函数 
f(z) = 2 i f(r)x(®) 
JEP 
以 及 
fi (2) = > sup fc)Xyr(z). 


JEPzE 


它们 都 是 简单 函数 , 从 而 是 可 测 的 , 并 且 是 绝对 可 积 的 . 根据 引 理 19.1.9 有 
Js DB 
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以 及 
/ f=- Wl/(e) 
从 而 
A-e< [i <4< /1 <4 te. 


由 于 筷 > f > 广 , 所 以 对 于 每 个 => 0 都 有 


4-ss /1< /1<are 
各 


17- /4 


那么 , 根据 引 理 19.3.6，f 是 绝对 可 积 的 , 并 且 /, f = 4 国 
于 是 , 每 个 Riemann 可 积 的 函数 也 是 Lebesgue 可 积 的 (至 少 在 有 界 区 间 上 )， 
那么 我 们 不 再 需要 记号 R. [; f. 但 是 反 过 来 是 不 对 的 . 例如 取 函 数 f : [0,1] 一 有 
如 下 定义 


从 而 


7 加 二 人 1 ， 当 > 是 比例 数 
一 人 o， 当 5 不 是 比例 数 ， 


那么 从 命题 11.7.1 得 知 f 不 是 Riemann 可 积 的 , 另 一 方面 , f 是 集合 Q 门 [0,1] 的 
特征 函数 , 集合 Q 门 [0, 1] 是 可 数 的 , 从 而 测度 为 零 . 于 是 f 是 Lebesgue 可 积 的 , 并 
且 /i011f = 0. 可 见 , Lebesgue 积分 比 Riemann 积分 可 以 处 理 更 多 的 函数 , 这 是 在 
分 析 学 中 使 用 Lebesgue 积分 的 朴素 的 理由 之 一 . (其 他 的 理由 是 , Lebesgue 积分 与 
极限 的 交互 作用 很 好 , Lebesgue 单调 收敛 定理 、Fatou 引 理 、Lebesgue 控制 收敛 定 
理 都 说 明了 这 一 点 . 对 于 Riemann 积分 不 存在 可 以 类 比 的 定理 .) 
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在 一 维 情形 , 我 们 已 经 表明 了 Lebesgue 积分 是 联系 于 Riemann 积分 的 . 现在 
我 们 来 努力 理解 在 多 维 情形 中 的 联系 . 为 了 简化 讨论 , 我 们 只 研究 二 维 积分 , 当然 
我 们 这 里 进行 的 讨论 可 以 很 容易 地 推广 到 多 维 情形 . 

我 们 将 研究 形 如 ff 的 积分 . 注意 , 一 旦 我 们 知道 如 何在 R? 上 积分 , 我 们 也 
就 可 以 在 R? 的 可 测 子 集 Q 上 积分 , 因为 所 7 可 以 写成 人 fxo- 

设 f(z,y) 是 两 个 变 元 的 函数 . 原则 上 说 , 我 们 可 以 有 三 种 方式 在 R? 上 求 f 的 
积分 . 首先 , 可 以 用 二 维 Lebesgue 积分 得 到 育 : f. 其 次 , 我 们 可 以 固定 zx, 计算 
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于 y 的 一 维 积分 , 然后 把 所 得 的 量 关于 z 积分 , 那么 得 到 及 ( 及 ftz,y)dy) dz. 最 
后 , 固定 y, 先 关于 zs 积分 然后 再 关于 y 积分 , 那么 得 到 扩 ( 信 jz,y)dz) dy. 

幸运 的 是 , 如 果 函 数 f 是 在 R? 上 绝对 可 积 的 , 那么 三 个 积分 相等 . 

定理 19.5.1(Fubini 定理 ) ” 设 了:R? 一 及 是 绝对 可 积 函 数 . 那么 对 于 几乎 每 
个 yeERR，f(z,y) 是 关于 z 在 玉 上 绝对 可 积 的 ,而且 对 于 几乎 每 个 了 E 及 ，j(z, 切 
是 关于 9 在 区 上 绝对 可 积 的 . 并 且 存在 绝对 可 积 函 数 玉 : 及 一 民 以 及 绝对 可 积 函 
数 G: 民 一 民 使 得 


Fa = {Twoy 
对 于 几乎 每 个 nE 成 立 ， 并且 

Glw = { tle War 
对 于 几乎 每 个 VER 及 成 立 . 最 后 


hr = [r= eav 


注 19.5.2 ”非常 粗略 地 说 , Fubini 定理 说 的 是 


人 (Leomje- 人 -人 Ceoajs 


这 使 我 们 在 计算 二 维 积分 时 , 可 以 把 它 化 解 成 两 个 一 维 积分 . 但 是 , 我 们 不 把 Fubini 
定理 写成 这 种 形式 , 其 原因 是 积分 及 f(z,y)dy 可 能 并 不 对 于 每 个 > 都 确实 存在 ， 
同样 , 把 f(z,y)dz 也 可 能 并 不 对 于 每 个 y 都 确实 存在 , Fubini 定理 只 断言 这 些 积分 
只 是 对 于 R 上 的 几乎 每 个 > 或 几乎 每 个 y 存在 . 例如 , 设 


1， 当 z >0,y=0, 
f(z,y) := -1l， 当 z <0,y=0, 
0， 当 和 0 或 z= 0， 


那么 f 在 R? 上 绝对 可 积 并 且 良 ; f= 0 (因为 了 在 及 2 上 几乎 处 处 等 于 零 ), 但 当 
y=0 时 f(z,0) 关于 z 不 绝对 可 积 , 从 而 及 了 (2,Vy)dz 不 存在 (当然 f(z,y) 对 于 每 
个 y 冯 0, 都 关于 z 绝对 可 积 ). 

证 明 ”Fubini 定理 的 证 明 是 相当 复杂 的 , 此 处 只 给 出 一 个 框架 . 我 们 开始 进行 
一 系列 化 简 . 

粗略 地 说 (忽略 与 测度 为 零 的 集合 相关 的 事项 ), 我 们 要 证 


Lov) -人 7 
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以 及 调换 z,y 的 位 置 的 等 式 . 我 们 只 证 上 式 , 另 一 等 式 的 证 明 是 完全 类 似 的 . 
首先 , 由 于 一 般 的 函数 f 可 写成 两 个 非 负 函数 的 差 f= f+ - 三 , 所 以 我 们 只 
要 对 于 非 负 函 数 证 明定 理 就 可 以 了 . 一 般 情形 下 可 对 f+ 与 广 分 别 使 用 Fubini 定 
理 (再 使 用 命题 19.3.3 的 (a) 和 (b)) 而 得 到 . 于 是 , 下 面 假定 f 不 取 负 值 . 
接 下 来 , 只 要 对 于 支撑 在 有 界 集 [-N, N] x [NN, N] 上 的 非 负 函 数 太 证 明定 理 
就 可 以 了 , 这 里 N 代表 正 整 数 . 的 确 , 一 旦 对 于 这 样 的 函数 证 得 Fubini 定理 , 就 可 
以 把 一 般 的 函数 /写成 这 种 紧 支 撑 函 数 的 上 确 界 


了 = sup fx[-NNxI-NN， 
N>0 


对 于 每 个 fxi_n,njx[_n,n] 分 别 使 用 Fubini 定理 , 再 使 用 单调 收敛 定理 取 上 确 界 . 
所 以 , 下 面 假定 六 支撑 在 [N,N] x [N,N] 上 . 

根据 类 似 的 论述 , 只 要 对 于 支撑 在 [-N, N] x [NN, N] 上 的 非 负 简单 函数 证 明 
定理 就 可 以 了 , 这 是 因为 , 可 以 根据 引 理 19.1.4 把 f 写成 非 负 简单 函数 序列 的 上 
确 界 (这 些 简单 函数 当然 也 支撑 在 [入 , N] x [N,N] 上 )， 对 每 个 简单 函数 使 
Fubini 定理 , 再 使 用 单调 收敛 定理 取 上 确 界 就 可 以 了 . 于 是 我 们 下 面 假定 f 是 支撑 
在 [N,N] x [-.N, N] 上 的 非 负 简单 函数 . 

接 下 来 , 我 们 看 到 只 要 对 于 支撑 在 [-N, N] x [-N, N] 上 的 特征 函数 证 明定 理 
就 可 以 了 . 这 是 因为 每 个 简单 函数 都 是 特征 函数 的 线性 组 合 , 所 以 我 们 可 以 从 对 于 
特征 函数 的 Fubini 定理 导出 对 于 简单 函数 的 Fubini 定理 . 于 是 设 BC [-N,N] x 
伍 N, N] 是 可 测 集 而 f = Xe. 我 们 的 任务 是 (忽略 测度 为 零 的 集合 ) 证 明 


fo (fn xa(e Wey )ae =m(E). 


只 要 证 明 对 于 Lebesgue 上 积分 的 估计 式 


J (Of A 人 Wey) dr < m(E) (19.2) 


就 可 以 了 . 我 们 稍 后 将 证 明 此 估计 式 . 一 旦 对 于 每 个 集合 E 证 明了 此 估计 式 , 我 们 
就 可 以 把 已 换 为 [-N, N] x [N,N] \ 怠 而 得 到 


a (/ sa 一 xa(o ey ar < 4N? — m(E). 


(2w-/ xetoway)es 

[NIN] -N,N 

= 4- 人 (1 xcaa)jd 
LN,N] LN,N] 


但 左边 等 于 
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于 是 我 们 得 到 
Es (fy dz > m(E). 


/ (/ XElz,y)dy Jdz > m(E), 
一 -NmN \ [NA 


从 而 根据 引 理 19.3.6 得 知 了 _w wxXz(z,y)dy 是 绝对 可 积 的 , 而 且 


[ss (pss ey) de = mlE) 


当然 我 们 也 有 


类 似 的 论述 表明 


fs V, Oy dz = m(E), 


f (/ XB(z,2)dy 一 / XP(7， Wey) dz=0. 
[NA [一 N,N] [N,N] 


那么 根据 命题 19.2.6(a), 对 于 几乎 每 个 ze [-N,N] 有 


/ Xp(z,y)dy = / XE(z,y)dy. 
二 二 NA [N,N] 


从 而 , 对 于 几乎 每 个 ze [-N, N]，xe(z,y) 关于 y 是 绝对 可 积 的 , 而 且 在 这 样 的 点 
z 处 ,jwwjXa(z,gjdy 等 于 (几乎 处 处 ) 一 个 函数 F(z), 它 的 积分 是 


于 是 


[ F(z)dr = m(E). 
[N,N] 


剩 下 的 是 证 明 估 计 式 (19.2)， 设 es > 0 是 任意 的 ， 由 于 m(E) 就 是 外 测度 
me*( 互 ), 我 们 知道 存在 至 多 可 数 个 盒子 (Bj) ;。j, 使 得 
EECUjerB;， 而 且 》 mm(Bj) < m(E)+e. 
JEJ 


每 个 盒子 局 可 写成 = 万 x 攻 其 中 石生 都 是 区 间 . 我 们 看 到 
mnGD=IGHE= 人 az= 人 (/ sjez 
本 a ( 人 2 ad) 禾 
四 人 ( /i 7 (oay) 
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对 于 一 切 j e J 使 用 此 式 (用 推论 19.2.11) 我 们 得 到 
Em)=/,, ( Dxa,( ey)ae, 


jey [-N,N] jey 


hi 时 (fs 2 XBi (7, yay) dz < m(E)+e. 
但 是 xz < Ex, (为 什么 ?), 从 而 
JE 


人 (feta) dr < m(E)+e. 


由 于 e 是 任意 的 , 所 以 我 们 证 得 (19.2). 这 就 完成 了 Fubini 定理 的 证 明 . 


附录 A 数理 逻辑 基础 


此 附录 的 目的 是 对 于 数理 逻辑 作 一 个 快速 的 介绍 , 数理 逻辑 是 人 们 用 以 进行 严 
格 的 数学 证 明 的 语言 ， 了 解数 理 远 辑 对 于 理解 数学 的 思考 方法 也 是 非常 有 帮助 的 ， 
一 旦 掌握 了 数学 的 思考 方法 , 就 使 你 能 以 清晰 的 有 把 握 的 方式 来 研究 数学 概念 和 
数学 问题 , 包括 本 书 中 的 许多 证 明 型 的 问题 . 

合乎 逻辑 地 书写 是 一 项 非常 有 用 的 技能 . 它 有 点 像 清 楚 地 书写 , 令 人 信服 地 书 
写 , 或 者 富 含 信息 地 书写 , 但 也 不 完全 一 样 . 同时 做 到 这 一 切 是 最 理想 了 , 但 是 有 时 
不 得 不 做 出 让 步 , 尽管 随 着 实践 , 你 将 能 使 你 的 书写 越 来 越 多 地 同时 做 到 上 述 各 方 
面 . 那么 , 一 个 合乎 逻辑 的 论述 有 时 可 能 看 上 去 很 笨 , 过 份 复杂 , 或 者 显得 不 可 信 . 
但 是 , 逻辑 地 书写 的 巨大 优点 是 , 可 以 绝对 保证 你 的 结论 是 正确 的 , 只 要 你 的 全 部 
假定 是 正确 的 并 且 你 的 步骤 是 合乎 逻辑 的 ; 使 用 其 他 形式 的 书写 , 人 们 可 以 有 理由 
相信 某 种 事物 是 真 的 , 但 是 在 可 信 (being convinced) 与 肯定 (being sure) 之 间 是 有 
区 别 的 . 

合乎 逻辑 不 仅 是 书写 时 所 要 求 的 品质 , 事实 上 有 时 它 是 挺 碍 事 的 ; 例如 数学 家 
们 常常 采用 简短 的 非 正规 的 ,逻辑 上 不 严格 的 论述 企图 使 别 的 数学 家 相信 一 个 未 
经 详细 证 明 的 命题 , 当然 , 非 数 学 家 也 常 这 样 做 . 所 以 , 说 一 个 命题 或 论述 是 “不 合 
逻辑 的 ”不 一 定 是 一 件 坏事 ; 常常 在 很 多 情况 下 , 人 们 有 很 好 的 借口 去 忽视 逻辑 性 . 
不 管 怎么 说 , 必须 知道 合乎 逻辑 的 推理 与 不 正规 的 论述 之 间 的 区 别 , 并 且 绝 不 要 用 
不 合 逻 辑 的 论述 冒充 逻辑 的 严格 性 .当然 , 如 果 一 道 习题 要 求 给 出 一 个 证 明 , 那么 
它 是 希望 你 的 解答 是 合乎 逻辑 的 . 

逻辑 是 一 项 需要 经 过 学 习 才 能 掌握 的 技能 , 就 像 其 他 任何 技能 一 样 . 但 是 这 项 
技能 对 于 你 来 说 也 是 天 赋 的 一 一 确实 , 你 大 概 是 无 意识 地 使 用 逻辑 定律 于 你 日 常 
的 言谈 以 及 自己 的 内 心 的 ( 非 数学 的 ) 推理 之 中 的 . 但 是 , 还 是 要 有 点 训练 及 实践 
来 认识 这 项 天 赋 的 技能 并 把 它 应 用 到 在 数学 证 明 中 遇 到 的 那些 抽象 的 情形 中 . 
为 逻辑 是 天 赋 的 , 你 所 学 的 逻辑 定律 就 应 该 讲 得 通 (make sense) 一 一 如果 你 自己 不 
得 不 死记 一 条 逻辑 的 原理 或 定律 而 毫 不 感到 有 心灵 上 的 “碰撞 ” 或 者 毫 不 领悟 为 何 
此 定理 该 当成 立 , 那么 你 大 概 将 不 可 能 在 实践 中 正确 有 效 地 使 用 这 条 远 辑 定律 . 所 
以 , 请 不 要 在 期 终 考试 之 前 用 填 鸭 式 的 方法 学 习 这 个 附录 一 一 那 将 是 没有 什么 用 
处 的 . 取而代之 的 是 , 抛 开 你 的 勾画 重点 的 笔 (highlighter pen), 读 懂 这 个 附录 ， 
而 不 只 是 背诵 它 . 
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§A.1 数学 命题 


任何 数学 论述 都 是 由 一 系列 数学 命题 (statement) 组 成 的 . 这 些 命题 是 涉及 各 
种 数学 对 象 ( 数 、 向 量 和 函数 等 ) 以 及 它们 之 间 的 关系 (加 法 、 相 等 和 微分 等 ) 的 准 
确 的 陈述 . 这 些 对 象 可 以 是 不 变 的 , 也 可 以 是 变化 的 ; 后 面 还 要 再 谈 此 事 . 命题 ?可 
以 是 真 的 也 可 以 是 假 的 . 

例 A.1.1 2+2=4 是 一 个 真 命 古 , 2 十 2 = 5 是 一 个 假 命题 . 

并 非 数学 符号 的 每 个 组 合 都 是 一 个 命题 . 例如 


=2++4= 一 =2 


不 是 命题 , 我 们 有 时 称 之 为 病态 构成 的 (ill-formed) 或 者 是 病态 定义 的 . 例 A.1.1 中 
的 命题 是 良好 构成 的 (well-formed) 或 定义 成 功 的 . 于 是 , 良好 构成 的 命题 要 么 是 真 
的 , 要 么 是 假 的 , 而 病态 构成 的 命题 既 不 认为 是 真 的 也 不 认为 是 假 的 (事实 上 它们 
通常 是 根本 不 被 考虑 的 命题 ). 病态 构成 的 命题 的 一 个 更 微妙 的 例子 是 

0 
0 2 
以 零 相 除 没有 定义 , 从 而 上 述 命题 是 病态 构成 的 . 一 个 合乎 逻辑 的 论证 应 该 不 包含 
任何 病态 构成 的 命题 , 于 是 , 作为 例子 , 如 果 一 个 论证 用 到 了 形 如 3 = z 的 命题 , 那 
就 首先 要 保证 y 不 等 于 零 . 对 于 诸如 “0=1” 之 类 假 命题 的 名 义 上 的 证 明 靠 的 就 是 
忽略 “命题 必须 是 良好 构成 的 ”这 条 准则 . 

很 多 人 大 概 都 在 数学 作业 中 写 出 过 病态 构成 的 或 其 他 形式 的 不 准确 的 命题 , 并 
企图 用 它们 代表 其 他 良好 构成 的 准确 的 命题. 在 一 定 程度 上 这 是 可 以 容忍 的 
就 像 是 在 一 句 话 中 拼写 错 了 某 些 单词 , 或 者 在 一 个 正确 的 位 置 错 用 了 不 够 准确 或 不 
合 语法 的 词汇 (代替 “She ran well ”而 写成 “She ran good”). 在 很 多 情况 下 , 读者 
(或 资历 长 者 ) 可 以 查 出 这 些 失 误 并 予以 纠正 . 但 是 , 这 看 上 去 不 是 专业 上 的 事情 ， 
而 且 使 人 怀疑 你 可 能 并 不 知道 你 在 谈论 什么 . 假如 你 确实 不 知道 你 在 谈论 什么 , 而 
是 育 目 地 使 用 数学 或 逻辑 的 法 则 , 那么 写 出 一 个 病态 构成 的 命题 可 以 很 快 误导 你 写 
出 越 来 越 多 的 无 稽 之 谈 一 一 通常 是 那 种 在 考试 时 没 法 得 到 分 数 的 东西 . 所 以 , 小 
心 保持 命题 是 良好 构成 的 并 且 是 准确 的 , 是 重要 的 事 , 特别 是 正在 学 习 一 个 科目 时 
更 为 重要 . 当然 , 一 旦 你 获得 了 更 多 的 技能 和 信心 , 你 就 可 以 再 次 有 能 力 轻松 地 说 
话 , 因为 你 会 知道 你 在 做 什么 , 而 不 会 有 太 大 的 陷入 胡说 八道 的 危险 . 

数理 逻辑 的 一 条 基本 公理 是 , 每 个 良好 构成 的 命题 都 或 是 真 的 , 或 是 假 的 , 而 
不 可 两 者 都 是 . (但 如 果 有 自由 变量 , 命 感 的 真确 性 就 依赖 于 这 些 变量 . 后 面 还 要 再 


中 更 准确 地 说 , 不 含 自由 变量 的 命题 或 者 是 真 的 , 或 者 是 假 的 . 在 此 附录 中 我 们 将 在 后 面 讨论 自由 变 
量 . 
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谈 此 事 . ) 更 进一步 , 一 个 命题 的 真 假 , 是 该 命题 的 内 在 属性 而 不 以 观察 此 命题 的 
人 的 意见 为 转移 (当然 需要 一 切 定 义 和 记 号 都 协调 一 致 ) 所 以 , 要 证 明 一 个 命题 是 
真 的 , 只 需 证 明 它 不 是 假 的 ; 同时 要 证 一 个 命题 是 假 的 , 只 需 证 明 它 不 是 真 的 . 这 正 
是 反 证 法 这 一 有 力 工具 的 基础 原理 . 关于 反 证 法 , 本 书 已 经 讨论 . 只 要 概念 精确 , 使 
得 真 假 可 以 用 真实 的 相 容 的 方式 来 确定 (至 少 原则 上 可 以 确定 ), 那么 这 条 公理 就 
可 以 实现 . 但 是 , 如 果 在 特别 非 数学 的 环境 下 工作 , 那么 这 条 公理 就 变 得 模糊 得 多 ， 
所 以 在 非 数学 环境 下 使 用 数理 逻辑 可 能 是 一 个 错误 , (例如 , 像 “这 块 岩 石 重 52 磅 * 
这 样 的 命题 是 相当 准确 的 也 是 真实 的 , 从 而 用 数学 的 推理 来 处 置 相当 安 全 . 而 大 量 
的 , 像 “ 这 块 石头 挺 重 "、“ 这 段 音 乐 很 优美 " 或 “上 帝 存 在 ” 这 样 的 命题 就 要 成 问题 
得 多 了 . 所 以 , 尽管 数理 逻辑 是 非常 有 用 的 也 非常 有 效 的 工具 , 它 的 应 用 还 是 受到 
某 些 限制 . ) 在 这 些 情况 下 , 人 们 仍然 可 以 指望 使 用 逻辑 (或 类 似 于 逻辑 的 原理 )( 例 
如 , 用 构建 现实 生活 现象 的 数学 模型 的 办 法 ), 但 这 是 自然 科学 或 哲学 , 而 不 是 数学 ， 
这 里 我 们 不 再 对 此 作 进 一 步 的 讨论 . 

注 A.1.2 还 有 其 他 的 逻辑 模型 力图 处 理 那些 不 肯定 是 真 的 也 不 肯定 是 假 的 
命题 , 例如 模 态 逻 辑 (modal logic)、 直 觉 逻 辑 (intuitionist logic) 和 模糊 逻辑 (fuzzy 
logic), 但 这 些 都 超出 了 本 书 的 范围 . 

是 真 的 与 是 有 用 的 或 有 效 的 是 不 同 的 . 例如 , 命题 


2=2 


是 真 的 , 但 不 像 是 很 有 用 的 . 命题 
4<4 


也 是 真 的 , 但 不 是 很 有 效 的 (命题 4 = 4 更 准确 ). 还 可 能 有 这 样 的 情况 , 一 个 命题 
是 假 的 , 却 依 然 是 有 用 的 , 例如 
是 假 的 , 但 它 作为 一 种 近似 还 是 有 用 的 . 在 数学 推理 中 , 我 们 只 关心 真确 性 , 而 不 管 
是 否 有 用 或 是 否 有 效 ; 理由 是 , 真确 性 是 客观 的 (每 个 人 都 会 同意 这 个 说 法 ), 我 们 
可 以 从 准确 的 法 则 导出 真实 的 命题 , 至 于 有 无 用 处 或 是 否 有 效 之 类 的 事 在 很 大 程度 
上 属于 个 人 见解 , 不 能 从 准确 的 法 则 推出 . 还 有 , 即使 在 一 个 论述 过 程 中 的 某 些 个 
别 步 骤 可 能 不 像 是 很 有 用 或 很 有 效 , 而 最 后 的 结论 依然 可 能 相当 不 平庸 ( 即 不 是 显 
然 成 立 的 ), 并 且 是 有 用 的 . 这 种 情形 的 确 相当 普遍 . 

命题 与 表达 式 不 同 . 命题 是 真 的 或 假 的 , 表达 式 是 产生 某 种 数学 对 象 ( 数 、 矩 
阵 、 函数 、 集 合 等 ) 为 其 值 的 一 系列 数学 符号 . 例如 ， 


2+3x5 
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是 一 个 表达 式 而 不 是 命题, 它 产 生 一 个 数 作为 它 的 值 . 同时 
2+3x5=17 


是 一 个 命题 而 不 是 表达 式 . 那么 , 要 问 2 十 3 x 5 是 真 还 是 假 , 那 是 毫 无 意义 的 . 如 
同 命题 一 样 , 表达 式 可 以 是 成 功 定义 的 或 病态 定义 的 . 作为 例子 , 2 + 中 是 病态 定义 
的 . 如 果 要 把 一 个 向 量 加 到 一 个 矩阵 上 , 或 计算 一 个 函数 在 它 的 定义 域 之 外 的 值 ， 
例如 sin-1(2), 就 会 发 生 更 微妙 的 病态 定义 的 表达 式 . 

可 以 把 表达 式 经 使 用 关系 , 如 =, <, >, €, C, 等 等 , 或 使 用 性 质 (如 “是 素数 "、“ 是 
连续 的 ”、“ 是 可 北 的 ”, 等 等 ) 而 作成 命题 . 例如 , “30+5 是 素数 ” 是 一 个 命题 , “30+5< 
42-7” 也 是 一 个 命题 . 注意 数学 命题 允许 包含 英语 词汇 ?. 

也 可 以 从 比较 原始 的 命题 经 使 用 逻辑 关系 , 如 与 , 或 , 不 是 , 如 果 .… 那么 , 当 
且 仅 当 , 等 等 , 而 作成 复合 命题 . 下 面 我 们 按照 与 直觉 性 的 关联 的 递减 顺序 给 出 一 
些 例子 . 

合 联 如 果 X 是 命题 , 并 且 Y 是 命题 , 那么 命题 “X 与 Y” 当 X 与 Y 都 真 时 
为 真 , 当 X 与 Y 不 都 真 时 为 假 . 例如 , “2+2 = 4 与 3+3= 6” 是 真 的 ,而 “2+2=4 
与 3+3 = 5” 是 假 的 . 另 一 个 例子 : “2 +2 = 4 与 2 十 2 = 4 是 真 的 , 虽然 它 是 有 
点 累 袭 . 逻辑 关注 的 是 真确 性 而 不 是 有 效 性 . 

根据 英语 的 表达 方式 , 可 以 用 很 多 方式 重 述 命题 “X 与 Y”, 例如 “X 而 且 Y”， 
或 “X 与 Y 二 者 皆 真 "等 等 . 有 趣 的 是 “X, 但 Y” 与 命题 “X 与 Y” 在 逻辑 上 是 
相同 的 , 但 它们 有 不 同 的 内 涵 (两 个 命题 都 断言 X 与 Y 都 是 真 的 , 但 前 一 种 形式 
启示 X 与 Y 互相 对 照 , 而 后 一 种 形式 启示 X 与 Y 互相 支持 ). 再 说 一 次 , 逻辑 是 
关注 真确 性 的 而 不 管 什么 内 涵 或 启示 什么 . 

析 取 如 果 X 是 命题 ,Y 也 是 命题 , 那么 只 要 X 与 Y 中 有 一 个 是 真 的 ，“X 或 
Y” 就 是 真 的 . 例如 “2+2 一 4 或 3+3= 5? 是 真 的 ,但 “2+2=5 或 3+3=5 是 
假 的 . 同样 , “2+2 = 4 或 3+3 = 6” 是 真 的 (尽管 它 不 太 有 效 , 要 是 说 “2+2= 4 与 
3+3 = 6”, 就 是 一 个 比较 强 的 命题 ). 那么 在 不 言 而 喻 的 情况 下 , “或 " 一 词 在 数理 罗 
辑 中 指 的 是 包含 的 或 . 我 们 这 样 做 的 理由 是 , 用 包含 的 或 去 检验 “X 或 Y”, 只 要 验 
证 天 或 了 中 的 一 个 是 真 的 就 够 了 , 不 必 去 证 明 另 一 个 是 假 的 . 作为 例子 , 只 看 第 
一 个 命题 2+2 一 4, 我 们 就 知道 “2 +2 = 4 或 2353 + 5931 = 7284? 是 真 的 , 而 不 必 
管 第 二 个 命题 “2353 + 5931 = 7284” 的 真 假 . 像 前 面 讨论 过 的 那样 , 命题 “2+2 = 4 
或 2+2= 4 是 真 的 , 尽管 它 是 大 大 地 没有 功效 的 . 

如 果 确 实 想 要 使 用 排斥 的 或 , 那 就 使 用 “或 者 X 或 者 Y 是 真 的 , 但 并 非 两 个 
都 是 真 的 ” 或 “X 或 了 中 恰 有 一 个 是 真 的 ”这样 的 命题 . 排斥 的 或 确实 也 出 现在 数 
学 中 , 但 绝 不 像 包 含 的 或 那样 经 常 出 现 . 


@ 当然 也 允许 包含 中 文 词汇 , 一 一 译 者 注 
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否定 命题 “X 不 真 ” 或 “X 是 假 的 ”, 或 “X 不 成 立 ” 叫 作 X 的 否定 , 当 且 
仅 当 大 是 假 的 时 它 才 是 真 的 , 并 且 当 且 仅 当 X 是 真 的 时 它 才 是 假 的 .例如 命题 
吃 十 2 = 5 不 成 立 ” 是 真 命题 . 当然 我 们 可 以 把 这 个 命题 简写 为 “2 + 2 关 5”. 

否定 把 “和 ”转化 成 “或 ". 例如 “Jane Doe 是 黑头 发 的 并 且 Jane Doe 是 蓝 眼 
睛 的 * 的 否定 是 “Jane Doe 不 是 黑头 发 的 或 不 是 蓝 眼睛 的 ”, 而 不 是 “Jane Doe 不 
是 黑头 发 的 也 不 是 蓝 眼睛 的 ”( 你 能 看 出 为 什么 吗 ?). 类 似 地 , 如 果 z 是 整数 , 那么 命 
题 “z 是 偶 的 和 非 负 的 ”的 否定 是 “z 是 奇 的 或 是 负 的 ?. (注意 , 这 里 “或 " 是 “包含 
的 或 ”而 不 是 “排斥 的 或 ” 是 多 么 重要 . ) 另 一 个 例子 是 , 命题 “z > 2 和 z 和 6"( 即 
2 < zr < 6") 的 否定 是 “<2 或 z>6” 而 不 是 “<2 和 zz>6”( 即 “2<x>6”). 

类 似 地 , 否定 把 “或 ”转化 成 “和 ”. 命题 “John Doe 是 棕 头 发 的 或 黑头 发 的 
的 否定 是 “John Doe 不 是 棕 头 发 的 和 不 是 黑头 发 的 ”, 或 等 价 地 说 ,“John Doe 既 不 
是 棕 头 发 的 也 不 是 黑头 发 的 ”. 如 果 z 是 实数 , 那么 命题 “z > 1 或 z < -1"” 的 否定 
是 zz<1 和 z>-l?( 即 -1<z<D1). 

一 个 命题 的 否定 完全 可 能 产生 一 个 不 可 能 成 立 的 命题 . 例如 , 如 果 z 是 整数 ， 
那么 命题 “z 或 是 偶 的 或 是 奇 的 ”的 否定 是 “zx 既 不 是 偶 的 也 不 是 奇 的 ", 这 是 不 可 
能 成 立 的 . 但 要 记 住 , 即使 一 个 命题 是 假 的 , 它 依然 是 一 个 命题 , 并 且 使 用 有 时 包含 
假 命题 的 论证 完全 可 能 得 到 一 个 真 命题 . ( 反 证 法 不 属于 此 类 . 另 一 个 例子 是 分 情 
况 进 行 证 明 . 如 果 分 成 三 个 彼此 排斥 的 情形 : 情形 一 、 情 形 二 和 情形 三 , 那么 总 有 
两 种 情形 是 假 的 而 仅 有 一 种 情形 是 真 的 , 但 这 不 必 表 示 整 个 证 明 是 不 正确 的 , 或 者 
结论 是 假 的 .) 

否定 的 作用 有 时 并 不 直观 , 特别 是 有 多 重 的 否定 时 更 是 如 此 ; 一 个 这 样 的 命题 
“命题 或 者 z 不 是 奇数 , 或 者 z 不 大 于 等 于 3, 但 两 者 不 同时 发 生 ' 不 成 立 ” 用 起 
来 让 人 特别 不 愉快 . 幸运 的 是 , 人 们 很 少 必须 同时 使 用 多 于 一 个 或 多 于 两 个 的 否定 ， 
因为 两 个 否定 常常 彼此 相抵 消 . 例如 ,“X 不 真 ”的 否定 恰 怡 是 “X 真 ”, 或 者 更 简 
短 地 就 是 “X”. 当然 , 在 否定 较 复杂 的 表达 式 时 , 对 于 “和 ”与 “或” 的 转换 以 及 类 
似 的 事情 都 必须 加 以 小 心 . 

当 且 仅 当 (if) 设 X 是 命题 , Y 也 是 命题 , 如 果 只 要 X 是 真 的 , Y 就 必 是 真 
的 , 而 且 只 要 Y 是 真 的 , X 也 必 是 真 的 (就 是 说 , X 与 Y“ 具 有 同样 的 真确 性 "), 那 
么 我 们 就 说 “X 真 当 且 仅 当 Y 真 ” 另 一 种 表达 此 事 的 说 法 是 “X 和 Y 是 逻辑 等 
价 的 命题 ", 或 者 “X 真 过 工 真 ", 或 “X 一，Y””. 作为 例子 , 设 > 是 实数 , 命题 
“z 二 3 当 且 仅 当 2z = 6” 是 真 的 : 这 指 的 是 , 只 要 z = 3 真 , 2r = 6 就 真 , 并 且 只 要 
2z=6 真 , 那么 > = 3 就 真 . 另 一 方面 , 命题 “z = 3 当 且 仅 当 z? = 9 是 假 的 , 尽管 
当 z=3 真 时 z?=9 也 真 , 但 x? = 9 真 时 z = 3 不 自动 是 真 的 ( 想 一 想 当 = = -3 


@ 许多 文献 中 也 使 用 “X < Y”. 一 一 译 者 注 
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时 会 发 生 什么 )- 

具有 同样 真确 性 的 命题 也 具有 同样 的 虚假 性 : 如 果 X 和 Y 是 逻辑 等 价 的 , 并 
且 X 是 假 的 , 那么 Y 必定 也 是 假 的 (如 果 Y 是 真 的 , 那么 X 应 该 也 是 真 的 ). 同 
样 , 任何 两 个 具有 同样 的 虚假 性 的 命题 也 是 逻辑 等 价 的 . 作为 例子 , 2+2 = 5 当 且 
仅 当 4+4= 10. 

有 时 证 明 多 于 两 个 的 命题 是 逻辑 等 价 的 是 有 趣 的 . 例如 , 我 们 可 能 想 要 断定 三 
个 命题 X,Y 和 2 都 是 逻辑 等 价 的 . 这 意味 着 , 只 要 一 个 命题 是 真 的 , 那么 全 部 命 
是 都 是 真 的 ; 而 且 这 也 意味 着 , 只 要 一 个 命题 是 假 的 , 那么 全 部 命题 都 是 假 的 . 这 看 
上 去 好 像 要 证 明 一 大 堆 逻 辑 列 含 关系 , 但 实际 上 , 一 旦 证 明了 在 X,Y 和 2Z 之 间 的 
足够 多 的 逻辑 蕴 全 关系, 就 常常 可 以 断言 一 切 其 他 的 蕴含 关系 , 并 从 而 断定 它们 都 
是 逻辑 等 价 的 . 作为 例子 , 见习 题 A.1.5 和 A.1.6. 


习 题 A.l 


A.1.1 命题 “要 么 X 真 , 要 么 Y 真 , 但 不 得 二 者 同 真 ”的 否定 是 什么 ? 

A.1.2 ”命题 “X 真 当 且 仅 当 Y 真 ” 的 否定 是 什么 ?( 可 能 有 多 种 方式 表述 这 个 否定 . ) 

A.1.3 ”假定 你 已 经 证 明了 只 要 X 是 真 的 , Y 就 是 真 的 , 并 且 只 要 X 是 假 的 , Y 就 是 假 的 , 你 
是 否 已 经 证 明了 X 和 Y 是 逻辑 等 价 的 ? 解释 一 下 . 

A.1.4 ”假定 你 已 经 证 明了 只 要 X 是 真 的 , Y 就 是 真 的 , 并 且 只 要 Y 是 假 的 , X 就 是 假 的 . 你 
是 否 已 经 证 明了 X 真 当 且 仅 当 Y 真 ? 解释 一 下 . 

A.1.5 ”假定 你 知道 X 真 当 且 仅 当 Y 真 , 并 且 你 还 知道 Y 真 当 且 仅 当 2 真 . 这 是 否 足以 表 
明 X,Y, 2 都 是 逻辑 等 价 的 ? 解释 一 下 . 

A.1.6 ”假定 你 知道 只 要 X 真 那么 Y 也 真 , 只 要 Y 真 那么 2 也 真 , 只 要 2 真 那么 义 也 真 . 
这 是 否 足 以 表明 X,Y, 2 都 是 逻辑 等 价 的 ? 解释 一 下 . 
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现在 我 们 来 考察 常用 的 逻辑 关系 中 最 缺乏 直观 的 一 个 一 一 列 含 . 如 果 X 是 
命题 , Y 是 命题, 那么 “ 若 六 则 Y” 是 从 X 到 Y 的 蕴含 , 有 时 也 把 它 写成 “ 当 天 
成 立时 , Y 也 成 立 ” 或 “X 蕴含 Y” 或 “Y 真 只 要 义 真 " 或 “X 真 仅 当 Y 真 "( 最 后 
一 个 说 法 要 花 点 精力 去 理解 ). 命题 “车 X 则 Y” 所 说 的 事情 依 燥 于 X 是 真 的 或 
者 假 的 . 如 果 X 是 真 的 , 那么 当 Y 真 时 “ 若 X 则 Y” 是 真 的 , 而 当 Y 假 时 “车 三 
则 Y” 是 假 的 . 但 是 如 果 X 是 假 的 , 那么 “车 X 则 Y" 总 是 真 的 , 不 管 Y 是 真 的 还 
是 假 的 ! 用 另 一 种 方式 来 说 , 当 X 真 时 , 命题 “车 X 则 y” 蕴 含 Y 是 真 的 . 但 当 
X 假 时 , 命题 “ 若 X 则 Y” 关于 Y 的 真 假 不 提供 任何 信息 ; 此 命题 是 真 的 , 但 却 是 
空 的 (也 就 是 说 , 除了 前 提 是 假 的 这 一 事实 外 , 它 不 能 传递 任何 新 的 信息 ). 
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例 A.2.1 设 z 是 整数 . 命题 “车 z=2 则 z? = 和 是 真 的 , 不 管 z 确实 等 
于 2 或 是 不 等 于 2( 尽 管 这 个 命题 仅 当 x 是 2 时 才 像 是 有 用 的 ). 这 个 命题 并 不 断 
言 z = 2, 也 不 断言 zz = 4, 只 是 断言 当 zxz = 2 时 z2 = 4. 如 果 z 不 等 于 2, 那么 命 
题 依然 是 真 的 , 但 不 提供 关于 z 和 z2 的 任何 说 法 . 

上 述 蕴含 关系 的 一 些 特例 是 : 获 含 关系 “车 2 = 2 则 22 = 4" 是 真 的 ( 真 命题 
蕴含 真 命题 ). 蕴含 关系 “ 若 3 = 2 则 3? = 4” 是 真 的 ( 假 命题 蕴含 假 命 是 ), 蕴含 关 
系 “ 阁 -2=2 则 (-2)? = 4 是 真 的 ( 假 命题 蕴含 真 命题 ). 后 两 个 蕴含 关系 被 认为 
是 空 的 一 一 由 于 它们 的 前 提 是 假 的 , 它们 不 提供 任何 新 信息 . (不 管 怎么 说 , 在 一 
个 证 明 中 使 用 空 的 比 含 关系 而 获得 好 的 结果 还 是 可 能 的 一 个 空 的 真 命题 毕竟 
是 真 的 . 我 们 很 快 就 会 看 到 一 个 这 样 的 例子 . ) 

如 我 们 所 见 到 的 , 前 提 的 虚假 并 不 破坏 蕴含 关系 的 真确 性 , 事实 上 , 情况 恰恰 
相反 !( 如 果 前 提 是 假 的 , 那么 蕴含 关系 自动 地 成 立 .) 推翻 一 个 蕴含 关系 的 唯一 途径 
是 证 明 前 提 是 真 的 而 结论 是 假 的 . 那么 命题 “车 2+2 = 4 则 4+4= 2? 是 假 的 ( 真 
不 理 含 假 ). 

也 可 以 把 命题 “ 若 X 则 Y” 说 成 “Y 至 少 是 同 X 一 样 真 的 "一 一 如 果 X 是 
真 的 , 那么 Y 必定 也 是 真 的 , 如 果 X 是 假 的 , 那么 Y 可 以 同 X 一 样 是 假 的 但 也 可 
以 仍 是 真 的 . 这 可 与 “X 当 且 仅 当 Y” 相 比照 , 后 者 断言 X 与 Y 是 同等 真确 的 . 

空 的 真 歼 含 常用 于 一 般 的 谈话 中 , 而 有 时 并 不 知 理 含 是 空 的 . 一 个 通俗 的 例子 
是 “倘若 心愿 是 翅膀 , 那么 猪 就 要 飞 起 来 "，( 另 一 个 流行 的 假 前 提 是 “整个 地 狱 都 
结 了 冰 ”. ) 较 严 肃 的 一 个 例子 是 “如 果 John 下 午 5 点 钟 下 了 班 , 现在 他 就 已 经 到 
这 里 了 ”. 这 类 命题 常常 用 于 前 提 和 和 结论 都 假 的 情形 , 然而 列 含 关系 不 管 怎样 还 是 
真 的 . 顺便 提 及 , 这 个 命题 可 以 用 来 演示 反 证 法 的 技巧 : 如 果 你 相信 “如 果 John 下 
午 5 点 钟 下 了 班 , 现在 他 就 已 经 到 这 里 了 ”, 而 且 你 还 知道 “John 现在 还 没 到 这 里 ”， 
那么 你 就 可 以 断定 “John 下 午 5 点 钟 没 下 班 ”, 因为 John 下 午 5 点 钟 下 班 将 导致 
矛盾 . 注意 , 一 个 空 芍 含 关系 可 以 怎样 用 来 导出 一 个 有 用 的 真实 结果 . 

总 起 来 说 , 歼 含 关系 有 时 是 空 的 , 但 这 在 逻辑 上 其 实 不 是 一 个 问题 , 因为 这 时 
列 含 关系 依然 是 真 的 , 而 且 空 殖 含 关系 在 逻辑 论证 中 还 是 有 用 的 . 当然 , 可 以 放心 
地 使 用 “车 X 则 Y” 这 样 的 命题 而 不 必 担 心 前 提 X 实际 是 真 的 还 是 假 的 ( 即 蕴含 
关系 是 不 是 空 的 ). 

即使 前 提 与 结论 之 间 毫 无 因果 关系 , 苍 含 关系 也 可 以 是 真 的 . 命题 “如 果 1 十 

= 2, 那么 Washington D. C. (华盛顿 特区 ) 是 美国 的 首都 ” 是 真 的 ( 真 蕴 含 真 ), 虽 
然 相 当 怪 个 ; 命题 “如果 2+2 = 3, 那么 New York( 纽 约 ) 是 美国 的 首都 ” 也 同样 是 
真 的 ( 假 殖 含 假 ) 当然 , 这 样 的 命题 可 能 是 不 稳定 的 (美国 的 首都 可 能 在 某 一 天 改 
变 , 而 1 + 1 却 永远 等 于 2), 但 却 是 真 的 , 至 少 此 刻 是 真 的 . 在 逻辑 论述 中 使 用 非 因 
果 性 的 蕴含 关系 是 可 能 的 , 但 我 们 不 推荐 这 样 做 , 因为 可 能 引起 不 必要 的 混淆 .( 比 
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如 说 , 一 个 假 命题 确实 可 以 用 来 碍 含 任何 其 他 的 真 的 或 假 的 命题 , 但 太 随意 地 做 这 
样 的 事情 大 概 不 会 对 读者 有 什么 帮助 .) 

要 证 明 一 个 蕴含 关 系 “ 若 XX 则 Y”, 通常 的 做 法 是 , 先 假定 X 是 真 的 , 然后 用 
它 ( 同 其 他 你 所 知 的 事实 或 假设 一 起 ) 来 推导 出 了. 即使 以 后 X 变 成 假 命题 , 这 种 
方法 依然 是 可 行 的 . 蕴含 关系 关于 X 的 真 假 无 任何 担保 , 而 只 是 担保 Y 的 成 立 是 
以 七 先行 成 立 为 先决 条 件 的 . 例如 , 下 面 是 一 个 真 命 古 的 正确 的 证 明 , 尽管 这 个 命 
题 的 前 提 和 结论 都 是 假 的 : 

命题 A.2.2 若 2+2=5, 则 4=10 一 4. 

证 明 设 2+2=5. 用 2 同时 乘 两 边 得 4+4= 10. 从 两 边 同时 减 去 4, 就 得 
到 所 要 的 4= 10 一 4. [ 

另 一 方面 , 一 个 常见 的 错误 是 , 在 证 明 一 个 北 含 关系 时 先 假定 结论 成 立 , 然后 
去 推导 前 提 . 例如 , 下 述 命题 是 正确 的 , 而 证 明 是 错 的 : 

命题 A.2.3 设 2z+3=7, 证 明 z=2. 

证 明 ( 错 的 ) 因为 z= 2, 所 以 2z=4 从 而 2z+3=7. m 

当 进 行 证 明 时 , 重要 的 是 你 要 能 把 前 提 与 结论 区 分 开 , 如 果 不 能 明白 地 区 分 前 
提 与 结论 , 就 会 有 产生 不 希望 发 生 的 混淆 的 危险 . 

这 里 有 一 个 简短 的 证 明 , 它 使 用 了 或 许 是 空 的 蕴含 关系 . 

定理 A.2.4 设 妈 是 整数 , 那么 n(n 十 1) 是 偶数 . 

证 明 由 于 ”是 整数 , 那么 ”或 是 偶 的 或 是 奇 的 . 如 果 ”是 偶 的 , 那么 n(n+1) 
也 是 偶 的 , 因为 偶数 的 倍数 仍 是 偶数 . 如 果 7 是 奇 的 , 那么 (” + 1) 是 偶 的 ， ee 
会 n(n 十 1) 是 偶 的 . 那么 不 管 在 什么 情形 , n(n + 1) 都 是 偶 的 . 

注意 , 这 个 证 明 依靠 两 个 殖 含 关系 ; “ 若 n 是 偶 的 , 则 n(n + 1) 是 偶 的 ” 
“者 n 是 奇 的 , 则 n(n 十 1) 是 偶 的 ”. 由 于 n 不 能 既是 奇 的 又 是 偶 的 , 这 两 个 蕴含 关 
系 中 至 少 有 一 个 的 前 提 是 假 的 , 从 而 是 空 蔓 含 . 不 管 怎样 , 这 两 个 蕴含 都 是 真 的 , 而 
我 们 需要 两 者 来 证 明定 理 , 因为 我 们 不 能 预先 知道 ” 是 偶 的 还 是 奇 的 . 即使 我 们 知 
道 此 事 , 大 概 也 不 值得 找 这 个 麻烦 去 验证 它 . 例如 , 作为 这 个 定理 的 一 个 特殊 情况 ， 
我 们 立刻 知道 : 

推论 A.2.5 设 n= (253 十 142)x 123 一 (423 十 198)342 十 538 一 213, 那么 n(n+1) 
是 偶数 . 

在 这 个 特别 的 情形 , 我 们 可 以 确切 地 找 出 n 的 奇偶 性 , 然后 仅 使 用 上 述 定理 中 
的 两 个 蕴含 关系 中 的 一 个 而 抛弃 那个 空 蕴 售 来 得 到 结论 . 这 看 上 去 好 像 更 有 效 , 但 
却 是 不 经 济 的 , 因为 那 就 必须 确定 n 的 奇偶 性 , 而 此 事 需要 花 点 功夫 , 比 我 们 把 两 
个 蕴含 关系 , 包括 空 的 那个 都 考虑 在 内 所 花 的 功夫 要 多 . 所 以 , 有 点 像 奇 谈 怪 论 , 把 
空 的 、 假 的 , 甚或 “ 没 用 的 ”命题 包含 在 一 个 论述 当中 , 真 的 可 以 节省 你 在 漫长 的 论 
证 中 的 功夫 ! (当然 , 并 不 是 要 建议 你 把 大 量 浪费 时 间 的 不 相干 的 命题 收 进 你 的 证 明 
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当中 , 这 里 所 说 的 一 切 在 于 , 只 要 你 的 论证 不 管 前 提 是 真 的 还 是 假 的 , 总 是 能 够 给 
出 正确 的 结论 , 就 别 太 在 意 在 你 的 论证 中 , 某 些 假定 可 能 并 不 正确 . ) 

命题 "车 筷 则 2 与 “车 Y 则 X” 不 一 样 . 例如 “车 z=2 则 2z? = 各 是 真 
的 , “车 z? =4 则 z=2” 当 z= 一 2 时 就 是 假 的 . 这 两 个 命题 叫 作 是 互 逆 的 . 那么 
一 个 真 的 列 含 的 逆 不 必 是 真 的 蕴含 ， 我 们 使 用 命题 “X 当 且 仅 当 Y” 也 代表 命题 
“者 X 则 Y, 且 车 Y 则 X”. 作为 例子 , 我 们 可 以 说 “z = 2 当 且 仅 当 2z = 入， 因为 
“者 z=2 则 2z=4, 且 车 2z=4 则 z=2”. 思考 一 个 当 且 仅 当 命题 的 一 种 方式 是 
把 “XX 当 且 仅 当 Y” 看 作 是 说 “X 怡 与 Y 同样 成 立 ”, “车 一 个 是 真 的 则 另 一 个 也 
是 真 的 ”,“ 若 一 个 是 假 的 则 另 一 个 也 是 假 的 ”. 例如 , 命题 “车 3= 2 则 6 = 4” 是 真 
的 , 因为 前 提 与 结论 两 者 都 是 假 的 . (在 这 种 观点 之 下 ,“ 若 X 则 Y” 可 看 作 是 命题 
“Y 至 少 同 X 一 样 真 ". ) 于 是 可 以 用 “X 与 了 同样 真 ” 来 代替 “X 当 且 仅 当 Y”. 

类 似 地 , 命题 “车 xX 真 则 了 真 " 与 “车 X 假 则 了 假 " 不 是 一 回 事 . 说 “者 
z=2 则 z2? = 4 刀 不 草 含 “ 落 z 关 2 则 天 各 ,的 确 , > = -2 就 是 一 个 反例 . “车 - 
则 ”命题 与 “ 当 且 仅 当 ”命题 不 是 一 回 事 . (如 果 我 们 知道 “X 真 , 当 且 仅 当 YY 真 ”， 
那么 我 们 就 也 知道 “X 假 , 当 且 仅 当 YY 假 ”.) 命题 “车 X 假 , 则 Y 假 " 有 时 叫 作 命 
题 “ 若 X 真 则 Y 真 ” 的 否 命 题 ”, 于 是 真丝 含 的 否 命题 不 必 是 真 斑 含 . 

如 果 知 道 “ 若 X 真 , 则 Y 真 ”, 那么 “车 Y 假 , 则 X 假 ” 也 是 真 的 (因为 如 果 
Y 是 假 的 , 那么 X 不 能 是 真 的 , 否则 的 话 , 将 推出 Y 是 真 的 , 这 是 一 个 矛盾 ). 例如 ， 
如 果 知 道 “车 z = 2, 则 x? = 4, 那么 , 也 就 知道 “车 z? 头 4, 则 = 2”. 或 者 , 要 
是 我 们 知道 “如 果 John 下 午 5 点 下 班 , 他 现在 就 到 这 里 了 ”，, 那么 我 们 就 也 知道 了 
“如 果 John 现在 没 到 这 里 , 那么 他 在 下 午 5 点 时 没有 下 班 ?. 命题 “车 Y 假 , 则 X 
假 " 叫 作 “车 xX 真 , 则 了 真 ” 的 逆 否 命题 (contrapositive of .. .), 两 命题 是 同等 真 
确 的 . 

当然 , 如 果 你 知道 X 昔 含 一 个 已 知 不 真 的 事物 , 那么 X 自己 必 是 假 的 . 这 就 
是 隐藏 在 反 证 法 (或 reductio ad absurdum ) 后 面 的 思想 , 要 证 明 某 事 是 假 的 , 先 假 
定 它 是 真 的 , 然后 证 明 它 蕴含 一 个 你 知道 不 真 的 事物 (例如 , 一 个 既 真 且 假 的 命题 ) 
例如 : 

命题 A.2.6 设 z 是 正 数 使 得 sinz 一 1. 那么 Z 之 于 . 

证 明 反 证 . 假设 = < 季 由 于 z 是正 的 , 那么 0 < z < 条 由 于 sinz 对 
于 0 <z < 是 严格 增 的 , 并 且 sin0 = 0, sin# = 1, 所 以 当 0 < z < 于 时 有 
0 < sinz < 1 但 这 与 sin x = 1 的 假定 相 矛 盾 . 所 以 = > 可. a 

注意 , 反 证 法 的 一 个 特性 是 在 证 明 的 某 处 你 提出 一 个 假设 (我 们 的 情形 是 x < 
邓 , 然后 证 明 此 假设 是 假 的 . 但 注意 , 这 并 不 改变 论证 成 立 且 结论 真确 这 一 事实 , 这 


到 


@ 原文 为 the inverse of * If X is true, then Y is true” 


译 者 注 
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是 因为 终极 的 结论 不 是 靠 假定 的 真确 { 恰 相反 , 它 靠 的 是 假定 的 虚假 

反 证 法 对 于 证 明 “否定 的 " 命题 一 如 “X 是 假 的 "，"a 不 等 于 j 之 类 的 合 
题 , 是 特别 有 用 的 . 但 是 肯定 的 命题 与 否定 的 命题 之 问 的 界限 是 模糊 的 (命题 = > 2 
是 肯定 的 还 是 否定 的 ? 它 的 否 命题 是 什么 7 是 不 是 > < 2?), 所 以 这 并 不 是 一 个 坚 
实 牢固 的 法 风 

逻辑 学 家 常常 使 用 特殊 的 符号 来 代表 逻辑 关系 . 例如 “X 强 合 Y” 可 写成 
“x 一 ;<X 不 真 " 可 写成 X"， 9， 或 “Xi <X 与 YY 可 写成 
“XAY” 或 “Xizy”, 等 等 . 但 对 于 一 般 目的 的 数学 , 这 些 符号 不 常 使 用 ; 英语 "词汇 
常 是 更 可 读 的 , 并 且 不 占 太 多 的 位 置 . 还 有 , 使 用 这 些 符号 会 把 表达 式 与 命题 之 间 
的 界限 搞 模 糊 , 理解 


“(2=)AY=5)) = (r+y= 8) 
不 如 理解 
“如 果 z = 3 并 且 y = 5, 那么 z 十 y = 8” 
那么 容易 . 所 以 一 般 说 来 , 我 并 不 推荐 使 用 这 些 符号 (或 许 除了 一 > 这 个 非常 直观 
的 符号 之 外 ). 


8A.3 证明 的 结构 


要 证 明 一 个 命题 , 人 们 常常 从 提出 假定 开始 并 沿 着 一 个 朝向 结论 的 方式 去 进 
行 , 这 是 证 明 一 个 命题 的 直接 方式 . 这 种 证 明 看 上 去 有 点 像 下 述 证 明 : 

命题 A.3.1 么 获 含有 

证 明 设 4 真 . 由 于 4 真 所 以 C 真 . 由 于 C 真 所 以 也 真 . 由 于 了 真 所 以 万 
真 , 即 得 所 需 的 结论 . a 

这 种 直接 证 法 的 一 个 例子 是 : 

命题 A.3.2 若 z=7, 则 sin 十 1=2. 

证 明 设 z=Xx. 由 于 z= 所 以 弛 = 由 于 于 = 和 所 以 sn 和 =1. 由 于 
sin 凶 二 1, 所 以 sin 委 +1 一 2. mn 

在 上 面 的 证 明 中 , 我 们 从 假设 开始 , 稳步 地 朝向 结论 行进 倒 过 来 从 结论 开始 ， 
看 它 被 什么 蕴含 , 也 是 可 行 的 ， 例 如 , 命题 A.3.1 的 典型 的 这 种 证 法 可 能 像 下 面 
这 样 : 

证 明 要 证 B, 只 要 证 D. 由 于 C 蕴含 D, 我 们 只 需 证 C. 但 C 从 4 推出 .上 

作为 这 种 证 法 的 一 个 例子 , 我 们 给 出 命题 A.3.2 的 另 一 个 证 明 : 

证 明 为 证 sin 季 十 1 = 2, 只 需 证 sin 于 = 1. 由 于 等 二 间 蕴 含 sn 各 = 1 我 们 
只 需 证 等 = 各 . 但 这 从 z =x 推出. m 


@@ 当然 也 包括 汉语 . 一 一 译 者 注 
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逻辑 上 说 , 命题 A.3.2 的 上 述 两 个 证 明 是 一 样 的 , 只 是 顺序 安排 不 同 而 已 . 注 
意 , 倒 推 这 种 证 明 方式 , 不 同 于 从 结论 出 发 来 看 “该 结论 蕴含 什么 "(如 在 命题 A.2.3 
中 那样 ) 的 不 正确 的 证 明 , 而 是 从 结论 出 发 寻求 “什么 能 够 蕴含 此 结论 ”; 

另 一 个 倒 推 方式 的 证 明 的 例子 如 下 ; 号 

命题 A.3.3 设 0<r<1 是 实数 . 那么 级 数 ne 是 收敛 的 . 

证 明 要 证 这 个 级 数 收敛, 根据 比例 判别 法 , 只 需 证 当 n 一 oo 时 比例 
mln+l)| .n+l 

Lb 加 人 


收敛 到 某 小 于 1 的 数 ， 由 于 ” 已 经 小 于 1, 所 以 只 要 证 于: 收敛 到 1. 下 
st = 1 二 所 以 只 要 证 二 -0. 但 由 于 no0, 这 是 明显 的 . 

也 可 以 把 从 假定 出 发 的 前 推 与 从 结论 出 发 的 后 推 结合 起 来 ge 
命题 A.3.1 的 一 个 恰当 的 证 明 : 

证 明 要 证 B, 只 要 证 D. 那么 现在 我 们 来 证 D. 根据 假定 有 4, 于 是 有 C. 由 
于 C 效仿 D, 即 得 所 求 的 D. a 

说 一 次 , 从 逻辑 学 的 观点 来 看 , 这 与 前 面 的 证 明 是 一 样 的 . 于 是 有 很 多 方式 
来 书写 同一 个 证 明 , 究竟 怎样 做 , 取决 于 你 自己 , 但 是 书写 证 明 的 某 些 方式 比 其 他 
的 方式 更 为 可 读 也 更 自然 , 而 不 同 的 安排 意 在 强调 论述 的 不 同 的 部 分 . (当然 , 如 果 
你 是 进行 数学 证 明 的 新 手 , 你 一 般 会 为 得 到 一 个 结果 的 某 一 种 证 明 而 高 兴 , 倒是 不 
太 在 乎 得 到 一 个 “最 佳 ”安排 的 证 明 法 , 然而 此 处 的 要 点 在 于 一 个 证 明 可 以 有 很 多 
不 同 的 形式 .) 

上 面 的 证 明 都 是 足够 简单 的 , 因为 只 有 一 个 假定 和 一 个 结论 . 当 有 多 个 假定 及 
多 个 结论 时 , 证 明 就 要 分 情形 进行 , 从 而 变 得 比较 复杂 . 例如 一 个 证 明 可 能 看 上 去 
鱼 裂 成 这 个 样子 : 

命题 A.3.4 设 4 和 B 都 是 真 的 ,那么 C 入 都 是 真 的 . 

证 明 由 于 4 真 所 以 已 真 . 从 巨 和 B 知 下 真 . 同时 , 根据 4, 要 证 DD 只 需 
证 G. 有 两 种 情况 : 豆 和 工 如 果 互 真 , 那么 从 政和 五 得 到 C, 而 从 A4 和 及 得 
到 G. 如 果真, 那么 从 I 得 G, 并 且 从 I 和 G 得 CC. tA 他 
和 G, 从 而 得 到 C 和 万 . 

顺便 多 说 几 旬 , 上 面 的 证 明 可 以 安排 成 整齐 得 多 的 形状 , 然而 你 至 少 对 于 一 个 
证 明 能 变 得 多 么 复杂 有 了 一 个 概念 ， 要 证 明 一 个 冀 含 关系 , 有 多 种 方式 来 进行 : 你 
可 以 从 假定 出 发 向 前 正 推 , 也 可 以 从 结论 出 发 向 后 倒 推 , 还 可 以 分 成 几 种 情况 把 问 
题 分 解 成 几 个 更 容易 的 子 问题 . 另 一 个 方式 就 是 反 证 法 , 例如 你 可 以 进行 下 述 形式 
的 论证 . 

命题 A.3.5 设 A4 是 真 的 ,那么 电 是 假 的 . 
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证 明 反 证 . 假设 B 是 真 的 . 这 蕴含 C 是 真 的 . 但 是 由 于 4 真 , 这 就 蕴含 D 
真 , 这 与 C 相 了 矛盾 , 所 以 B 必 是 假 的 . 国 

你 会 看 到 , 当 力 图 进行 一 项 证 明 时 , 有 若干 事情 可 以 选择 . 随 着 经 验 的 增长 , 会 
越 来 越 清楚 , 哪 种 方法 似乎 更 容易 些 , 哪 种 方法 大 概 可 行 但 需要 花 大 力气 , 哪些 方 
法 大 概 行 不 通 . 在 很 多 情况 下 , 确实 只 有 一 种 明显 的 方式 可 行 . 但 是 肯定 会 有 多 种 
途径 来 解决 一 个 问题 , 所 以 当 你 看 到 有 多 于 一 种 方式 可 解决 一 个 问题 时 ,你 恰 可 以 
尝试 选择 一 种 看 来 是 最 容易 的 , 但 要 准备 好 , 一 旦 这 种 方法 开始 变 得 没有 希望 时 , 就 
转换 到 另 一 条 路 上 去 . 

还 有 , 在 进行 证 明 时 , 记 清 楚 哪 些 命题 是 已 知 的 (作为 假设 , 或 从 假设 推出 , 或 
来 自 其 他 的 定理 或 结果 ), 而 哪些 命题 是 要 证 的 (作为 结论 , 或 是 作为 蕴含 结论 的 命 
题 , 或 是 某 些 用 以 帮助 最 终 获 取 结 论 的 中 间 的 结果 或 引 理 ) 是 有 帮助 的 . 把 两 者 混 
淆 起 来 几乎 永远 是 不 可 取 的 , 那样 可 能 让 人 在 证 明 中 死 定 . 
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只 从 一 个 初始 命题 (如 “2+2=4” 或 “John 是 黑头 发 的 ") 出 发 , 使 用 逻辑 连结 
词 构成 复合 命题 , 然后 使 用 各 种 逻辑 定律 从 一 个 命题 的 假设 过 渡 到 一 个 命题 的 结 
论 , 可 以 按 逻 辑 走 得 相当 远 ; 这 就 是 周知 的 命题 逻辑 或 者 Boole 逻辑 ，( 可 以 列 出 
Boole 逻辑 的 一 大 堆 定律 , 这 些 定 律 足够 用 于 人 们 要 做 的 每 件 事 , 但 是 我 审慎 地 决 
定 不 这 样 做 , 因为 那样 的 话 , 你 可 能 会 竭力 记忆 那些 定律 , 但 那 不 是 想 要 学 会 做 逻 
辑 的 人 应 该 学 的 , 除非 你 变 成 了 一 台 计 算 机 或 者 其 他 没有 思想 的 设备 . 但 是 如 果 你 
确实 对 那些 逻辑 的 形式 定律 感到 好 奇 , 那 就 去 看 “命题 逻辑 的 定律 ” 或 在 图 书馆 或 
互联 网 上 去 查看 类 似 的 东西 吧 .) 

但 要 做 数学 , 这 个 逻辑 水 平 是 不 够 的 , 因为 它 没有 纳入 变量 的 基本 概念 , 即 那 
些 熟 知 的 符号 如 z,m 等 , 它们 表示 各 种 未 知 量 , 或 者 等 于 某 个 值 , 或 者 假定 是 服从 
某 些 性 质 的 . 其 实 , 我 们 已 经 偷偷 地 引入 了 某 些 这 样 的 变量 来 演示 命题 逻辑 中 的 某 
些 概念 (主要 是 因为 要 是 无 休止 地 谈论 没有 变量 的 命题 , 例如 “2 二 2 = 4 或 “John 
是 黑头 发 的 " 之 类 , 过 不 了 多 入 就 会 变 得 十 分 无 聊 ). 那么 数理 罗 辑 就 与 命题 逻辑 一 
样 , 只 不 过 是 加 入 了 变量 这 一 附加 成 分 . 

一 个 变量 是 一 个 符号 , 像 ”或 x, 它 代表 一 定 类 型 的 数学 对 象 一 一 整数 、 向 
量 、 矩阵 之 类 的 东西 . 在 几乎 一 切 情况 下 , 变量 所 代表 的 对 象 类 型 应 该 明确 , 否则 就 
难于 用 这 个 变量 来 成 功 地 构成 命题. (只 有 极 少数 的 真 命题 可 以 不 必 知 道 关于 构成 
它 的 变量 的 类 型 . 例如 给 定 一 个 任意 类 型 的 变量 w, 命题 z = z 都 是 真 的 , 而 且 如 
果 知 道 x = 那么 可 以 断定 y = z. 但 是 , 作为 例子 , 我 们 不 能 说 >+y =y+z， 
除非 知道 对 象 和 y 的 类 型 以 及 它们 是 否 适用 于 加 法 运算 ; 例如 , 当 zx 是 矩阵 而 y 
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是 向 量 时 , 上 面 的 命题 就 是 病态 构成 的 . 可 见 , 如 果 想 做 一 些 有 用 的 数学 事项 的 话 ， 
每 个 变量 都 应 该 有 明显 的 类 型 .) 

人 们 可 以 构建 包含 变量 的 表达 式 和 命题 , 例如 , 若 x 是 实数 ( 即 , 代表 实数 的 
变量 ) 那么 z +3 是 表达 式 , 而 z+ 3 = 5 是 命题. 而 命题 的 真 假 可 能 取决 于 所 含 变 
量 的 值 , 例如 命题 z +3 = 5, 当 z 等 于 2 时 是 真 的 , 而 当 z 不 等 于 2 时 是 假 的 . 于 
是 一 个 含有 变量 的 命题 的 真 假 可 能 依赖 于 命题 的 语 境 (context) 一 一 在 当前 的 情况 
下 , 它 依赖 于 z 被 假定 的 值 . (这 是 对 命题 逻辑 法 则 的 修正 , 在 命题 逻辑 中 一 切 命题 
都 有 确定 的 真 假 值 . ) 

有 时 我 们 不 让 一 个 变量 是 任何 具体 事物 (除了 规定 它 的 类 型 ). 于 是 可 以 考虑 
命题 z+3=5, 其 中 > 是 一 个 不 指定 的 实数 . 在 这 种 情形 下 , 把 这 个 变量 叫做 自由 
变量 , 那么 我 们 正在 考虑 的 是 一 个 带 有 自由 变量 > 的 命题 z+ 3 = 5. 带 自由 变量 
的 命题 可 能 没有 确定 的 真 假 值 , 因为 它们 依赖 于 不 指定 值 的 变量 . 例如 , 我 们 已 经 
说 明 , 如 果 z 是 自由 变量 的 话 , z + 3 = 5 就 没有 确定 的 真 假 值 , 尽管 对 于 zx 的 每 个 
给 定 的 值 , 命题 当然 或 是 真 的 或 是 假 的 , 必 有 一 个 确定 的 真 假 值 . 另 一 方面 , 对 于 每 
个 实数 z, 命题 (z +1)? = z2 十 2z 十 1 都 是 真 的 , 从 而 , 即使 x 是 自由 变量 , 我 们 也 
可 以 把 这 个 命题 看 作 是 真 命题. 

有 时 我 们 也 令 (set) 一 个 变量 等 于 一 个 固定 的 值 ,用 “ 设 > = 2” 或 “ 令 z=2" 
之 类 的 命题 表达 此 事 . 在 这 种 情况 下 , 变量 叫 作 约束 变量 (bound variable), 只 含有 
约束 变量 而 不 含 自由 变量 的 命题 一 定 有 确定 的 真 假 值 . 例如 , 当 令 z = 342 时 , 命 
题 “z 十 135 = 477” 现在 是 确定 为 真 的 , 而 当 > 是 自由 变量 时 , 既 可 以 是 真 的 , 也 可 
以 是 假 的 , 视 z 为 何 值 而 定 . 那么 , 如 前 所 述 , 像 “z + 135 = 477” 这 样 的 命题 的 真 
假 , 依赖 于 语 境 一 x 是 自由 的 还 是 约束 的 , 而 若 z 是 约束 的 , 它 约束 为 什么 值 . 

也 可 以 用 量词 “对 于 一 切 ” 或 “对 于 某 个 ”来 把 自由 变量 转化 为 约束 变量 . 例 
如 命题 


(z+1)?=2z?+2z+1 
是 含 一 个 自由 变量 z 的 命题 , 不 必 有 确定 的 真 假 值 . 但 命题 
对 于 一 切实 数 z, (z +1)? = 二 ?十 2z 十 1 


是 一 个 带 约束 变量 x 的 命题 , 现在 有 了 确定 的 真 假 性 (在 当前 的 情形 , 命题 是 真 的 ). 
类 似 地 , 命题 


T+3=5 
有 一 个 自由 变量 , 没有 确定 的 真 假 值 . 但 是 命题 
对 于 某 个 实数 rz z+3=5 
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是 真 的 , 因为 对 于 z = 2 它 是 真 的 . 另 一 方面 , 命题 
对 于 一 切实 数 z, z +3 二 5 


是 假 的 , 因为 有 某 个 (其 实 有 许多 ) 实数 z, 使 =+ 3 不 等 于 5. 

全 称 量词 设 P(z) 是 一 个 依赖 于 自由 变量 z 的 命题 , 命题 “对 于 一 切 T 型 的 
z，P(z) 是 真 的 ” 指 的 是 , 给 定 任何 T 型 的 z, 不 管 z 的 精确 值 是 什么 , P(z) 都 是 
真 的 . 换言之 , 这 个 命题 与 说 “车 z 是 T 型 的 , 则 P(z) 是 真 的 ”一 样 . 于 是 , 证 明 
这 样 的 命题 通常 的 方式 是 , 让 x 是 一 个 工 型 的 自由 变量 (用 “ 令 z 为 任意 的 T 型 
对 象 ”之 类 的 语句 表达 此 意 ), 然后 对 这 个 对 象 来 证 明 P(z). 如 果 能 造 出 哪怕 只 是 
一 个 反例 , 即 一 个 元 素 z, 它 属 于 T, 却 使 P(z) 是 假 的 , 那么 命题 就 是 假 的 . 例如 命 
题 “ 对 于 一 切 正 数 z，z? 大 于 z” 是 假 的 , 只 要 造 一 个 例子 z = 1, 或 者 z= 3 使 
z2 不 大 于 zx 就 证 明了 此 事 . 

另 一 方面 , 造 一 个 例子 使 P(z) 真 并 不 能 证 明 对 于 一 切 z，P(z) 真 . 例如 , 由 于 
z 十 3 一 5 恰 有 一 个 解 z = 2, 所 以 这 不 蕴含 +3 = 5 对 于 一 切实 数 zx 成立.( 这 就 
是 时 常 引用 的 , 尽管 是 有 点 不 准确 的 口号 “不 能 只 用 一 个 例子 来 证 明 一 个 命题 ” 的 
缘由 . 更 准确 的 说 法 是 , 不 能 只 用 一 个 例子 来 证 明 “对 于 一 切 (for al)” 命题, 当然， 
可 以 用 这 种 方式 来 证 明 “ 对 于 某 个 (for some)” 命题, 而 且 也 可 以 用 一 个 反例 来 推 
翻 “对 于 一 切 ” 命题.) 

偶而 会 出 现 这 样 的 情况 , 事实 上 并 不 存在 T 型 变量 z. 这 时 , 命题 “对 于 一 切 
T 型 变量 >，P(z) 真 ” 就 是 一 个 空 真 (vacuously true) 命题 一 一 它 是 真 的 , 但 没有 
内 容 , 就 像 一 个 空 昔 含 一 样 . 例如 命题 


“对 于 一 切 3 <z<2，6<2z<4? 


是 真 的 , 但 容易 证 明 它 是 空 的 . (在 论述 中 这 样 的 空 命题 仍 可 能 是 有 用 的 , 虽然 这 种 
情形 不 常 发 生 . ) 

可 以 用 短语 “对 于 每 个 (for every)” 或 “对 于 任 一 个 (for each)” 来 代替 “对 于 
一 切 ”, 例如 , 可 以 说 “对 于 一 切实 数 x, (z 十 1 = 22 十 2z 十 1”, 也 同样 可 以 说 “对 
于 任 一 实数 z，(z + 1)? 等 于 z? 十 2z +1. 在 逻辑 上 这 些 说 法 都 是 等 价 的 . 符号 v 
可 用 来 代替 “对 于 一 切 *, 于 是 作为 例子 , “Vz e X : P(z) 真 " 或 “P(z) 真 Vr € X” 
与 “对 于 一 切 re X，P(z) 真 ”是 同 义 的 . 

存在 量词 ”命题 “对 于 某 个 了 T 型 >，P(z) 真 " 指 的 是 至 少 存在 一 个 了 型 z， 
使 得 P(z) 真 . 虽然 可 能 存在 多 于 一 个 这 样 的 z，( 如 果 要 使 这 样 的 > 既 存在 又 唯 
一 , 那 就 应 该 使 用 像 “ 恰 对 于 一 个 z” 这 样 的 量词 .) 要 证 明 这 样 的 一 个 命题 , 只 需 
提出 一 个 这 样 的 xz 的 例子 . 例如 , 要 证 明 


对 于 某 实数 z， z?+2z -8=0 


440 ”附录 A ”数理 逻辑 基础 


所 需 做 的 只 是 找 一 个 实数 z, 使 得 z? + 2z - 8 = 0, zx = 2 就 是 这 样 的 实数 (也 可 以 
使 用 z = -4, 但 不 必 同 时 使 用 两 者 )， 注意 , 在 证 明 一 个 “对 于 某 个 ” 命题 时 , 有 选 
择 z 的 自由 ; 这 与 证 明 “ 对 于 一 切 ” 命题 相反 , 那 时 必须 让 z 是 任意 的 . (为 了 比较 
这 两 种 命题 , 你 可 以 想象 和 自己 的 对 手 进行 了 两 个 游戏 . 在 第 一 个 游戏 中 , 对 手 出 
示 z, 而 你 必须 证 明 P(z); 如 果 你 永远 能 赢 , 那么 你 就 证 明了 对 于 一 切 z，P(z) 真 . 
在 第 二 个 游戏 中 , 你 可 以 选择 zx, 而 后 给 予 证 明 ; 如 果 你 能 赢 , 那 你 就 证 明了 对 于 某 
个 z，P(z) 真 .) 

通常 说 某 事 对 于 一 切 > 真 , 比 只 说 它 对 于 某 z 真是 强 得 多 的 . 但 有 一 个 例外 ， 
如 果 加 于 z 的 条 件 是 不 可 能 满足 的 , 那么 “对 于 一 切 ” 命 题 是 空 真 的 , 而 “对 于 某 
个 ”命题 是 假 的 . 例如 


对 于 一 切 3<z<2,6<2z<14 
是 真 的 , 但 
对 于 某 个 3 <z<2,6<2z<4 


是 假 的 . 

可 以 使 用 短语 “对 于 至 少 一 个 ”或 “存在 ……: 使 得 ” 来 取代 “对 于 某 个 ". 例 
如 , 可 以 把 “对 于 某 实数 z,z?+2z 一 8 = 0” 说 成 “存在 一 个 实数 z 使 得 z2+2z-8= 
0". 符号 可 用 来 代替 “存在 ……… 使 得 ", 于 是 , 作为 例子 , “3z e X : P(z) 真 ” 与 
“对 于 某 ze X, P(z) 真 ” 是 同 义 的 . 


8A.5 ” 岩 套 量词 (Nested quantifiers) 
可 以 把 两 个 或 多 个 量词 嵌 套 在 一 起 . 例如 , 考虑 命题 


“对 于 每 个 正 数 z， 存 在 一 个 正 数 y, 使 得 y? = z.” 
这 个 命题 指 的 是 什么 ? 它 指 的 是 , 对 于 每 个 正 数 z, 命题 
“存在 一 个 正 数 y, 使 得 六 = 2” 


是 真 的 . 换 句 话说 , 对 于 任 一 正 数 z, 都 可 以 找到 z 的 一 个 正 的 平方 根 . 所 以 命题 说 
的 是 每 个 正 数 都 有 正平 方 根 . 

我 们 继续 用 游戏 来 比喻. 设 你 和 对 手 玩 这 样 的 游戏 , 你 的 对 手 先 拿 一 个 正 数 z， 
然后 你 拿 一 个 正 数 y. 若是 y? = x, 你 就 赢 . 若是 不 管 对 手 怎样 做 你 都 赢 , 那么 你 就 
证 明了 对 于 每 个 正 数 z, 存在 一 个 正 数 y, 使 得 y? = z. 
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否定 一 个 全 称 命题 就 产生 一 个 存在 命题 , “一 切 天 热 都 是 白 的 ”的 否定 并 不 是 
“一 切 天 鹅 都 不 是 白 的 ”, 而 是 “ 某 个 天 执 不 是 白 的 ". 类 似 地 , “对 于 每 个 0< z < 各 
有 cosz > 0” 的 否定 是 “对 于 某 个 0 < z < 末 有 cosz < 0” 而 不 是 “对 于 每 个 
0<xz< 弥 有 cosz < 07. 

否定 一 个 存在 命题 就 产生 一 个 全 称 命题 “存在 黑 天 物 ” 的 否定 不 是 “存在 非 黑 
的 天 物 " 而 是 “一 切 天 切 都 不 是 黑 的 ”. 类 似 地 ,“ 存 在 实数 > 使 得 +z+1= 0 的 
否定 是 “对 于 一 切实 数 z，z?+z+1 关 0”, 而 不 是 “存在 实数 z 使 z2?+z+1 关 0”.( 这 
里 的 情况 很 像 “和 ”与 “或 ”关于 否定 的 性 状 . ) 

如 果 你 知道 一 个 命题 P(z) 对 于 一 切 z 成 立 , 那么 你 可 以 让 z 是 任何 你 想 要 的 
值 , 而 P(z) 必 对 于 > 的 那个 值 成 立 , 这 就 是 “对 于 一 切 ”的 含义 . 于 是 , 作为 例子 ， 
如 果 你 知道 


对 于 一 切实 数 r, (z+1)2 = z? 十 2z 十 1， 


那么 你 可 以 断定 
(t+1)? = +2r+1, 


也 可 以 断定 
对 于 一 切实 数 y, (cosy 十 D2 = cos2y 十 2cosy 十 1 


(因为 , 当 y 是 实数 时 , cosy 也 是 实数 ), 等 等 . 那么 , 全 称 命题 在 其 适用 性 方面 是 很 
富有 功能 的 你 能 让 P(z) 对 于 你 希望 的 任何 x 成立, 而 存在 命题 则 相反 , 适 
用 性 是 比较 有 限 的 . 如 果 你 知道 


对 于 某 实数 xz, zz? +2z -8= 0， 


那么 你 不 可 以 简单 地 用 你 想 要 的 实数 , 例如 x, 代 进去 而 断言 2 二 2x 一 8 = 0. 不 
管 怎样 , 你 当然 依旧 可 以 断言 对 于 某 个 实数 z, z? + 2z 一 8 = 0, 只 是 你 根本 不 管 哪 
个 z 使 它 成 立 .( 继 续 用 游戏 来 比喻 , 你 可 以 使 P(z) 成 立 , 但 你 的 对 手 为 你 拿 z, 你 
自己 不 用 选取 . ) 

注 A.5.1 在 逻辑 学 的 发 展 史上 , 量词 的 正式 研究 比 Boole 逻辑 早 一 千 多 年 . 
的 确 , 由 亚 里 士 多 德 (Aristotle)( 希 腊 人 , 公元 前 384 一 公元 前 322) 及 其 学 术 群 体 
建立 的 亚 里 士 多 德 逻辑 研究 了 对 象 、 对 象 的 性 质 以 及 像 “ 对 于 一 切 ”、“ 对 于 某 个 ” 
的 量词 . 
在 亚 里 士 多 德 逻辑 体系 中 , 一 个 典型 的 推理 (或 演绎 ) 方式 是 :“ 人 总 是 要 死 的 ， 
所 以 , 苏 格 拉 底 总 是 会 死 的 ". 亚 里 士 多 德 逻 辑 是 数理 逻辑 的 一 个 分 支 , 但 不 太 有 表 
现 力 , 因为 它 缺少 逻辑 关系 的 概念 , 它 没有 “与 "、“ 或 "、“ 若 .… 则 "( 尽 管 有 “ 非 ") 
等 逻辑 关系 , 而 且 它 也 没有 像 “<” 那样 的 二 元 关系 . 
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交换 两 个 量词 的 次 序 , 对 于 一 个 命题 的 真 假 可 能 有 影响 也 可 能 没有 影响 . 交换 
两 个 “对 于 一 切 ” 量词 没有 什么 影响 : 命题 
对 于 一 切实 数 a, 以 及 对 于 一 切实 数 b, 有 
(a+b)? 一 a2 二 20 十 好 
逻辑 上 等 价 于 
对 于 一 切实 数 b， 以 及 对 于 一 切实 数 a, 有 
(a+0)?=a?+2ab+b? 


(为 什么 ? 理由 是 , 对 于 命题 (a 十 b)? = a? +2ab+ 实际 是 真是 假 , 什么 也 没有 做 ). 
类 似 地 , 交换 两 个 “存在 ”量词 也 没有 影响 : 


存在 一 个 实数 a, 并 且 存 在 一 个 实数 b, 使 得 a? 十 甩 一 0 
逻辑 上 等 价 于 
存在 一 个 实数 六 并 且 存在 一 个 实数 a, 使 得 a? + 如 =0. 


然而 , 交换 “对 于 一 切 ” 与 “存在 一 个 ”就 完全 不 同 了 . 考虑 下 述 两 命题 : 

(a) 对 于 每 个 整数 w 都 存在 一 个 整数 m 比 n 大 . 

{b) 存在 一 个 整数 m 比 每 个 整数 n 都 大 . 

命题 (a) 显然 是 真 的 : 如果 你 的 对 手 拿 出 一 个 整数 n, 你 总 可 以 找到 一 个 整数 
m 比 n 大 . 但 命题 (b) 是 假 的 : 如 果 你 先 选 一 个 整数 m, 那么 你 不 能 担保 m 比 每 
个 整数 n 都 大 , 你 的 对 手 可 以 轻易 地 取 一 个 比 m 大 的 整数 n 来 打败 你 . 两 个 命题 
的 关键 不 同 之 处 是 , 在 命题 (a) 中 整数 n 是 先 取 的 , 而 整数 m 然后 以 依赖 于 mn 的 
方式 来 选取 ; 但 在 命题 (b) 中 , m 被 迫 先行 取 定 , 不 能 预先 知道 n 将 取 何 值 . 简 而 言 
之 , 量词 的 顺序 之 所 以 重要 , 是 由 于 里 面 的 变量 可 能 依赖 于 外 面 的 变量 , 而 反之 不 
然 . 


习 题 A.5 


A.5.1 ”下 述 每 个 命题 是 什么 意思 , 它们 当中 哪个 是 真 的 ? 你 能 为 每 个 命题 作 一 个 游戏 比喻 吗 ? 
(a) 对 于 每 个 正 数 z, 以 及 每 个 正 数 y, 有 yy? = z. 
(b) 存在 一 个 正 数 z, 使 得 对 于 每 个 正 数 y, 有 22 = z. 
(c) 存在 一 个 正 数 x, 并 存在 一 个 正 数 y, 使 得 y= z、 
(qd) 对 于 每 个 正 数 y, 存在 一 个 正 数 x, 使 得 y? = z 
(e) 存在 一 个 正 数 y, 使 得 对 于 每 个 正 数 z, 有 y? = z. 
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8A.6 ”关于 证 明 及 量词 的 一 些 例子 


这 里 我 们 举 一 些 关于 含有 “对 于 一 切 ” 量词 及 “存在 一 个 ”量词 的 证 明 的 一 些 
例子 . 结果 本 身 是 简单 的 , 但 你 应 该 注意 量词 是 怎样 安置 的 , 以 及 证 明 的 结构 如 何 . 

命题 A.6.1 对 于 每 个 e> 0, 春 在 一 个 5 > 0, 使 得 26 < &. 

证 明 设 s > 0 是 任意 给 定 的 . 我 们 必须 证 明 存在 一 个 5 > 0, 使 得 25 < e. 只 
需 取 一 个 这 样 的 5, 取 5 := $e 就 可 以 了 , 因为 那 时 26 = $e <. 国 

注意 , e 必须 是 任意 的 , 因为 要 证 明 一 件 对 于 每 个 = 都 成 立 的 事情 ; 另 一 方面 ， 
6 可 按 你 的 意愿 来 选取 , 因为 只 需 证 明 存 在 一 个 5 满足 需求 . 还 要 注意 , 5 可 以 依赖 
于 s, 因为 6 量词 是 嵌 套 在 = 量词 内 的 . 如 果 量 词 顺序 颠倒 过 来 , 也 就 是 说 , 如 果 要 
证 明 “存在 一 个 6 > 0, 使 得 对 于 每 个 s > 0, 26 < e", 那么 就 必须 在 给 定 。 之 前 先 
取 6. 在 这 种 情况 下 , 命题 是 不 可 能 被 证 明 的 , 因为 它 是 假 的 (为 什么 ?). 

规范 地 说 , 当 必 须 证 明 一 个 “存在 … …: ”命题 时 , 例如 要 证 明 “存在 一 个 = > 0 
使 得 X 真 ”, 你 得 谨慎 地 选择 =, 然后 证 明 对 于 这 个 <, X 是 真 的 . 但 是 这 有 时 要 求 
有 很 强 的 预见 性 , 而 且 直 到 后 面 在 讨论 中 < 应 该 满足 怎样 的 性 质变 得 更 清楚 时 , 才 
能 知道 = 的 选取 是 合乎 逻辑 的 . 唯一 必须 留神 的 是 , 要 肯定 。 不 依赖 于 髓 套 在 X 
中 的 任何 约束 变量 . 例如 : 

命题 A.6.2 存在 = > 0 使 得 对 于 一 切 0<z<s，sinz > 中 . 

证 明 设 。 >0 将 稍 后 选 定 , 设 0 < z < s. 由 于 sinz 的 导数 是 cos rz, 由 中 值 
定理 得 


sinz sinz—sin0 
0 
对 于 某 0 和 yz 成 立 . 那么 为 了 保证 sinz > 和 只 要 保证 cosy > 寺 就 够 了 . 为 此 ， 
只 要 使 0< y < 各 就 可 以 了 (因为 余弦 函数 在 0 处 取 值 1, 在 季 处 取 值 ,并 在 0 
和 于 之 间 单 调 减 ). 由 于 0<y<z 并且 0<z<e, 所 以 0<y<e. 如 果 取 <:= 末 
那么 就 有 0 < y < 地 , 满足 要 求 , 从 而 可 以 保证 对 于 一 切 0<z< =s，sinz >3. 一 
注意 我 们 最 终 选取 的 。 的 值 不 依赖 于 顽 套 变量 > 和 y. 这 使 上 述 论证 合乎 
逻辑 . 确实 , 我 们 可 以 把 证 明 安 排 得 不 延迟 任何 行为 : 
证 明 取 e:= 于 显然 s > 0. 现在 要 证 对 于 一 切 0<z<$ 有 sinz > 地 那 
么 让 0 < z < 3 是 任意 的 . 根据 中 值 定理 有 


sinz sinz— sin0 
= = cos 
也 -0 


对 于 茶 0 < yz 成 立 . 由 于 0<y<sz 且 0<z< 克 有 0<y<# 于 是 
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cosy > cos 于 = 忒 这 是 因为 cos 在 区 间 [0, 引 上 是 单调 减 的 . 于 是 
sinZ ~、 1 
ee 

TI 


从 而 得 到 所 要 的 不 等 式 sinz > #2. 
如 果 把 = 选 得 依赖 于 z 和 vy, 那么 论证 就 不 成 立 , 因为 s 是 外 部 变量 而 >,y 呈 
嵌 套 在 它 里 面 的 . 


§A.7 相 等 


如 前 所 述 , 可 以 从 表达 式 (如 2 x 3 十 5 之 类 ) 出 发 , 问 是 否 一 个 表达 式 遵从 一 
定 的 性 质 , 或 者 是 否 两 个 表达 式 通过 某 种 关系 (=, <,e 等 ) 相 联 系 , 从 而 造 出 命题 . 
关系 有 很 多 , 但 最 重要 的 一 个 是 相等 . 花 一 点 时 间 来 复习 这 个 概念 是 值得 的 . 
相等 是 联系 同一 类 型 的 两 个 对 象 (例如 两 个 整数 、 两 个 矩阵 、 两 个 向 量 等 ) 的 
关系 . 给 定 两 个 这 样 的 对 象 = 和 y, 命题 x = y 可 以 成 立 , 也 可 以 不 成 立 , 这 取决 于 
z 的 值 和 y 的 值 , 也 取决 于 对 于 所 考虑 的 那 类 对 象 , 相等 是 如 何 定义 的 . 例如 , 作为 
实数 , 0.999 99.… 与 1 是 相等 的 . 在 模 10 的 算术 中 (其 中 把 一 个 数 看 作 与 它 除 以 
10 的 余数 相等 ), 数 12 与 数 2 是 相等 的 , 12=2, 尽管 在 通常 的 算术 中 并 非 如 此 . 
如 何 定义 相等 , 依赖 于 所 考虑 的 对 象 的 类 也, 并 且 在 一 定 程度 上 , 只 是 定义 而 
已 . 不 过 , 为 了 逻辑 的 目的 , 我 们 要 求 相 等 遵从 下 列 四 条 相等 公理 : 
( 自 反 公理 ) 给 定 任何 对 象 z, 有 z= z. 
。 (对 称 公理 ) 给 定 同一 类 的 两 个 对 象 x 和 y, 如 果 z=y, 那么 y= 
。 (传递 公理 ) 给 定 3 个 同类 的 对 象 z,y,z, 如 果 = =y 并 且 y = > 那么 z= z. 
。( 代 入 公理 ) 给 定 同类 的 两 个 对 象 x,y, 如 果 z = y, 那么 对 于 一 切 函数 或 运 
算 f, f(z) = f(y). 类 似 地 , 对 于 任何 依赖 于 z 的 性 质 P(z), 如 果 z= y, 那 
么 P(z) 与 P(y) 是 等 价 的 命题 . 
前 三 条 公理 很 清楚 , 它们 合 起 来 断定 相等 是 一 个 等 价 关系 . 下 面 举 一 些 例子 来 
描述 代入 性 质 . 
例 A.7.1 设 z 和 y 是 实数 . 车 z 一 y 则 2z 一 2y 且 sinz = siny. 而 且 对 于 
任何 实数 > 都 有 z 十 z =y +z. 
例 A.7.2 设 n 和 m 是 整数 . 车 n 是 奇数 且 ”= m, 则 m 必定 也 是 奇数 . 如 
果 有 第 三 个 整数 k, 并 且 知道 n> 以 及 n= m, 那么 就 也 知道 m > 
例 A.7.3 设 x,y,z 是 实数 . 如 果 知道 > = siny 以 及 y = 22, 那么 (根据 代入 
公理 )siny = sin z?, 从 而 (根据 传递 公理 ) 有 z = sin z?. 
于 是 , 从 逻辑 的 观点 来 看 , 只 要 我 们 愿意 , 我 们 就 可 以 在 一 类 对 象 上 定义 相等 ， 
只 要 它 遵 从 自 反 、 对称、 传递 三 条 公理 , 并 且 与 这 类 对 象 上 的 一 切 其 他 运算 是 相 容 
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的 , 也 就 是 说 对 于 这 一 切 运 算 , 代入 公理 成 立 . 例如 有 一 天 我 们 决定 修改 整数 , 使 得 
现在 12 等 于 2, 那 就 只 能 也 让 2 等 于 12, 并 且 对 于 这 些 修改 了 整数 的 任何 运算 了 ， 
都 必须 成 立 f(2) = f(12). 例如 , 现在 必须 让 2 + 5 等 于 12 + 5. (在 这 种 情况 下 , 沿 
着 这 条 线 走 下 去 , 终 将 达到 模 10 算术 , 即 任何 整数 都 与 它 除 以 10 的 余数 相等 .) 


习 题 A.7 


A.7.1 设 有 4 个 实数 a,b,c,d, 并 且 知 道 a 二 6，c =d. 使 用 上 述 4 条 公理 来 导出 a 十 d = 
b+e. 


附录 B 十 进 制 


在 第 2 章 、 第 4 章 和 第 5 章 中 , 我 们 辛苦 地 构造 了 数学 的 基本 数 系 : 自然 数 
系 、 整 数 系 、 比 例 数 系 和 实数 系 . 自然 数 系 是 简单 地 假设 存在 的 , 服从 五 条 公理 ; 整 
数 系 通过 自然 数 (的 形式 差 ) 而 构成 ; 比例 数 系 则 通过 整数 的 (形式) 商 构成 , 而 实 
数 则 通过 比例 数 的 (形式 ) 极限 构成 . 

这 一 切 都 很 圆满 很 成 功 , 但 是 这 与 人 们 对 于 这 些 数 的 先 验 的 了 解 好 像 有 些 不 
同 . 特别 是 十 进 制 很 少 用 到 . 在 十 进 制 中 , 所 有 的 数 都 由 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 这 
十 个 数字 组 合 表 出 . 的 确 , 除了 一 些 对 于 主要 结构 并 非 本 质 的 例子 以 外 , 我 们 真正 
用 到 的 十 进 制 数 只 有 数 0, 1 和 2, 而 且 后 两 个 可 以 写成 0 十 和 (0 十 十 ) 十 十 . 
这 样 做 的 基本 理由 在 于 , 十 进 制 系统 本 身 在 数学 中 不 是 本 质 的 . 十 进 制 系统 对 
于 计算 很 方便 , 而 且 由 于 一 千 多 年 的 使 用 , 我 们 从 小 就 习惯 于 这 个 系统 了 , 但 在 数 
学 史上 , 它 的 确 是 相对 较为 近代 的 发 明 . 数 的 出 现 已 有 一 万 多 年 了 (从 在 洞穴 的 墙 
上 刻 划 记 号 算 起 ), 而 现代 的 表示 数 的 印度 -阿拉 伯 十 进 制 系统 只 起 源 于 大 约 11 世 
纪 . 某 些 早期 文明 社会 中 还 使 用 了 其 他 的 计数 制 . 例如 , 巴比伦 人 使 用 过 60 进位 制 
(此 种 进位 制 在 我 们 的 时 、 分 、 秒 计时 系统 中 仍 在 使 用 ); 古 希腊 人 已 能 进行 相当 高 
深 的 数学 演算 , 尽管 对 于 他 们 来 说 , 可 用 的 最 先进 的 数字 表示 系统 是 罗马 数 系 I, IT 
II, IV, …, 用 这 个 系统 进行 计算 , 即使 是 进行 两 位 数 计算 , 也 是 相当 恐怖 的 . 当然 ， 
现代 的 计算 , 代替 十 进 制 , 靠 的 是 二 进 制 、16 进 制 或 比特 进 制 (byte-based) ( 即 256 
进 制 ). 而 且 像 计算 尺 之 类 的 模拟 计算 器 , 其 实 根本 不 依靠 表示 数 的 系统 . 事实 上 , 既 
然 计算 机 可 以 奴仆 般 地 进行 咬 吐 数字 的 工作 , 在 现代 数学 中 就 很 少 用 得 着 十 进 制 . 
其 实 , 除了 一 位 的 整数 和 分 数 (以 及 e, x, i 之 类 ) 以 外 , 在 现代 数学 活动 中 , 很 少 用 
到 任何 数字 ; 任何 比较 复杂 的 数字 通常 都 用 更 一 般 的 名 字 例 如 n 来 称呼. 

不 管 怎样 , 十 进 制 这 个 题目 , 还 是 值得 作为 一 个 附录 来 说 一 说 的 , 理由 是 , 它 对 
于 我 们 把 数学 应 用 于 日 常生 活 是 太 不 可 少 了 , 而 且 相 对 于 笨重 得 多 的 “LIM。_,ooan， 
中 au := 3.1, aa := 3.14, as := 3.141,.…” 而 言 , 我 们 也 希望 使 用 像 3.141 59…. 之 
类 的 符号 来 表示 实数 . 

我 们 先 复习 一 下 十 进 制 是 如 何 用 于 正 整 数 的 , 然后 再 谈 实数 . 注意 , 在 这 个 讨 
论 中 , 我 们 将 随意 地 使 用 前 面 各 章 的 结果 . 
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8B.1 ”自然数 的 十 进 制 表示 


本 节 不 使 用 a x 的 通常 的 简写 方式 ab, 因为 这 种 简写 可 能 把 十 进 制 34 误解 
为 3x4. 

定义 B.1.1(digit) 一 个 digit 是 0,1,2,… ,9 这 十 个 符号 之 一 . 我 们 把 这 些 digit 
与 自然 数 依 下 述 公式 等 同 起 来 : 


0 三 0, 1 三 0 二 十, 2 三 1 十 二 ,9 三 8 十 十 . 


我 们 还 定义 数字 拾 为 : 拾 := 9 十 +，( 我 们 还 不 能 使 用 十 进 制 符号 10 来 表示 拾 (十 )， 
为 那 要 预先 知道 十 进 制 , 从 而 导致 逻辑 循环 .) 
定义 B.1.2( 十 进 制 正 整数 ) 一 个 十 进 制 正 整数 是 一 个 digit 串 anan-1.… ao， 
其 中 n > 0 是 自然 数 , 并 且 第 一 个 digit an 不 是 零 . 于 是 , 作为 例子 , 3049 是 十 进 
正 整 数 , 而 0493 不 是 , 0 也 不 是 . 我 们 用 公式 


n 
anan-1 00 一 > aiX 拾 
i=0 


使 每 个 十 进 制 正 整数 与 正 整数 相等 . 
注 B.1.3 注意 这 个 定义 当然 蕴含 


10=0x 拾 "+1x 抬 := 拾 ， 


所 以 我 们 可 以 把 拾 写 成 更 熟悉 的 形式 10. 另外 , 一 个 单位 的 十 进 制 整数 恰好 等 于 那 
个 digit 自身 . 例如 , 根据 上 面 的 定义 , 十 进 数 3 恰好 等 于 


3=3x 拾 " = 3， 


所 以 在 单个 digit 与 一 个 单位 的 十 进 制 数 之 间 不 可 能 发 生 混淆 .( 这 是 一 个 微妙 的 定 
义 , 而 且 是 一 个 不 值得 深思 的 定义 .) 

现在 我 们 证 明 , 这 个 十 进 制 系统 确实 表示 了 正 整数 . 根据 定义 , 很 明显 , 每 个 正 
的 十 进 制 表示 给 出 一 个 正 整数 , 因为 和 式 完全 由 自然 数组 成 , 而 且 根据 定义 最 后 一 
项 on x 拾 " 不 是 零 

定理 B.1.4( 十 进 制 表示 的 存在 性 与 唯一 性 ) 每 个 正 整 数 m 都 恰 等 于 一 个 十 
进 制 正 整数 . 

证 明 我们 要 使 用 强 归纳 原理 (命题 2.2.14, 其 中 mo := 1). 对 于 任何 正 整数 
mu 设 P(m) 代表 命题 “m 恰 等 于 一 个 十 进 制 正 整数 ”. 设 已 经 知道 对 于 一 切 正 整数 
m < m, P(m') 真 , 现在 来 证 明 P(m). 
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首先 注意 到 , 对 于 每 个 正 整 数 m, 或 者 m > 拾 , 或 者 m < {1,2,3,4,5,6,7, 8,9}. 
(此 事 容易 由 通常 的 归纳 法 证 实 . ) 先 设 m e {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, 那么 m 显然 等 
于 一 个 由 单个 digit 构成 的 十 进 制 正 整数 , 而 且 仅 有 一 个 一 位 的 十 进 制 数 等 于 m. 
另外 , 由 于 n > 0 时 , on .…ao 是 十 进 制 数 


ao= 》 aix 扒 :> anx 拾 "> 拾 >m 


i=0 


所 以 不 存在 由 两 个 或 多 于 两 个 的 digit 组 成 的 十 进 制 数 等 于 mm. 
现 假定 m > 拾 . 那么 由 欧 几 里 得 除法 (命题 2.3.9), 可 以 写 


m=sx 抬 +7， 


其 中 s 是 正 整 数 , 而 re {1,2,3,4,5,6,7,8,9}. 由 于 


s<s5x 抬 <sx 拾 +7r=m， 


所 以 可 以 使 用 强 归 纳 假定 而 断言 P(s) 是 真 的 . 当然 * 有 一 个 十 进 制 表示 
人 x 拾 . 
i=0 


用 拾 通 乘 , 我 们 看 到 


然后 加 上 就 得 到 


m=sx 拾 +7= 了 Nh x 拾 呈 二 Fr 一 加 :007 
i=0 
于 是 m 至 少 有 一 个 十 进 制 表示 . 现在 要 证 明 m 至 多 有 一 个 十 进 制 表示 . 假设 有 两 
个 不 同 的 表示 


也 一 an …a0 一 ah …a0. 


首先 , 根据 前 面 的 计算 , 我 们 看 到 
on oo = (on aa)x 拾 +ao， 


以 及 


Qh = (a …a1) x 拾 +ab， 
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于 是 , 经 过 运算 , 得 
0 一 a0 = (an…al 一 0%.… 1) x 拾 . 


右 端 是 拾 的 倍数 , 而 左 端 严格 介 于 -- 拾 和 + 拾 之 间 . 这 表明 ao = al 而 且 4:…ai = 
a%,…ai. 但 由 前 面 的 讨论 可 知 on…:al 是 小 于 a,…ao 的 整数 ， 于 是 , 根据 强 
归纳 假定 , 数 a,,…al 有 唯一 的 十 进 制 表示 , 这 表明 n' 必 等 于 n, 而 且 对 于 一 切 
i 二 1…n, al 必 等 于 gi. 那么 十 进 制 数 an……ao 与 a1,…ab 事实 上 是 完全 一 样 的 ， 
这 与 它们 不 同 的 假定 相 了 矛盾. 国 

我 们 把 由 上 述 定理 给 出 的 十 进 制 数 叫做 m 的 十 进 制 表示 . 一 旦 有 了 了 十进制 表 
示 , 就 可 以 推导 出 通常 的 把 z -+y 或 >xy 的 十 进 制 表示 与 z 及 y 的 十 进 制 表示 联 
系 起 来 的 紧 式 加 法 算 律 及 紧 式 乘法 算 律 (习题 B.1.1). 

一 旦 有 了 正 整 数 的 十 进 制 表示 ,当然 就 可 以 用 一 个 负 号 (-) 来 作成 负 整 数 的 
十 进 制 表示 . 最 后 , 我 们 让 0 也 是 十 进 制 数 . 那么 这 就 给 出 了 一 切 整 数 的 十 进 制 表 
示 . 那么 , 每 个 比例 数 (rational) 就 是 两 个 十 进 制 整数 的 比 (ratio) (当然 分 母 不 能 为 
零 ), 例如 器 或 -3#, 虽然 可 能 有 不 只 一 种 方式 来 表示 比例 数 , 例如 $= 3. 

由 于 拾 =10, 我 们 以 后 将 如 通常 一 样 , 用 10 代替 拾 . 


习 题 B.1 


B.1.1 ”此 习题 的 目的 是 证 明 你 在 小 学 学 到 的 竖 式 加 法 确实 成 立 . 设 A = an..……ao，B= 
bo bo 是 十 进 制 正 整数 . 约定 当 i > n 时 ai = 0, 当 i>m 时 b= 0. 例如 ,车 
4= 372, 那么 ao = 2, al = 7, as = 0, a4 = 0, 依次 类 推 , 根据 下 述 竖 式 加 法 算法 递 
归 地 定义 co, c1,… 以 及 so, 61,…: 

。 令 eo:=0. 

。 假定 对 于 某 i > 0, si 已 定义 . 如 果 ai 十 后 十 5x < 10, 就 令 ci := ai 十 如 十 Ei 并 
且 si+l := 0; 否则 的 话 , 如 果 ai 十 bi 十 ei 之 10, 就 令 ci := ai 十 让 十 ei 一 10, 以 及 
eit :二 1. ( 数 es+1 是 从 第 i 个 十 进 制 位 到 第 i+ 1 个 十 进 制 位 的 “进位 数 ”"，) 

证 明 数 co,c, … 都 是 digit, 并 且 存 在 ! 使 得 cx 头 0 而 对 于 一 切 i > 4 ci = 0. 然后 

证 明 cic1-1…cico 是 A 十 B 的 十 进 制 表示 . 

注意 , 也 可 以 用 这 个 算法 来 定义 加 法 , 但 那 看 上 去 是 极其 复杂 的 , 而 且 即 使 证 明 (a 十 

切 +c=a+( 十 c) 这 样 简单 的 事情 , 也 是 相当 困难 的 . 这 也 是 在 我 们 的 自然 数 的 构 

造 中 避免 使 用 十 进 制 的 一 个 缘故 . 要 想 严 格 地 把 竖 式 乘法 (或 坚 式 减 法 , 或 竖 式 除法 ) 

的 步骤 写 出 来 , 那 就 更 粮 粒 了 , 我 们 不 在 这 里 做 这 些 事情 . 


$B.2 ”实数 的 十 进 制 表示 
我 们 需要 一 个 新 符号 : 小 数 点 “”. 
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定义 B.2.1( 十 进 制 实数 ) 一 个 十 进 制 实数 是 一 个 digit 的 序列 连同 一 个 小 数 
点 , 书写 成 


二 an a0.0_14-2.……， 


其 中 , 小 数 点 左边 是 有 限 的 ( 即 ”是 自然 数 ), 但 小 数 点 右边 是 无 限 的 , 其 中 土 或 取 
+, 或 取 一 , 而 an.…ao 是 一 个 十 进 制 自 然 数 ( 即 或 为 十 进 制 正 整数 , 或 为 0). 这 个 
十 进 制 数 等 于 实数 


士 aw….ao.a_1a_3…, 三 ( 士 1) x 袜 ai x 10i. 
这 个 级 数 总 是 收敛 的 (习题 B.2.1). 下 面 我 们 证 明 每 个 实数 都 至 少 有 一 个 十 进 
制 表 示 : 
定理 B.2.2( 十 进 制 表示 的 存在 性 ) 每 个 实数 zx 都 至 少 有 一 个 十 进 制 表示 


2 三 土 an…':a0.0-10-2 


证 明 先 注意 数 z = 0 有 十 进 制 表示 0.000.…. 还 有 , 一 旦 找到 了 z 的 十 进 制 
表示 , 那 就 自动 找到 了 -zx 的 十 进 制 表示 , 只 要 改变 符号 土 就 行 了 . 所 以 只 需 对 于 
正 的 实数 > 证 明定 理 (根据 命题 5.4.4). 

设 n > 0 是 任意 的 自然 数 . 根据 阿 基 米 德 性 质 (推论 5.4.13) 知 , 存在 自然 数 
M 使 M x 10-" > z. 由 于 0x10-" < zx, 所 以 必定 存在 自然 数 5,, 使 得 


Sn X10 一 和 2， (5 十 +) x 10 > 2 


(车 这 样 的 自然 数 不 存 在 ， 那 么 使 用 归纳 法 就 可 断定 , 对 于 一 切 自 然 数 s 有 sx 
10-" & z, 而 这 与 阿 基 米 德 性 质 相 矛 盾 .) 
现在 考虑 序列 So, S1, S2,…. 由 于 


Si < (Sn+1) x10™", 


所 以 
(10x Sn) x 10-C+t) sz < (10x Sn +10) x10-0+t), 


另 一 方面 , 我 们 有 
Sat1 xX 10-mtY) gp < (S41+1) x 10-("+)), 


从 而 得 到 
10x Sn<Snhn+1， 以 及 Sn+1 < 10x Sn+10. 
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由 这 两 个 不 等 式 我 们 看 到 
10x Sn < Sn+1 < 10x Sn +9, 
从 而 可 以 找到 一 个 digit an+l 使 得 
Sn+l = 10 x 9， 十 an+l 
于 是 
Snt+1 x10-+D ~ 5S, x 107" + anti x 10-("+D). 


用 这 个 等 式 及 归纳 法 , 我 们 得 到 公式 


n 
Sn x107"= 50 + ax10 


i=1 


现在 对 两 边 取 极 限 (用 习题 B.2.1) 就 得 到 


lim Snx10 = 50+ Sa x 10 一 . 
i=1 
另 一 方面 , 我 们 有 
-10"<Snx10 "gz 
对 于 一 切 n 成 立 , 所 以 根据 挤 压 判别 法 (推论 6.4.14) 得 
im Sn x 10 "=7. 
于 是 得 到 A 
z= S50+ Da x 107i. 


i=1 

根据 定理 B.1.4，So 还 有 一 个 十 进 制 正 整数 表示 , 于 是 就 得 到 z 的 一 个 所 需 的 十 进 
制 表示 . 国 

但 十 进 制 有 一 个 小 小 的 毛 疫 : 一 个 实数 可 能 有 两 个 十 进 制 表示 . 

命题 B.2.3( 十 进 制 表示 的 唯一 性 不 成 立 ) 数 1 有 两 个 不 同 的 十 进 制 表示 : 1.000… 
和 0.999…. 

证 明 表示 1 = 1.000... 是 明显 的 .现在 计算 0.999….， 根据 定义 , 这 是 
Cauchy 序列 

0.9, 0.99, 0.999,.… 

的 极限 . 但 根据 命题 5.2.8, 此 序列 以 1 为 形式 极限 . 

其 实 , 数 1 只 有 这 两 个 十 进 制 表示 (习题 B.2.2). 事实 上 , 所 有 的 实数 , 当 它 是 
有 限 小 数 ( 即 从 小 数 点 后 某 位 开始 往 后 全 是 零 的 数 ) 时 , 它 有 两 个 十 进 制 表 示 , 当 它 
不 能 表示 成 有 限 小 数 时 , 它 只 有 一 种 十 进 制 表示 (习题 B.2.3). 
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习 题 B.2 


如 果 an …ao.4-10-3 是 十 进 制 实数 , 那么 级 数 “ ai x 10' 是 绝对 收敛 的 . 
证 明 数 1 的 仅 有 的 十 进 制 表 示 
1 一 士 on … ao.Q-10-2… 


是 1=1.000.… 和 1=0.999.…. 

一 个 实数 z 叫 作 是 十 进 制 有 限 小 数 (terminating decimal), 如 果 对 于 某 两 个 整数 mm 
Zz 二 壕 . 证 明 : 当 z 是 十 进 制 有 限 小 数 时 , 它 恰 有 两 个 十 进 制 表示 , 而 当 z 不 是 十 
进 制 有 限 小 数 时 , 它 恰 有 一 个 十 进 制 表示 

用 十 进 制 重 写 推论 8.3.4 的 证 明 . 


g 低 于 f, 409 

大 次 导 函 数 , 315 

上 元 多 项 式 , 278 
十 十 , 14 

//, 65 

A+, 159 

4 一 ，159 

B(X 一 了 ), 297 
C(X 一 了) 297 
C(R/Z;C), 339 

C07 函数 , 371 

C2 函数 , 371 

LZ 周期 函数 , 339 

ZL (QQ) 函数 , 416 

72 范 数 , 341 

王 范 数 的 非 退 化 , 342 
I2 范 数 的 绝对 齐 性 , 342 
L? 度量 , 342 

L™ 度量 , 297 

Qa 长度, 241 

E- 附着 , 112 

6- 接近 , 71, 80, 103 
e- 接近 的 实数 , 102 
E- 稳定 , 77, 102 

7 函数 , 333 

民 上 的 标准 度量 , 256 
R? 上 的 坐标 函数 ,277 
也 周期 函数 ,339 
LIM 82 

vol(B), 387 

o 代数 性 质 , 385, 399 
5 函数 , 333 


引 


a—b, 59 

了 高 于 g, 409 

了 控制 (dominates) g, 409 

了 与 9 垂直 , 342 

了 在 马上 的 常数 值 , 224 
f(z)s- 接近 于 工 的 , 180 

f+, 1-, 416 

大 次 可 微 性 , 315 

1,22,2% 的 等 价 性 , 259 

I? 度量 , 257 

n 次 根 , 99 

n 维 列 向 量 , 355 

n 元 序列 , 51 

n 重 迄 卡 儿 乘积 , 50 
(拓扑 空间 中 点 集 的 ) 闭 包 , 284 
(拓扑 空间 中 点 集 的 ) 边界 点 , 284 
(拓扑 空间 中 点 集 的 ) 内 点 , 284 
(拓扑 空间 中 点 集 的 ) 外 点 , 284 
1 对 1 对 应 , 43 

1 对 1 函数 , 42 

1 周期 函数 , 339 

16 进 制 , 446 

2 对 1,42 


阿 基 米 德 性 质 , 92 

Abel 定理 , 319 

Abraham Fraenkel 47 

Archimedes, 

Augustus De Morgan, 33 
B 


半 开 区 间 , 174 
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半空 间 , 396 
半 无 限 区 间 , 174 

包含 映射 , 44 

比较 判别 法 , 138 

比较 原理 , 116 

比例 盒子 , 399 

比例 判别 法 , 145 
比例 数 , 65 
比例 数 的 代数 算 律 , 67 
比例 数 的 三 歧 性 , 68 
比例 数 的 商 , 68 

比例 数 的 序 的 基本 性 质 , 69 
比例 数 系 Q@, 12 

比特 进 制 , 446 

毕 达 哥 拉 斯 定理 , 11, 342 
闭 包 , 175, 263 

闭 盒子 , 388 

闭 集 , 263 

闭 球 , 264 

闭 区 间 , 174 

边界 , 262 

边界 点 , 262 

变换 , 38 

变量 , 437 

变量 替换 , 6 

变量 替换 公式 I, 250 
变量 痊 换 公式 IT 251 
变量 替换 公式 IT1, 252 
变量 与 量词 , 437 
标准 基 行 向 量 , 355 
表达 式 , 428 

病态 式 的 , 427 

并 , 29 

并 公理 , 46 

补 性 质 , 385 

不 定 积分 , 220 

不 动 点 , 198, 373 
不 动 点 定理 , 198 


不 可 数 集 , 149 

部 分 和 , 133 

Banach-Tarski 停 论 , 163, 385 
Bolzano-Weierstrass 定理 , 121 
Boole 代数 , 33 

Boole 代数 性 质 , 385 


Boole 代数 性 质 (Lebesgue 测度 ), 397 


Boole 逻辑 , 437 

Boole Geovge, 437 
Borel 性 质 , 385, 400 
Borel-Cantelli 引 理 , 414 
Brook Taylor, 316 


C 


测 地 距离 , 258 

测度 论 , 386 

差 集 , 33 

常 值 函数 ,40, 187, 224 

长 度 是 有 限 可 加 的 , 222 

超 几何 函数 , 333 

超 曲面 , 380 

超 限 归纳 ,17 

超 限 归纳 原理 , 169 
超越 数 , 75 

乘法 保 序 , 24 

乘法 交换 律 (对 自然 数 ), 24 
乘法 结合 律 (对 自然 数 ), 24 
乘法 消去 律 (对 自然 数 ), 24 
乘积 拓扑 , 298 

程式 逻辑 , 428 

持续 e- 附着 , 112 

抽 屋 原理 , 58 

初始 (primitive) 对 象 , 37 
出 租车 度量 , 257 

除法 , 89 

传递 公理 , 444 
垂 线 判 别 法 , 52, 379 

纯粹 集合 论 , 27 
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纯 量 积 , 354 

粗糙 , 171 

存在 量词 , 439 

存在 命题 , 441 

Cantor 定理 , 161 

Cartesian product , 152 
Cauchy 序列 , 76 

Cauchy 准则 , 139 
Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 261 
Cauchy-Schwarz 不 等 式 (关于 L? 范 数 ), 342 
Clairaut 定理 , 371 
Constantin Caratheodory 396 
Continuum Hypothesis, 162 


卫 


代入 法 , 130 

代入 公理 , 444 
代数 法 则 , 12 

单 变量 多 项 式 ,190 
单 点 集 的 长 度 , 221 
单调 , 199 

单调 减 , 199 

单调 性 (外 测度 ), 388 
单调 序列 , 111 
单调 增 , 199 

单个 选取 , 28 
单项 式 , 343 
单元 素 集 , 28 

当 且 仅 当 (if), 430 
倒数 , 67, 86 
导出 的 度量 空间 , 256 
导数 , 207 
导数 的 唯一 性 , 361 
导数 矩阵 ，367 

导数 (多 元 微分 学 中 的 ), 360 
等 价 的 序列 , 81 
等 价 关系 , 54, 444 


等 价 序列 , 202 

等 距 同 构 , 265 
管 卡 儿 乘积 , 49, 131, 152 
第 卡 儿 平面 , 173 

递归 定义 , 19 

点 集 拓扑 , 262 

调和 分 析 , 3 

调和 级 数 , 141 

定 积分 , 220 

定理 , 20 

定义 域 , 39 

丢 和 严 图 (Diophantus) 数 , 415 
度量 , 255 

度量 的 对 称 性 , 256 
度量 的 正 性 , 256 
度量 等 价 , 259 

度量 空间 , 255 
度量 空间 的 完备 化 , 268 
度量 空间 中 的 Cauchy 序列 , 267 
度量 球 , 262 
度量 三 角形 不 等 式 , 256 
端点 , 173 

对 称 公理 , 444 

对 合 (involution), 329 
对 偶 性 , 33 

对 数 , 82, 325 

对 于 人 恒 等 的 通 近 , 306 

对 于 恒 等 的 周期 逼近 , 347 
多 项 式 , 305 

多 项 式 的 次 数 , 305 

多 元 微分 链 法 则 , 368 

de Moivre 等 式 , 336 

De Morgan 律 , 33 

Dirac 士 函数 , 306 


二 次 连续 可 微 , 371 
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二 项 公式 , 132 
二 元 多 项 式 , 277 
Egorov 定理 , 415 
Eduard Heine 177 
Emile Boreb 177 
Ermest Zermelo, 47 
Ernst Schr5der, 163 
Buler 公式 , 335 
Euler 数 , 324 

EF 
发 散 ,104, 134 
发 散 级 数 ,4 
发 散 序 列 , 5 
反 不 动 点 (anti-fixed point), 373 
反常 积分 , 229 
反 导 数 , 220 
反 函数 定理 , 216, 375 
反正 切 函数 , 336 
反 证 法 , 428 
泛 函 分 析 , 3 
方 根 判 别 法 , 145 
方向 导数 , 362 
方形 波 , 339 
非 比 数 , 75 
非 负 函 数 的 Lebesgue 积分 , 409 
非 退 化 区 间 , 174 
分 部 积分 , 4 
分 部 积分 公式 , 248 
分 部 求 和 公式 , 319 
分 法 , 221 
分 法 的 公共 加 细 , 223 
分 类 公理 , 31 
分 离 公理 , 31 
分 配 律 (对 自然 数 ), 24 
分 析 学 , 3 
否定 , 430 
符号 函数 , 191 


复 乘法 , 328 

复 倒数 , 330 
复 分 析 , 3 

复 共 乞 , 329 

复合 , 40 

复合 命题 , 429 

复 极限 , 331 

复 解析 , 315 

复 绝对 值 , 330 
复 三 角 函 数 , 333 
复数 , 327 

复数 的 标准 极 坐标 表示 , 336 
复数 的 负 运算 , 328 
复数 的 加 法 , 328 
复数 的 距离 , 330 
复数 系 C, 12 

复数 相等 , 327 

复 指数 函数 , 331 
负 部 , 416 

负 实数 , 90 

负数 , 61 

负 限 制 离开 零 的 , 90 
负 整 数 , 62 
附近 局 部 可 逆 , 375 
附着 点 , 112, 174, 263 
Fatou 引 理 , 413 
Fejer 核 , 347 

Felix Berstein, 163 
Fourier 变换 , 344 
Fourier 定理 , 349 


Fourier 反 演 公式 , 344 


Fourier 分 析 , 306 
Fourier 级 数 , 338 
Fourier 系数 , 344 
Fubini 定理 , 422 


概括 公理 , 36 
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根 均 方 , 341 

公理 化 的 , 18 

公理 框架 , 16 

构造 性 的 , 18 

孤立 点 , 176 

关系 , 429 

关于 无 穷 和 的 Fubini 定理 , 155 


关于 有 限 级 数 的 Fubini 定理 , 132 


光滑 函数 , 315 

广义 函数 论 , 386 

广义 实数 的 编 序 , 108 
广义 实数 的 负 运 算 , 108 
广义 实数 集 的 上 确 界 , 108 
广义 实数 集 的 下 确 界 , 108 
广义 实数 系 , 94, 107 
广义 实数 系 中 的 可 测 函数 , 402 
广义 实 直线 , 173 

Georg Cantor, 161 
Georg Riemann, 159 
Gottfried Leibnitz, 210 
Guiseppe Peano, 13 


H 


函数 , 38 
函数 的 极限 算 律 , 183 
函数 的 极限 值 , 288. 
函数 的 上 方 控制 , 228 
函数 的 算术 运算 , 179 
函数 的 图 像 (graph), 179 
函数 的 无 限 级 数 , 299 
函数 的 下 方 控制 , 228 
函数 的 有 限 和 , 298, 299 
函数 复合 的 消去 律 , 43 
函数 图 像 , 52 

函数 相等 , 40 

函数 在 无 限 处 的 极限 , 205 
函数 在 一 点 处 的 可 微 性 , 207 
函数 在 一 点 处 的 收效 , 181 


函数 在 一 点 处 发 散 , 181 
和 , 134 

合 联 , 429 

合式 的 , 427 

盒子 , 387 

盒子 的 体积 , 387 
恒 等 函 数 , 189 
恒 等 算 子 , 356 

恒 等 映射 , 44 

后 象 , 45 

环 , 63 

环境 空间 , 265 
Hausdorf 空间 , 285 
Hausdorf 性 质 , 284 
Hausdorff 最 大 性 原理 , 171 
Heine-Borel 定理 , 176 


I 


infimum, 97 
Isaac Newton, 209 


基础 公理 , 37 

基数 , 13, 28, 55 
积分 换 序 , 7 

积分 判别 法 , 148, 239 
极限 , 76 
极限 的 唯一 性 , 103 
极限 点 , 112, 176, 267 
极限 换 序 , 8 

极限 算 律 , 105 
极 值 原理 , 195 

集合 的 象 , 44 
集合 的 族 , 集 族 , 47 


集合 论 的 Zermelo-Fraenkel 公理 , 47 


集合 相等 , 27 
级 数 的 收敛 , 133 
级 数 的 重 排 , 143 
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级 数 算 律 ,137 
挤 压 判别 法 , 10, 116 
几何 级 数 , 4, 139 
几乎 处 处 收敛 , 287 
计算 ,3 

夹 逼 定理 , 116 

加 法 保 序 (对 自然 数 ), 22 
加 法 交换 律 (对 自然 数 ), 21 
加 法 结合 律 (对 自然 数 ), 21 
加 法 与 积分 换 序 , 412 
加 群 , 339 

加 性 , 356 

间断 , 187 

间断 性 , 193 

简单 函数 , 404 

简单 函数 的 Lebesgue 积分 , 405 
减法 , 64 

渐 近 间断 ,193 

交 , 32 

交错 级 数 , 136 
交错 级 数 判别 法 , 136 
交换 环 , 63 
交换 求 和 次 序 , 6 
较 粗 的 分 法 , 223 

较 细 的 分 法 , 223 

阶乘 函数 , 132 
紧 支 撑 函 数 , 305 

紧 致 , 121 

紧 致 度量 空间 , 269 

紧 致 拓扑 空间 , 285, 286 
紧 致 性 , 270 

局 部 最 大 值 , 212 
局 部 最 小 值 , 212 

局 部 e- 接近 , 181 

矩阵, 6, 354, 356 

和 矩阵 表示 , 359 

矩阵 乘积 , 356 

聚 点 , 176 


历 离 , 70, 92, 255 
距离 的 对 称 性 , 70 
距离 的 非 退 化 性 , 70 
距离 的 三 角形 不 等 式 , 70 
卷 积 , 306 
绝对 可 积 函 数 , 416 

绝对 收敛 , 135, 158 
绝对 值 , 70, 90 
绝对 值 的 非 退 化 性 , 70 
绝对 值 的 可 乘 性 , 70 
绝对 值 的 三 角形 不 等 式 , 70 


Jean-Baptiste Fourier, 338 
K 


开 盒 覆盖 , 387 

开 盒 子 , 387 

开 集 , 263 

开 集 族 , 283 

开 区 间 , 174 

可 测 函 数 , 401 

可 测 集 , 385 

可 测 集 的 减 序列 , 393 

可 测 集 的 增 序列 , 393 

可 逆 函 数 , 42 

可 道 映射 , 42 

可 去 除 间 断 , 192 

可 去 除 间断 点 , 185 

可 去 除 奇异 点 , 185 

可 去 除 奇异 性 , 192 
可 数 次 加 性 (外 测度 ), 388 
可 数 集 , 149 

可 数 集 上 的 级 数 , 155 

可 数 加 性 (Lebesgue 测度 ), 397 
可 数 选择 公理 , 165 

可 微 , 9 

可 微 (多 元 微分 学 中 的 ), 360 
空 的 笛 卡 儿 乘积 , 51 
空 的 获 含 关系 , 432 
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空 函数 , 40 

空 集 , 28 

空 集 的 长 度 , 221 

空 集 零 性 (外 测度 ), 388 
空间 , 255 

空 真 命题 , 439 

空 组 , 51 

仇 偏 变 元 , 126 

Kurt Gédal, 162 


类 (class), 135 
离散 度量 , 257 
连通 , 220, 280 
连通 分 支 , 283 
连通 集合 , 281 
连通 空间 , 280 
连续 , 9, 187 

连续 函数 , 274, 284 
连续 可 微 , 371 
连续 统 , 173 
连续 统 假设 , 162 
链 法 则 , 210 

链 式 法 则 , 4 
良 序 集 , 166 

良 序 原理 , 150, 171 
两 个 实数 间 的 距离 , 102 
两 个 整数 的 和 , 60 
两 个 整数 的 积 , 60 
临界 点 , 383 

邻 域 , 283 

零 判别 法 , 135 
零 向 量 , 354 
零 延 拓 , 308 

流 形 , 383 

路 连通 , 282 

罗马 数 系 , 18 

多 辑 关系 , 429 


LH6pital 法 则 , 4, 10, 65, 217 
Lebesgue 测度 , 386, 396 
Lebesgue 单调 收敛 定理 , 410 
Lebesgue 积分 , 220, 416 
Lebesgue 可 测 , 396 
Lebesgue 控制 收敛 定理 , 417 
Lebesgue 上 积分 , 418 
Lebesgue 下 积分 , 418 
Leibnitz 法 则 , 210 
Lipschitz 常数 , 214 
Lipschitz 连续 函数 , 214 


M 


满 函 数 , 42 

满 射 , 42 

毛 球 定理 , 373 

究 集 , 46, 163 

罕 集 公理 , 46 

和 军 级 数 的 第 n 个 系数 , 312 
震级 数 的 积分 , 313 
等级 数 的 微分 , 313 

罕 级 数 的 唯一 性 , 316 

宕 级 数 在 紧 致 集合 一 致 收敛, 313 
命题, 20 

命题 互 道 , 434 

命题 逻辑 , 437 

模糊 逻辑 , 428 


内 变量 , 442 

内 部 , 262 

内 点 , 262 

内 积 , 340 

内 积 的 正 性 , 341 

内 积 的 Hermite 性 质 , 341 

内 积 关于 第 二 变 元 的 反 线性 性 质 , 341 
内 积 关于 第 一 变 元 的 线性 性 质 , 341 
道 否 命题 , 16, 434 
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逆 象 , 45 
逆 映 射 , 43 
Newton 逼近 , 209 
O 


欧 几 里 得 度量 (也 叫 作 1 度量 ), 256 
欧 几 里 得 空间 , 256 

欧 几 里 得 算法 , 25 
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陪 集 , 394 
膨胀 算 子 , 356 
偏 导 , 9 
偏 导数 , 363 
偏 序 集 , 166 
频率 为 n 的 特征 , 343 
平凡 拓扑 , 285 
平均 值 定理 , 213 
平移 不 变性 (Lebesgue 测度 ), 397 
平移 不 变性 (外 测度 ), 388 
p.c. Riemann-Stieltjes 积分 , 242 
Parseval 定理 , 351 
Peano 公理 , 13, 17 
Plancherel 定理 , 351 
Plancherel 公式 , 345 
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奇数 , 74 

奇异 性 , 193 

齐 性 , 356 

前 段 , 171 
媒 入 算 子 ,356 

医 套 级 数 ，137, 239 
嵌 套 量词 , 440 

强 归纳 , 17 

强 归 纳 法 原理 , 23 


强 归 纳 原理 , 167 
求 导 次 序 , 9 
求 和 指标 , 126 
趋 于 , 18 

区 间 , 173 

区 间 的 长 度 , 221 
全 称 量词 , 439 
全 称 命题 , 441 
全 导数 , 362 

全 序 集 , 166 


R 
Rertrarel Russel, 36 
Riemann 猜测 , 141 
Riemann 和 , 11 
Riemann 积分 , 220, 229 
Riemann 积分 法 算 律 , 231 
Riemann-Stieltjes 积分 , 220, 241 
Riemann-Zeta 函数 , 141 
Rolle 定理 , 213 
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三 角 Fourier 系数 , 352 
商法 则 , 9 

商 群 , 339 

上 极限 , 113 

上 界 , 94, 167 

上 确 界 , 76 

上 确 界 范 数 , 299 

上 确 界 范 数 度量 , 257 
上 确 界 范 数 距离 , 297 
上 Riemann 和 , 230 
上 Riemann 积分 , 228 
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实 部 , 329 
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实数 , 82 
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实数 的 倒数 , 87 
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Stone- Weierstrass 允 近 定理 , 310 
Stone-Weierstrass 定理 , 346 
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条 件 收敛 , 135 
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拓扑 空间 , 272, 283 
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Taylor 级 数 , 316 


外 变量 , 442 

外 部 , 262 

外 测度 , 387 
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下 Riemann 和 , 230 旋转 变换 , 356 
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压缩 映射 定理 , 373 

压缩 (contraction), 373 
亚 里 士 多 德 逻 辑 , 441 
亚 里 士 多 德 (Aristotle), 441 
严格 单调 减 , 199 

严格 单调 增 , 199 
严格 上 界 , 167 
严格 小 的 基数 , 163 

严格 压缩 , 373 
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一 致 极限 , 293 

一 致 极限 保持 连续 性 , 294 
一 致 极限 保持 有 界 性 , 295 
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一 致 连续 性 , 279 

一 致 收敛 , 287, 293 
一 致 收敛 (函数 的 无 限 级 数 ) 299 
一 致 有 界 , 294 

依 测 度 收敛 , 287 

依 离散 度量 收敛 , 259 
移动 颠 复 , 292 

引 理 , 20 

隐 函 数 定理 , 380 

隐 式 , 39 

印度 - 阿拉 伯 数 系 , 18 

映 上 的 函数 , 42 

上 映射, 38 

有 界 , 79, 193 

有 界 函 数 , 295 

有 界 函 数 的 距离 空间 , 297 
有 界 集合 , 176 

有 界 区 间 , 174 

有 界 序列 , 79, 105 
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有 限 次 加 性 (外 测度 ), 388 
有 限 集 , 56 

有 限 集合 上 的 求 和 , 127 
有 限 级 数 , 125 
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有 序 域 , 69 
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右 导 数 , 363 

有 极限 , 190 
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余 有 限 拓扑 , 286 
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增 序列 , 106, 151 
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整 部 , 73, 93, 339 
整除 , 169 
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整数 乘法 , 60 
整数 的 代数 算 律 , 63 
整数 的 负 运 算 , 61 
整数 的 三 歧 性 , 62 
整数 的 顺序 , 64 
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整数 加 法 , 60 
整数 系 , 59 
整数 系 Z, 12 
正 部 , 416 
正 交规 范 系 , 344 
正切 函数 , 336 
正 实数 , 90 
正 限制 离开 零 的 , 90 
正 性 (外 测度 ), 388 
正则 性 , 37 
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正 自然 数 , 22 
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指数 函数 , 324 
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指数 运算 (自然 数 次 智 ), 72, 282 
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终极 限制 离开 零 的 序列 , 87 
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终极 =- 稳定 , 102 
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,周期 卷 积 的 双 线 性 性 , 346 
逐 点 极限 , 290 
逐 点 收敛 , 287, 290 
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逐 点 收敛 (函数 的 无 限 级 数 ), 299 
逐 段 常 值 函 数 , 224 
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自然 数 的 加 法 , 20 
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自然 数 集 , 13 

自然 数 系 N, 12 

自由 变量 , 428, 438 

最 大 元 ( 偏 序 集 的 ), 167 
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最 小 值 , 194 
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